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Resumo

Neste trabalho faremos uma abordagem bésica sobre a teoria qualitativa das equacoes
diferenciais ordinarias no que tange a existéncia da solugao de uma equagcao escalar de pri-
meira ordem. Para tal, apresentamos as principais defini¢oes e exemplos de espagos métricos
e abordamos sobre sequéncias em espacos métricos em especial as de Cauchy, em seguida,
fizemos um estudo bésico sobre conjuntos compactos e seus principais teoremas e introduzi-
mos o conceito de fungoes continuas em espacgos métricos. Mostramos o teorema de Arzela
Ascoli e demonstramos o teorema de Cauchy-Peano o chamado método da poligonal e por

fim fizemos uma aplicacao do teorema principal a ecologia.

Palavra-chave: Método da Poligonal, Problema de Valor Inicial, Existéncia de Solucao,

Teorema de Arzela-Ascoli, Teorema de Cauchy-Peano.

vii



Abstract

In this work we will take a basic approach on the qualitative theory of the ordinary
differential equations In what concerns the existence of the solution of a scalar equation of
first order. To do so, we present the main definitions and examples of metric spaces and
approach sequences in metric spaces, especially those of Cauchy, then we did a basic study
on compact sets and their main theorems and introduced the concept of continuous functions
in metric spaces. We show the theorem of Arzela Ascoli and we demonstrate the theorem
of Cauchy-Peano called the method of the polygonal and finally we made an application of

the main theorem to the ecology.

Keywords: Polygonal Method, Initial Value Problem, Solution Existence, Arzela-Ascoli

Theorem, Cauchy-Peano Theorem.
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Introducao

Neste trabalho pretende-se estudar a existéncia de solugao para equacoes diferenciais

ordindrias de primeira ordem, do tipo

) )

Tal estudo, sera feito de maneira qualitativa e para demonstrar a existéncia da solucao
desta EDO sera utilizado o método idealizado por Peano o qual é chamado “Método da
Poligonal”este, por sua vez se baseia em conceitos basicos de Topologia e Analise, a qual
explicitaremos no decorrer deste trabalho. A grande importancia de estudar tal método esta
no fato de, ele exigir o minimo de hipdteses para garantir a existéncia da solucao de uma
EDO.

Para realgar o embasamento tedrico da equacao (1) e suas consequéncias lembremos
o ponto de partida de tal estudo. A construcao da teoria das equacoes diferenciais estd
associada ao desenvolvimento geral da matemaéatica em especial ao célculo. Esta teoria,
iniciou-se no final do século XVII e inicio do século XVIII com Isaac Newton (1642-1727) e
Gottfrield Wilhelm Leibniz (1646-1716) os quais introduziram conceitos, notagoes e métodos

de resolucgao para estes tipos de equacoes. Como por exemplo;

dy @_
Lo f@) e L=y

e a notagao

dx
idealizada por Libniz.

A questao fundamental das equagoes diferenciais é; dada uma equacao diferencial or-



dinéria, qual funcao satisfaz tal equagao?

No final do século XVIII, varios métodos elementares ja tinham sido descobertos para
solucionar equagoes diferenciais ordinarias, em quanto que novas classes de equagoes esta-
vam sendo descobertas e suas solugoes eram praticamente impossiveis de expressar, mesmo
Nnos raros casos em que eram possiveis explicitar essas solucoes, elas eram muito compli-
cadas e consequentemente nao eram muito 1teis para compreender como realmente elas se
comportam.

Neste sentido, iniciou-se no final do século XIX principalmente com Jules Henri Poin-
caré (1854-1912) e Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) um estudo profundo sobre
questoes de existéncia e unicidade de solugoes para equacgoes diferenciais, a qual é chamada
atualmente de Teoria Qualitativa das Equacgoes Diferenciais. Tal teoria, recorre a ferramen-
tas de Anélise e Topologia como mencionado anteriormente, para “resolve-las”sem explicitar
numericamente as suas solucoes e fazer um estudo detalhado sobre seu comportamento e
suas propriedades.

Nesta direcao, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) formulou o seguinte problema: Dado
o ponto (g, o) fixo serd que existe alguma solucao de (1) tal que no ponto t, assume o valor
xo? e se existe, sera que ela é tnica?

Ha& duas razoes principais pelo interesse nos estudo do Problema de Valor Inicial; primeiro,
porque seu uso é proeminente como modelo de varios fenomenos. Segundo, os estudos
das EDO’s (relacionadas ao problema de Cauchy) adquire grande importancia pelo fato
de, equacoes diferenciais parciais serem transformadas em equagoes diferenciais ordinarias
equivalentes e assim solucionando uma EDO equivale solucionar uma EDP.

Dessa forma, através deste trabalho vamos responder a primeira pergunta do problema
de Cauchy, de maneira qualitativa. A unicidade dessas solucao nao sera demonstrada, pois
vamos supor que essas solucoes sao aplicagoes somente continuas, com isso perderemos a
unicidade.

Este trabalho esta estruturado em quatro capitulos da seguinte forma: O capitulo 1,
apresenta o conceito de equacgoes diferenciais ordinarias, juntamente com sua solucao e é
feita uma introducgao formal do Problema de Valor Inicial.

No capitulo 2, apresentamos as bases da teoria da Anédlise e os conceitos béasicos de

Topologia, na se¢ao (1.1) introduzimos o conceito de Espagos Métricos e métrica do supremo.

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA



Na secao, (1.2) expomos os conceitos de Bolas, Esferas e Conjuntos Limitados. Adiante na
segao (1.3), mencionamos uma breve introduc¢ao aos conjuntos compactos. Na segao (1.4),
falamos sobre sequéncias em espacos métricos, dando uma maior atencao as sequéncias de
Cauchy e sequéncias de fungoes. E por fim, na segao (1.5) introduzimos os conceitos de
fungoes continuas e na se¢ao (1.6) conceituamos Sequéncias de Fungoes e sobre suas formas
de convergéncias.

No capitulo 3, vamos demonstrar o teorema de Arzela- Ascoli, o qual é uma condigao
suficiente é necessaria para garantir a existéncia de uma subsequéncia uniformemente con-
vergente de uma parte infinita limitada e uniformemente equicontinua de um espago métrico,
no entanto, para este trabalho iremos fazer somente a condicao suficiente. Além disso, na
secao (3.3) serd demonstrado o tema principal deste trabalho, o teorema de Cauchy- Peano,
que exige apenas a continuidade da funcao como condicao de regularidade para garantir a
existéncia de solucao de um problema de valor inicial.

No capitulo 4, fizemos uma aplicacao do teorema de Cauchy- Peano, na area da ecologia,
na qual garantimos a existéncia de solu¢ao do modelo da demanda dos niveis de oxigénio em
aguas com fonte de poluicao biodegradaveis, e além disso, mostramos o modelo da solugao

desse sistema.

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA



Capitulo 1

Uma Introducao as Equacoes

Diferenciais Ordinarias

Neste capitulo serd definido o conceito de equagoes diferenciais ordinarias, especificamente
as de primeira ordem, juntamente com o conceito de sua solucao, também discutiremos sobre

um problema da teoria classica das EDO's, o de valor inicial.

1.1 Conceito de EDO

Defini¢ao 1.1. (Geral)

Uma equagao diferencial ordindria é uma expressao da forma

z® = f(t,z,2W, . )

14kd)

onde f : Q — R? € uma funcio definida num aberto Q C R , a varidvel t toma valores

k=1 tomam valores em R%. Os inteiros k >1ed>1 sao

em R e as varidveis z,zW, ..., 2
chamados, respectivamente, ordem e dimensao da equagao diferencial.

Quando k = 1, tem-se ' = f(t,z), isto é, 2’ = f(t,2) que é chamada de equacdo
diferencial de primeira ordem, também chamada de equacao escalar a qual é o objetivo de

estudo deste capitulo onde a veremos com mais detalhes.



Capitulo 1. Uma Introdugao as Equacoes Diferenciais Ordindarias 5

1.2 EDO de Primeira Ordem

Seja 2 um subconjunto do espaco R X [E onde R é a reta real e E = R" o espaco euclidiano
n-dimensional. Um ponto de R x E serd denotado por (¢,z),t € R e z = (1,29, ..., T,) em
E.

Considere f : () — [E uma aplicacao continua e / um intervalo nao degenerado, com [

podendo ser aberto, fechado ou semi-fechado, finito ou infinito.

Definicao 1.2.
Seja f: Q C R? — E uma aplicacio, com R* = {(t,x);t,x € R}. Chama-se equacdo
diferencial ordindria de primeira ordem ou escalar a expressao

dx .
pri ft,x) ou ' = f(t,x) (1.1)

Obs: A varidvel z é dependente enquanto que a variavel ¢ é independente e a equacao é
chamada de primeira ordem, pelo fato de a varidavel dependente envolver somente a derivada

primeira.

Exemplo 1.
d
A expressao d—f = sen(2t) é uma equagao diferencial de primeira ordem. Pois, ela é da

forma da equagao (1.1), onde x é a variavel dependente e ¢ é a varidvel independente.

Defini¢ao 1.3.(Conceito de Solugao)
Chama-se solugao de uma equagao diferencial do tipo (1.1) no intervalo I C R, uma

fungao ¢ : I — R, tal que

1. G, ={(t,p(t));t € I} C Q, isto ¢, o grafico de ¢ esteja contido em (2

2. dfi—it) = f(t,(t)) para todo t € I.

Se t é um ponto extremo do intervalo, entao a derivada de ¢ é a respectiva derivada

lateral.

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA



Capitulo 1. Uma Introdugao as Equacoes Diferenciais Ordindarias 6

Geometricamente, temos

Figura 1.1: solucao genérica

(to,Xo)

Fonte: Producgao do autor

Em outras palavras, a solu¢ao de uma EDO de primeira ordem, é uma funcao que satisfaz
a equacao diferencial em algum intervalo /. Para melhor entendermos, vejamos um exemplo.
Exemplo 2.

Considere a equacio diferencial do exemplo 1 definida em Q C R?. Uma solucao para

cos(2t
_# + c onde, ¢ € R é uma constante. Pois

esta equagao é a fungao ¢(t) =

' (t) = sen(2t)

Veja no gréfico a seguir

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA



Capitulo 1. Uma Introdugao as Equacoes Diferenciais Ordindarias 7

Figura 1.2: Solugoes da equagao do exemplo 1

Fonte: Produgao do autor

A fungao ¢(t) é chamada de solugao geral, pois as solugoes particulares sao aquelas em
que a constante ¢ assume valores diferentes, isto é, para cada valor atribuido a ¢ a solugao
tera um valor numérico x diferente.

Exemplo 3.

Seja a equagao diferencial

dx
— =2t 1.2

definida em  C R. Queremos determinar sua solucao, isto é, queremos encontrar uma
funcao que satisfaca a equagao acima.
De inicio, vamos atentar para o seguinte raciocinio: Suponha que z seja solucao da

equagao (1.2). Entao, integrando em ambos os lados, temos

/%ﬁ::/m+ﬂﬁ
x(t)

= t’4+7wt+c

com ¢ uma constante. Isto, nos mostra que z(t) = t*> + 7t + ¢ é solugdo da equagio (1.2).
Note que, qualquer equacao desta forma, para valores diferentes atribuidos a ¢ ainda continua
sendo solucao.

Veja a seguir, o grafico da solugao geral da equacao (1.2) onde ¢ é uma constante.

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA



Capitulo 1. Uma Introdugao as Equacoes Diferenciais Ordindarias

Figura 1.3: Solugao geral

Fonte: Produgao do autor

No exemplo acima obtemos infinitas solucoes.

Porém, note que existe somente uma

solucdo z(t) passando por exemplo em x(0) = 0. Tal que, condigdo é chamada de ”Problema
de Valor Inicial”.

1.3 O Problema de Valor Inicial (P.V.I)

Sob hipdtese bem gerais sobre f, a fim de garantir que a equagao 2’ = f(t,z) possua

pelo menos uma solugao (existéncia) e em que condigoes pode-se garantir a unicidade dessa
solucao, foi formulado o seguinte problema:

Dado um ponto (tg,zo) € Q. Existe uma, e s6 uma, solugao ¢ de (1.1) passando pelo
ponto (tg, o).

Em termos mais formalista, este problema consiste em demonstrar a existéncia de o(t),

t € I em um dado ponto (tg, zg) € Q2 com a grafico de ¢(t) contido em € tal que

O'(t) = f(t,p(t)) com
(P(tg) = Xo.

tel

Rosinildo Nunes Mota (Graduando)
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Capitulo 1. Uma Introdugao as Equacoes Diferenciais Ordindarias 9

Este problema ficou conhecido como “Problema de Valor Inicial” ou “Problema de Cau-

chy” formulado pelo matemético Francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).

Exemplo 4.

Seja a equacdo diferencial 2/(t) = 2t +3 definida em C R? com a seguinte condicdo inicial

o'(t) =2t + 3
p(1) =5

Veja que, f(t,¢(t)) = 2t + 3 é uma funcdo continua em todo o R®. Usando um método

simples para encontrar solucao, temos

/ SBdt = / (2 + 3)dt

p(t) = t*+3t+C
Onde ¢ é uma constante. Aplicando t = 1 & ¢(t), temos
() =1*+3x1+C=4+C=5=C=1

Logo, a solucdo do problema de valor inicial é a funcdo ¢(t) = t* + 3t + 1. Veja o gréfico

abaixo:

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA
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Figura 1.4: Solugao particular

6

o(1)

~

Fonte: Producgao do autor

Exemplo 5.

Considere a equacao do ezemplo 1, com as seguintes condicoes;

¢'(t) = sen(2t)
1

©(0) = 5

em um subconjunto Q C R* e com 2 < t < 3.

2t
Observe que, p(t) = — (%()) +C é a solugao geral de 2/(t) = sen(2t) como j& haviamos
1
mostrado no exemplo 2. Porém, queremos encontrar uma em particular tal que, ¢(0) = —5

cos(2t)

5 ) + C no ponto t = 0. Assim, temos

Para isso, basta calcular ¢(t) = — (

@,(0):_<cos<22xo>)+C:_(%@>+C:_%+C:_%iczo

cos(2t)

Logo, ¢(t) = — ( ) é a solugdo do problema de valor inicial. Observe no grafico
abaixo
Note que, s6 existe essa funcao passando neste ponto, pois se existir uma outra, entao

elas serao iguais. Tal fato, é que constitui a esséncia do problema de Cauchy.

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA



Capitulo 1. Uma Introdugao as Equacoes Diferenciais Ordindarias 11

Figura 1.5: Solucao particular da equagao do exemplo 1

M

2|y

Fonte: Producao do autor

Uma primeira observacao sobre as equacoes é que elas nao definem completamente a
resposta. Veja que nos ezemplos (2) e (3) ha um parametro, ou mais, que pode ser escolhido.
Isso esta ligado ao teorema fundamental do célculo em que sabemos que a primitiva de uma
funcao nao esta completamente determinada ja que sempre podemos somar uma constante na
resposta [ver apéndice|. Para conseguir definir completamente a resposta torna-se necessério
dar mais informacio além da equacdo como nos ezemplos (4) e (5). E essa informacio
adicional que nos remota a encontrar solugoes Unicas caso elas existem. O fato, que nés leva
a estudar esse problema classico é o rigor de formalizar em quais situacoes essas solucoes

existem, sem expressa-las analiticamente.

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA



Capitulo 2

Introducao a Teoria dos Espacos

Métricos

2.1 Espacos Métricos

Definicao 2.1.
Seja M um conjunto nao vazio. Uma métrica em M € uma func¢ao

d: M x M — [0,+00) tal que para quaisquer x,y e z € M tem-se

(i) d(z,y) >0, e d(x,y) =0 < x =y (positividade)
(ii) d(z,y) = d(y,z) (simetria)
(iii) d(z,z2) < d(x,y)+ d(y,z) (desigualdade triangular)

O par ordenado (M,d), onde M é um conjunto e d é uma métrica é chamado de espago

métrico.

Exemplo 6.(Métrica Usual da Reta).
Considere o conjunto R dos nuimeros reais, chamamos d, definido por d : R x R —

[0, 4+00) de métrica onde d é dada por d(z,y) = |z — y|

Exemplo 7.(Subespagos métricos ou métrica induzida).

Seja (M,d) um espago métrico, se X é um subconjunto de M entdo podemos induzir

12



Capitulo 2. Introducao a Teoria dos Espacos Métricos 13

como sendo a métrica usual da reta, uma métrica natural em M, a partir da métrica d

dX = d\XXX — [O,+OO)

é uma métrica em X. Dessa forma, todo subconjunto de um espago métrico pode ser

considerado um espago métrico.

2.1.1 Meétrica do Supremo

Considere B(X,R) o conjunto das fungoes limitadas f : X — R. Defini-se uma métrica

d em B(X,R) pondo para cada funcao f,g € B(X,R)

d(f,g) = sup|f(z) — g(7)|

De fato,
i) (positividade) Se f # g entdo

d(f,g) = sup|f(x) — g(x)| >0

pois, por definicao de médulo, como f # g segue que,

1f(z) —g(x)] >0 VoeX

e consequentemente

supl f(z) — g(x)] > 0.

Se f = g, entdo d(f, f) = sup|f(x) — f(x)| = sup|0] = 0.

ii) (simetria) Como

d(f,g) = suplf(z) — g(z)| = sup|(=1)(=f(x) + g(x))| = sup| — 1|[g(z) — f ()|

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA



Capitulo 2. Introducao a Teoria dos Espacos Métricos 14

pela propriedade de valor absoluto, segue que

d(f,9) = sup[| = 1lg(x) = f(@)|] = supl.lg(x) — f(2)] = suplg(x) — f(z)| = d(g, f)-

iii) (desigualdade triangular) Veja que,

d(f, h) = sup|f(x) = h(z)| = sup|(f(z) — g(x)) + (9(z) — h(x))|

pela desigualdade triangular na reta, temos

|(f(2) = g(2)) + (9(x) = h(z))] < [f(2) = g(2)| + |g(2) — h(z)|

assim

d(f, h) = sup|f(x) — h(z)| < sup[|f(z) — g(z)| + |g(z) — h(z)]]

Pela regra do supremo, segue que

d(f,h) = sup|f(x) — h(z)| < sup|f(z) — g(x)| + suplg(x) — h(z)|

dai, segue que

d(f,h) < d(f,g) +d(g,h).

Portanto, d é uma métrica e todo conjunto que contém essa métrica é um espaco métrico.

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA
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Figura 2.1: Maior distancia entre f e g

dft.g)

&..3

Fonte: Produgao do autor

2.2 Bolas, Esferas e Conjuntos Limitado

Definicao 2.2.
Sejam (M, d) um espago métrico e x € M, seja ainda r > 0 um real positivo, definimos

i) Uma bola aberta de centro x e raio r como sendo

B(x,r) ={y € M;d(z,y) <r}
ii) Uma bola fechada de centro x e raio r como sendo

B(z,r) = {y € M;d(z,y) <r}
iii) Uma esfera de centro x e raio r como sendo

B(z,r) ={y € M;d(z,y) =}

Defini¢ao 2.3. (Conjunto limitado).
Um subconjunto A C M de um espago métrico (M,d) € dito limitado quando existe uma

constante ¢ > 0 tal que d(z,y) < ¢ para quaisquer x,y € A.

Definicao 2.4. (Ponto interior).

Seja A C M com A # 0. Diz-se que um ponto x € A € um ponto interior de A se existir
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uma bola aberta de centro em x e contida em A.
O conjunto de todos os pontos interiores de A é denominado interior de A.

Notagao: = € int(A) < IB(x,r) € A.

Definicao 2.5.
Seja A C M de um espago métrico, diz-se que A é um conjunto aberto se todo ponto de

A € ponto interior de A, isto é, A = intA.

Exemplo 8.
O conjunto A = {z € R/0 < x < 2} é aberto em R

Exemplo 9.
Toda bola aberta é um conjunto aberto, pois todoz ey € B(z,r) = {z € (M,d)/d(z,y) <
r} estd contido no interior de B, isto é, Vy € B,y € int{B}.

2.3 Sequéncias em Espacgos Métricos

Defini¢ao 2.6. (Sequéncia)
Seja (M, d) um espago métrico e X um subconjunto de M. Toda aplicagio x,, : X — M

¢ chamada sequéncia de elementos de M e indicamos por (z1,Xa, ..., Ty, ...) 0u (L)

Defini¢ao 2.7. (Sequéncia Limitada)
Uma sequéncia (x,,) em um espago métrico (M,d), diz-se limitada quando existe um

numero real ¢ > 0 tal que d(xp,, x,) < ¢ para quaisquer m,n € N.

Definicao 2.8.

Sejam (M, d) um espag¢o métrico e (x,) € M uma sequéncia. Diz-se que o pontoa € M é
limite da sequéncia (x,) quando para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter ng € N
tal que n > nyg = d(x,,a) < €.

Para indicar que a é limite da sequéncia (z,) usa-se a notagao,
limz,=a ou z, —a

Para designar este fato, diz-se que a sequéncia (z,) é convergente, isto é, o conjunto dos
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pontos da sequéncia se aproximam do ponto a quando n tende ao infinito.

Exemplo 10.

Considere o conjunto R dos niimeros reais com a métrica usual. A sequéncia (z1, xa, ..., Ty, ...),
onde x, = " converge para 1.

n+1

De fato, dado ¢ > 0, tome um ng € N de maneira que - < e. Assim, para todo

n > ng tem-se '
n -1 1 1
d(wn, 1) = n+1 B ‘: n+1‘:n+1 < ng+ 1 <€

Note que, obtemos ng € N, tal que d(x,),1 < &, mostrando que z,, —» 1.

Defini¢ao 2.9. (Subsequéncia.)
Dada uma sequéncia (x,) em M. Dizemos que a aplica¢ao k; — x,,, com {ky, ks, ..., ki, ..} C

Ne (kb <ky<..<k<..)éuma subsequéncia ou subsucessio de (z,).

Teorema 2.1.

Sejam (M, d) um espago métrico e (x,) € M uma sequéncia, entio
1. Ezxiste um tunico a € M tal que limx,, = a
2. Toda sequéncia convergente € limitada
3. Selimx, = a, entao toda subsequéncia (x, ), converge para a

Esse teorema nao serd demonstrado neste trabalho, entretanto, para ver sua demostracao

leia [5, pg.85,86€96]. A demonstracao esta expressa em [5].

Teorema 2.2.
Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.
Este teorema estabelece uma condigao necessaria e suficiente, para que uma sequéncia
qualquer em um espago métrico seja convergente. Ele supri a reciproca do enunciado do
item 2 do teorema 2.1, pois nem toda sequéncia limitada é convergente. Ver demonstragao

em [5, pg.86]

Exemplo 11.
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A sequéncia x, = (—1)" é limitada, entretanto nao é convergente pois, ela possui duas
subsequéncias que convergem para limites diferentes, a saber x5, = (1,1, 1,...) que converge

para 1 e 9, 1 = (—1,—1,—1,..) que converge para —1.

2.3.1 Sequéncias de Cauchy

Nesta secao, mostraremos que as sequéncias de Cauchy ¢ um tipo especial de sequéncias
em espagos métricos que tem como propriedade intrinseca a aproximacao de suas distancias.
Veremos ainda que toda sequéncia de Cauchy que converge nesse espaco para um elemento
do mesmo ¢é completo, ou seja, a convergéncia das sequéncias de Cauchy determinam a

completeza dos espacos métricos.

Definicao 2.10.

Uma sequéncia (x,,) num espago métrico (M,d) é dita de cauchy quando para cada € > 0
dado, existe um ng € N tal que m,n > ng = d(zy, x,) < €.

Intuitivamente, essa definicao significa dizer que as distancias entre os termos da sequéncia

se tornam arbitrariamente pequenos, para os indices m e n convenientemente grandes.

Proposicao 2.11.

Em um espagco métrico toda sequéncia convergente é de cauchy.

Demostragao:

Seja (x,) uma sequéncia convergente. Entao existe um a € M tal que

limz, =a

Assim, dado ¢ > 0 existe um ng € N tal que

n>ny = d(z,,a) <

Do ™

€ .
tome m > ng de tal forma que d(z,,,a) < 5 assim, teremos que

€

d(@m, wn) < d(Tm,a) +d(zn, a) < 5+ g =c

\V)
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Logo, (z,) é de Cauchy.
Nota: Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente.
De fato, Seja (z,) uma sequéncia de pontos de Q definida por recorréncia do seguinte

modo

1 2
1 =2 e xml—i(xn—i—x—) Vn>1

) 1 2\1* 1 2\°
o1 = |5 $n+$—n =a\T T +2

veja que, z, — — # 0, pois cada x, é racional. Como ¢* > 0 para quaisquer que sejam
x

92\ 2
(xn — —) >0
Tn

aplicando a raiz quadrada em ambos os membros, temos

fazendo x2, temos
c € R, entao

2
T, — — >0
T

multiplicando por z,, em ambos os membros, segue que
2 -2>0=22>2 Vn>1

assim

1 2\ 1 2
.’L'n+1:§ In—Fx— <§ ZL’n—Fx— =Ty = Tpt1 < Ty

para qualquer n > 1. Logo, o conjunto dos pontos da sequéncia é decrescente, isto é,
Ty > X9 >T3>...>Ty > ...>1

note que, a sequéncia é monétona e limitada, logo pelo teorema (2.2) z,, converge para um
a € R e portanto x,, é de Cauchy em Q.

Como (z,) — a, entao

.1 2 1 2
lm-|z,+— )| =a=a=-|a+ -
2 Ty 2 a
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Donde, segue que a = v/2, mas v/2 ¢ Q. Portanto, conclui-se que a reciproca do teorema é

falso.

Proposicao 2.2.
Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy num espago métrico M. Se (x,) admite uma sub-

sequéncia convergente entdo, o limite de (x,,) converge para o mesmo limite da subsequéncia.

Demostragao: Seja (x,); uma subsequéncia de (z,,). Por hipdtese (z,), converge para
algum valor em a € M.

Afirmamos que lim x,, = a. De fato, dado ¢ > 0 existe um ny € N tal que

ng > ng = d(x,,,a) <

DO | ™

Existe também um n; € N tal que, para

m,n > ny = d(Tpy, T,) <

DO | ™

Seja ng = méax{ng, ny}. Assim, para todo n > ns 3 ny > ng, e dessa forma,

d(2n, a) < d(zn, 2x) + d(@p,, 0) < g + % =

Portanto, (z,) converge para o mesmo limite da subsequéncia.

Definicao 2.11.
Diz-se que um espaco métrico X € completo quando toda sequéncia de cauchy converge

para algum valor de X .

Exemplo 12.
O conjunto dos numeros reais, ¢ um espaco métrico completo, pois para quais quer
m,n € N tem-se que m,n > ng = |z, — x,| < €. Isto é, Qualquer sequéncia de Cauchy

converge em R
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2.4 Conjuntos Compactos

Nessa secao vamos caracterizar os subconjuntos do R". Para tal, vamos definir o conceito

de cobertura.

Definicao 2.12.
Seja (M, d) um espago métrico e K um subconjunto de M. Diz-se que uma familia

L = {Ch}aer de conjuntos de Cy € M é uma cobertura de K se K C U Cy

AeL
Chama-se uma subcobertura F de £ uma subfamilia {C,, }oen com N C L tal que ainda

se tem K C U C,.

aEN
Exemplo 13.

. 2 1 19 .
Os intervalos abertos C; = (O, §>, Cy = (§’1) e O3 = (5, E)’ constituem uma

. 13 ) 13
cobertura C' = (C4,Cy, C3) do intervalo X = [Z, Z_J De fato, o intervalo lz, Z_J c Ciu

13

CoUC3 = (0,1), ou seja, {Z, Z_l] C U C, para L = {1,2,3}. Agora, observe que L' = {1, 3}

AeL

13 9
determi beobertura d is o intervalo |-, - = — .
etermina uma subcobertura de C', pois o intervalo [4,4} C C’1UC'3 (0, 10)

Definicao 2.13.
Seja K C (M, d) um subconjunto de um espago métrico. Diz-se que K é compacto se

toda cobertura por abertos de K possui uma subcobertura finita.

Teorema 2.3. (Borel- Lebesgue.)

Toda cobertura de [a,b] por meio de intervalos abertos admite uma subcobertura finita.

Teorema 2.4 (Heine-Borel.)
Seja K C R", K € compacto se, e somente se, € fechado e limitado.

Os teoremas (2.3) e (2.4) sao equivalentes. Suas demonstragoes estao expressa em [8]

Proposicao 2.3.

Todo espaco métrico compacto € completo e limitado.

Demostracao:
Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy num espago métrico compacto M. Vamos mostrar

que (z,) é convergente. De fato, como M é compacto, por defini¢ao (x,) admite uma
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subsequéncia convergente para algum ponto a € M, pela proposigao (2.2), (z,) — a.
Portanto, M é completo.
Agora mostraremos que M é limitado. De fato, como M é compacto, entao existe um

numero finito de bolas abertas de centro a e raio €, B(a,¢) tal que

M = U B(a,¢)

aeM

pelo teorema (2.3) de Borel - Lebesgue, podemos extrair uma subcobertura finita

M = B(ay,e)| J, ...\ Blan, )

e pelo teorema de Heine Borel, segue que M ¢ limitado.
Por tanto, conclui-se que M é completo e limitado.
A reciproca do teorema acima nao é verdadeira, pois existem conjuntos limitados que

nao sao compactos, por exemplo um espaco métrico M com a métrica zero-um, obviamente

M é limitado, ja que, d(M) = 1.

Teorema 2.5.(Bolzano-Waierstrass).
Seja (M, d) um espago métrico e seja X um subconjunto infinito de M. Diz-se que X é

compacto se, e somente se, toda sequéncia em X possuit uma subsequéncia convergente em

X

Demostracao:

Seja x, uma sequéncia em X. Defina g, = % para cada k € N, como X e compacto,
entao pelo teorema de Heine-Borel X ¢ limitado e fechado. Tomando € = €1, tem-se que X
pode ser coberto por um ntmero finito de bolas de raios % e centros ¥, ..., y;. Pelo menos
uma dessas bolas deve conter infinitos pontos da sequéncia x, para um numero infinito de
indices, pois do contrario x,, seria finita. Chame esta bola de B; assim, x,, € By paran € Nj.
Note que, By e limitada e fechada, pois B; C X. Dessa forma, X N B; pode ser coberto por
um numero finito de bolas de raio g5 = % e centro y;, € M. Assim, existe pelo menos uma
dessas bolas que contem infinitos pontos da sequéncia x,, para um numero infinito de indices,

chame esta bola de By assim x, € By para n € N,. Continuando indutivamente, obtemos

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA



Capitulo 2. Introducao a Teoria dos Espacos Métricos 23

uma sequéncia de bolas By, de raio 2—1k e uma sequéncia decrescente de subconjuntos infinitos
N; de N tal que z,, € By, paran € Ni. Escolha ny € Ny,ny € No,...,np € Ng,... tal que
ny < ng < ..<mng<..Assim temos que (z,,) ¢ uma sequéncia mondtona por construcao.
Como X ¢é compacto entdo, pela proposi¢ao (2.3), x,, ¢ limitado. Sendo z,, mondtona e
limitada, entdo pelo teorema (2.2) conclui-se que (x,, ) é convergente.

Reciprocamente, suponha que (z,) admita uma subsequéncia convergente. Mostraremos
que para todo € > 0 dado, podemos exprimir X como a reuniao de um numero finito de
bolas de raio €. Com efeito, dado ¢ > 0, escolha um x; € X tal que, se X = Bj(x1,¢),
o resultado esta provado. Caso contrério, existe zo € X tal que d(xy,22) > €. Se X =
By (x1,e)UBs(xg, ) o resultado estd provado. Se nao, existe um x3 € X tal que d(z2,x3) > ce
assim d(z1,x3) > . Prosseguindo desta maneira, temos duas possibilidades; ou encontramos

n € N tal que
X = B1<I1,€) U..uJ Bn<In,€)

ou obtemos uma sequéncia (z,) tal que d(x,,x,,) > € para m # n. Neste caso, nenhuma

n
subsequéncia de (z,,) seria convergente, o que contraria a hip6tese. Logo, M = U Bi(x;,¢) é
fechado e limitado, pois as bolas B;(x;,¢) sao limitadas e fechadas. Portanto, E):ello teorema
(2.4) conclui-se que X é compacto.

O teorema acima estabelece caracteristicas gerais de um conjunto compacto, pois além
de ele ser completo e limitado como enunciado pela proposigao (2.3), ele possui uma sub-
sequéncia convergente. Dessa forma, pode-se reformular este teorema para o conjunto dos

nimeros reais da seguinte forma, “Toda sequéncia limitada de numeros reais possui uma

subsequéncia convergente” pois, o conjunto dos reais é completo.

2.5 Funcoes Continuas em Espacos Métricos

Definigao 2.14.(Continuidade Simples.)
Sejam X,Y dois espagcos métricos. Diz-se que a aplicacio f: X — Y € simplesmente

continua no ponto ro € X quando, para todo € > 0 € possivel obter um 6 > 0 tal que

d(zg,x) <6 = d(f(zo), f(z)) < e
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Quando f é continua em todos os pontos a € M dizemos que a funcao f é continua.

Defini¢ao 2.15.(Continuidade Uniforme).
Sejam X e Y dois espagos métricos. Uma aplicacao f: X — Y diz-se uniformemente

continua quando, para cada € > 0 dado, existir 6 > 0 tal que

d(x,y) <6 = d(f(x), f(y)) <e

Para quaisquer x,y € M
Veja que, a continuidade simples é um fendmeno local, em quanto que a continuidade
uniforme é um fenomeno global, isto é, o comportamento da aplicagao relaciona todo o

espaco simultaneamente em questao.

Exemplo 14.

Seja f uma aplicagao, sendo f : (0,1) — R definida por f(z) = com r > 0. Esta

T +r
funcao, é uniformemente continua.

Com efeito, seja € > 0 devemos encontrar § > 0 tal que
\V/l’,ye (071)7‘x_y‘ <0= ‘f(x)_f(y)’ <é

Tomando § = er?, segue que

1 1
r+r y—+r

y—x
(x+7).(y+r)

[f(x) = fy)l =

Como (x + 1) > r , entao

1 1
<_
x+r T
) 1
Pelo mesmo motivo < -
y+r T
1 1 | |<11| |
—x -y —x
@+n)||grn|"” rr?
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Por hipétese |y — x| < 0, assim temos

5 er?

1
ly—z|< 5 =—=c¢

(x +7)

1

1) = 160 = || [ o

Mostrando que f dada é uniformemente continua.
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Figura 2.2: continuidade uniforme de f

r=1

0.5 :
\ ,,.:2

— =3

1

I

. |

0 0.5 1

Fonte: Produgao do autor

Definicao 2.16.
Sejam X,Y dois espacos métricos. Diz-se que f : X — 'Y € uma aplicacao lipschitziana

quando existe uma constante ¢ > 0 tal que

d(f(x), f(y)) < cd(z,y) Vi,ye X

Geometricamente, significa dizer que
a distancia entre as imagens de dois pontos qualquer do dominio da fun¢ao ¢ menor do que

ou igual a distancia entre os dois pontos.

Nota: ¢ é chamada de constante de lipischitz.
Existem alguns casos particulares para a desigualdade acima que recebem algumas de-

nominacoes proprias de acordo com os valores de c.
e Diz-se que f é uma contracao quando 0 < ¢ < 1.

e Diz-se que f é um contragao fraca quando ¢ = 1, isto e, d(f(z), f(y)) < d(z,y).
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Figura 2.3: distancias f

Jo)
Jx)

Fonte: Produgao do autor

e diz-se que f e uma imersao isométrica quando ¢ = 1 e d(f(z), f(y)) = d(z,y)Vz,y € X.

Proposicao 2.4.

Toda aplicagao lipschitziana é uniformemente continua.

Demostragao:
De fato, se d(f(x), f(y)) < cd(z,y) para quaisquer z,y € M , dado £ > 0 tome um § = E,
c
entao

d(z,y) < § = d(f(2), f(y)) < cd(z,y) < c.6 < CE —c

Consequentemente, toda aplicacao lipschitziana é continua, pois toda aplicagao uniforme-

mente continua é continua.

Exemplo 15.
Seja a aplicacdo f : X C R — R com f(x) = 2%, sendo X um subconjunto limitado e
considerando a métrica usual. Afirmamos que f(z) = x* é lipschitziana.

De fato, seja |z| < k para todo x € X, entao dados z,y € X quaisquer, tem-se

|f(z) = fW)| = [2® = y°| = o+ yl.|o — y| < 2k|z —y|

tomando ¢ = 2k resulta que

[f(z) = fy)] < clz =yl
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O que prova f(z) = 2% ser lipschitziana.
Além disso, f(x) = z* é uniformemente continua pela proposicio acima pois, dado ¢ > 0

€
existe 6 = — tal que
ok

€

2k:>2k|x—y|<5:>\x—y\|x—|—y|<5:>|x2—y2|<5

lz —y| <

Nota: A funcio f(x) = 2 ndo é uniformemente continua em uma parte ilimitada X C R.

1\° 1
Com efeito, sendo (m + —) —2* =2+ — > 2, tomando € = 1 e observando que, seja
x x

1
qual for o 6 > 0 escolhido, sempre existe z € X com |z| > 5 e portanto y = x + — cumpre
x

2
|y—x|<5mas|f(y)—f(m)|=(Hé) o

2.6 Sequéncias de Funcoes

Definicao 2.17
Seja X um subconjunto do espago métrico (M,d). Chama-se sequéncias de fungoes

(fn)nen a aplicagao f, : X C R — R, onde a cada n € N associa a uma func¢ao f,.

Exemplo 16.
3
Seja f,, : [0,2] — R uma aplicagao, tal que f,(z) = r para cada n € N.
n

Observe que, para cada valor atribuido a n € N temos uma func¢ao correspondente, isto

3
X
f1 = Ig,fg = ?,

assim obtém-se a sequéncia de fungoes

Definicao 2.18
Seja X um subconjunto do espago métrico (M, d). Diz-se, que a sequéncia de aplicagoes
fn: X — (M,d) converge simplesmente em X para a aplica¢ao f: X — M, quando para

cada x € X a sequéncia (fi(x), fo(2), ..., fu(x),...) tem limite f(x) em M. Isto é, para cada
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r € X tem-se lim f,(z) = f(x)
Isso significa dizer, que dado arbitrariamente z € X e ¢ > 0 Iny € N (dependendo de x

e de ) tal que n > ng = d(f.(z), f(x)) < e.

Definicao 2.19.
Diz-se, que a sequéncia de aplicagoes f, : X — (M,d) converge uniformemente em X

para a aplicacao f : X — M, quando para todo € > 0 for possivel obter um ng € N tal que
n>ng = d(f.(z), f(z)) <e

para qualquer que seja x € M.
A diferenca entre a convergéncia simples e a convergéncia uniforme, esta no fato de esta
ultima exibe um ng natural escolhido a partir do € > 0 dado, tal que é satisfatério para todo

r e X.

Exemplo 17.
Seja f, : (0,1) — R tal que f,(z) = sen <gx”> com n € N.
Observe graficamente que f,, converge simplesmente. Por exemplo, note que em = = 0,8

a medida que n aumenta a sequéncia de funcao se aproxima de zero, neste ponto. Ja, se

Figura 2.4: Convergéncia Simples

Fonte: Produgao do autor

consideramos x = 1 a mesma se aproxima de 1 a medida que n tende ao infinito. Mostrando
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que f, converge localmente.

Exemplo 18.

Considere a sequéncia de fungoes do exemplo (16). Esté sequéncia f,(z) = %3 converge
uniformemente para a fungao 0.

De fato, observe que ela é limitada no ponto (0,2) C R. Entao V x € X tem-se |z| < 2.

Assim, dado € > 0 devemos encontrar um ng € N tal que, para cada n > ng tem-se
n>ng = d(f.(z), f(x)) <e.

Vo e X.
Definindo a métrica d(f,(z), f(z)) = |fu(x) — f(z)|. Note que,

23 2 28 |2
o) - 101 = |5 -0 = [5| = =
Como |z| < 2 entdo |2°| < 8 dai, segue que
23] 8
n - <—< =K
)~ sl < < B o
8
Tomando, ng > —, temos que
3
8
— <€
No

Logo, para todo

n>ng = [fo(z) — fz)| <e

para todo x € X, significando que a sequéncia de fungoes f, converge uniformemente para

a funcao 0. Como representado a seguir
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Figura 2.5: Sequéncia de Fungoes

8

f
6
N f
2 f 4

£
N — %
0 1 2

Fonte: Produgao do autor
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Capitulo 3

O Método da Poligonal e a Existéencia

de Solucao para a Equacao Escalar

v’ = f(t, )

Neste paragrafo vamos mostrar que o problema de valor inicial
Yty = flt,p(t)) com tel
p(to) = o

admite pelo menos uma solucao, sendo f : 2 — R uma funcao continua e considerando 2
uma parte aberta de R* = {(t,7)/t,z € R}. Os argumentos utilizados para mostrar essa
existéncia se baseia em propriedades de compacidade, para tanto, iremos expressar no que

se segue, para garantir tais propriedades.

3.1 Espacos Normados

Definicao 3.1.
Seja E um espago vetorial real. Uma norma em E é uma fungao || - || : E — [0, +00

que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) ||z|| > 0 e ||z|| = 0 se, e somente se, z = 0 Vo € E (positividade)
(i) [lazx|| = |a|||z|| Va € R e Vo € E (dilatagao)

32
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(i) ||z +yl| < ||z|| + ||ly|| Vz,y € E (desigualdade triangular)

O par (E,|| - ||) em que E é um espago vetorial e || - || uma norma em FE é chamado de
espago vetorial normado. Lembrando que uma sequéncia (z,) em um espaco métrico M é
dita de Cauchy se, para todo € > 0, existir um ng € N tal que d(x,, z,) < €, se n;m > ny.
O mesmo vale para espacos normados, logo se toda sequéncia de Cauchy converge em um

espago métrico (E, || - ||), dizemos que este espago é completo.

Definicao 3.2.

Um espaco normado completo é chamado de espago de Banach.

Exemplo 19.
O espaco R dos numeros reais é um espago de Banach, pois como vimos no exemplo 12,

toda sequéncia de Cauchy de ntimeros reais converge.

Exemplo 20.

Seja R™ um espago vetorial com a norma

1
n 2

||]] = (Z IﬂfiIz)
i=1

onde x = (x1, 29, ...,%,), o conjunto (R", ||z||) é um espago de Banach, o qual é chamado de

espaco real euclidiano.

3.2 O Teorema de Arzela - Ascoli

Considere H C C(I) um espago de Banach com aplicagdes continuas ¢ : I — R, sendo
I um intervalo compacto de R e a métrica de C'(I) induzida pela norma do supremo, isto é,

d(z,y) = [|v —yl| = suplz(t) —y(t)] onde 2,y € C(I) e [ = {t € Ra <1 < b}.

Definicao 3.3.
Diz-se que uma parte H C C(I) é uniformemente limitada, quando existe uma constante

k > 0 tal que |z| < k para toda fun¢do x € H.
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Definicao 3.4.
Uma parte H C C(I) diz-se equicontinua em C(I), quando para cada e >0 3 6 > 0 tal
que ¥ ty,ta € I com |ty — to| < 0, tem-se |x(t1) —z(ty)| <e V€ H
A seguir, serd demonstrado um lema que garante a existéncia de uma sequéncia conver-

gente em um espaco métrico completo, o qual é necessario para mostrarmos o teorema de

Arzeld - Ascoli.

Lema 3.1.
Seja H um subconjunto infinito uniformemente limitada do espago de Banach C(I).
Entao, para toda parte enumerdvel E C I, existe uma sequéncia (x,) C H tal que (x,(t)) é

convergente para todo t € E.

Demonstracao:

Considere o conjunto numérico {z(t1)/x € H}, isto é, o conjunto dos pontos das fun¢oes
que tem abcissa t;, este conjunto é limitado pois, por hipétese H é limitado. Logo, pelo
teorema 1.5 (de Bolzano-Weierstrass), existe uma sequéncia convergente nesse conjunto.
Chame esta sequéncia de (2 (t;)). Agora considere a sequéncia de funcoes (z\) C H e a
sequéncia numérica {z(V(¢5)} com ty € E. Aplicando novamente o teorema 1.5, existe uma
subsequéncia convergente em {z{1(t,)}. Chame esta sequéncia de (22 (t,)), agora considere
a sequéncia de funcdes (z/?) C H e a sequéncia numérica {z(? (t5)} com t5 € E. E aplicando

0 mesmo argumento para (ty, ts, ..., tg, ...) encontramos uma cadeia decrescente de fungoes

com (z¥(t},)) convergente para k = 1,2,3,...,n, ... Observe que para k tendendo ao infinito
temos a sequeéencia (a;;’”) que é chamada de sequéncia diagonal é convergente para todo ponto
de E = {t;.}, pois (" (t;)) é uma subsequéncia de alguma sequéncia convergente para todo

K. O que demonstra o teorema.

Teorema 3.1.(Arzela - Ascoli)

Seja H C C(I) uma parte infinita com H uniformemente limitada e equicontinua, entao
toda sequéncia de H possui uma subsequéncia uniformemente convergente.

Em outras palavras o teorema diz que, toda parte H C C(I) uniformemente limitada e

equicontinua é sequencialmente compacta em C(I). Nao serd feita neste trabalho a demos-
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tracao da reciproca do teorema acima.

Ideia da demostracao.
1. Vamos mostrar que existe uma sequencia convergente em H C C([I) para todo t € I.
2. Mostraremos que existe uma subsequéncia convergente em H.

3. Vamos provar que esta subsequéncia converge uniformemente para alguma funcao em

H.

Demonstracgao:

Seja {t,} o conjunto numérico dos racionais QN I de I = [a,b]. Note que, {t,} é finito,
logo é enumeravel. Como H ¢ infinito e uniformemente limitado, pelo lema 1, existe uma
sequéncia de fungoes (z,) € H, tal que (z,) é convergente para todo racional ¢, € I.

Para completar esta primeira parte da demostracao, devemos mostrar que (x,) converge
para todo t € I.

De fato, seja t um irracional de I como os racionais sao densos em I C R e H é equicon-

tinuo, entao para cada € > 0 existe um racional ¢, € I tal que
€
[2n(t) — za(tr)] < 3

para todo x, € H. O que significa dizer que (z,(t,)) é convergente nos racionais de I.
Sendo (x,(t,)) convergente para o € > 0 dado anteriormente, entao existe um ny € N tal

que V n,m > ng tem-se

(@ (t) = (2m(t))] < =

3
Dali, temos
[Z0(t) =2 ()| = [2a(t) + 20(tr) — Tu(tr) + T(tr) — 2 (tr) — T (?)]
< ap(t) =z (t)] + 2n(te) — ()| + |2m (tr) — 2w (t)]
< § + § + g =¢

Provando que a sequéncia (x,) converge para todo t € I.

Sendo (z,,) convergente em H para todo I, entao pelo teorema 1.5 (de Bolzano - Weierstrass)
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(x,) admite uma subsequéncia (z,,) convergente em /. Ponha (z,,) = yi, para facilitar a
notagao. Vamos provar que (yx) converge uniformemente para alguma fun¢ao em H.

Seja ¢ : I — R uma fungao definida por (t) = kli_r}noo yr(t). Vamos verificar que ¢ é
continua.

De fato, para cada € > 0 existe um ¢ > 0 tal que para todo t € I tem-se
[ta — 15| <0 = |y(ta) —ylts)| <e

para toda funcao y € H. Como estas desigualdades valem para toda funcao em H, entao

valem para todas y,. Assim
|t — 5] <0 = |y(ta) — yn(ts)| <c
tomando o limite quando kK — oo, temos

| i (ye(ta) = ye(ts))] = | lm ye(ta) — lim yp(ts)]
—00 k—o0 k—o00

por definicao, temos
| i yi(ta) = lm ye(ts)] = le(ta) —¢(ts)] < e
—00 k—o0
de onde, segue que para cada ¢ >0 36 > 0 tal que
lta — 5] <0 = |p(ta) — @(ts)] <€

Logo, ¢ é continua em I.
Observe que, (yx) é uma sequéncia de fungoes equicontinuas, pois (yx) € H. Considere
V(y,d) o conjunto de todos os t € I logo, para cada € > 0 existe § > 0 tal que para todo

ti,t; € I, tem-se

13
ti — 15| <0 = |ye(ts) —un(t;)] < 3 (3.1)
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e da continuidade de ¢ € I, temos que para todo t;,t; € 1
€
[ti =il <0 = lo(ts) —o(ty)l < 5 (32)

por definicao I é compacto e limitado entao, I pode ser coberto por um numero finito de

subintervalos abertos assim, tomemos a decomposigao de I = [a, b] por meio dos pontos

(b—a)

S

(b—a)

b_
) 5220’_'—2 s 7"'7€p:a+p( a)

£:a7 glza—i_ ,...75526.

Observe que, os pontos (&, &1, &a, -..&p, -..&s) dividem o intervalo [a,b] em um numero finito
b—a

de subintervalos de comprimento

a
Seja t) o centro de cada um desses intervalos e seja V) (tA, ) uma vizinhanca de t,

em cada um dos intervalos.

Figura 3.1: intervalo I

1 ]
Eeea 1, & t, &, 8 & L l, &b

Fonte: Producgao do autor
Dessa forma, para (ty,t,t3,...,t5) com 1 < X < S, tem-se
A
b—a
I=Jv (t >
=1
assim para todo ty, temos
o(ty) = lim yy
k—o0
dessa forma, 3 N, € N tal que para k£ > N, tem-se
€
lyr(th) — ()] < 3 (3.3)
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logo, para cada A € {0,1,2,...,S} e tomando N = maxz{Ny, Ny, N3, ..., Ns}, tem-se

() — @] = |ur(t) — yr(tr) + ye(ta) — o(ta) + o(ta) — o(t)]

= () —yu(ta) + (0(tr) — ©(t)) + (ya(tsn) — o(tn)]

pela desigualdade triangular, temos

9k (t) = ()] < ly(t) — yr(t)] + le(tr) — @] + [y (ta) — ()]
De (3.1), (3.2) e (3.3), segue que

S
+ =e

et = ()] < 5 + <

Stot

€
3
para todo k > N > N, e todo t € I. Logo, y; converge uniformemente.

Portanto, a subsequéncia y;, = x,, converge uniformemente para a fungao ¢ em H.

k

3.3 Teorema Principal - Método da Poligonal

Teorema 3.2.(Cauchy-Peano).
Se f: Q — R sendo Q um aberto do R? for continua, entdo por cada ponto (ty,xo)
interior a S passa pelo menos uma solugdo continua x' = f(t,x).
A prova da existéncia de pelo menos uma solucao do problema de Cauchy, sendo f apenas
continua prossegue em duas etapas: Primeira é demostrada por construcao que existe uma
solugao aproximada em ) no intervalo de raio r, entao prova-se que essa solucao tende para

uma solucao do problema proposto.

Demonstragao:
Seja V uma vizinhanga de (o, o) contida em 2, onde f seja limitada e M = supy|f(t, z)|.

Considere o retangulo R = {(t,z) € V'}/ |t —to| < a | — x| < b. Onde,

. b
r=min|a, —
M
A prova do teorema sera construida para o intervalo [ty, to+7], sendo andloga para o intervalo

[to—7,to]. A solucao aproximada consistird em um caminho que chamaremos posteriormente

de poligonal a partir de (¢y, zg) & um certo ponto de a direita de ¢y no intervalo [tg,to + 7].
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Para tanto, considere uma decomposicao do intervalo em n partes iguais.

to <t <ty <..<tp=to+r

a dire¢ao propriamente dita de uma solugdo x = z(t) de 2/ = f(¢, ) num ponto qualquer
(v, B) de R é dada por f(a, ).
Neste sentido, a reta que passa por (to,xo) possuindo a direcdo de uma solu¢ao neste

ponto é dada por

x —x0 = [(to, o)t —to)

considere z = xz(t) dada pela equacao acima como solu¢ao aproximada de 2’ = f(t,z) no
intervalo [tg,t1]. Fazendo x; = z(t;) dada pela equagao da reta, conclui-se que (t1,x1) € R.
Isto, segue imediatamente da defini¢gao do intervalo [tg,to + 1] e de M = supy|f(t, x)|.

Desta forma, a reta que passa por (t1, 1), em diregdo a uma solugao neste ponto é dada
por

r— I = f(tl, I1>(t — tl)

tome 2 = x(t) dada pela equagao acima como solugao aproximada de ' = f(¢, z) no intervalo
[t1,2]. Fazendo xo = x(t2) dada pela mesma equagao, conclui-se que o ponto (t2, z2) € R.
Desta forma, repetindo o mesmo argumento sucessivas vezes, em um numero finito de

passos encontra-se um conjunto de pontos

(t()) ZEO), (tla x1)7 (t27 $2)7 ceey (tna xn)

pertencentes ao intervalo R e suas respectivas solucoes aproximadas dadas por

x—xim1 = f(tic1, xim)(t —tisq)

para t € [t;_1,x;—1] comi=1,2,3,...,n.

Representemos por P;, com ¢ = 1,2, 3, ...,n as fun¢des P, : R — R definidas por

P=xi 0+ f(tic, zim1)(t — 1)
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e por x[ti—1,x;—1] a funcao caracteristica do intervalo [t;_1, x;—1]. Note que, P; é a fungao de
cada seguimento do intervalo [¢;_1,z;_1]. Dessa forma, obtém-se a aplicac¢ao

©n : [to, to + 7] — R definida por

on(t) = (X[to, 1] P1)(t) + (X[t1, t2] P2) () + oo + (X[tn—1, ta] Pn) (F)

tal que tem como grafico em R uma poligonal com vértices nos pontos (to, zo), (t1, x2), (t2, 23), .., (tn, Tp)

Como no grafico abaixo;

Figura 3.2: poligonal ¢,

Xo+Mr + - - -
R
(pn
X2
X1
X0t --- : ;
i :
hh 1 b tu-1 tn=Lo+r

Fonte: Producgao do autor

Dessa forma, tem-se uma sequéncia {@, }nen, n = 1,2, 3, ..., n de poligonais contidas no
retangulo R.

E simples verificar que ,, é derivavel para cada n € N, exceto nos pontos tg, t1,ta, ..., t,
pois, neste existem as derivadas laterais. Da analise real sabe-se que toda func¢ao derivéavel
é continua. Logo, tem-se que ¢/, é continua em (tg, o + ) exceto nos pontos tg, t1,ta, ..., t,,
nos quais, toda via, possuem limites laterais. [ver apéndice A].

Como toda fungao derivavel em um intervalo fechado é integrdavel, resulta dai, que ¢/, é

integrével em [to,to + r| assim

/ S(E)E = u(t) — pulto)

to
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como em ¢, (ty) = xy segue que

/ O (£)dE = pn(t) — 2

to

dai t
onlt) = 0+ / L (€)de.

to
Vejamos que {¢, }nen satisfaz as condigoes do teorema de Arzela Ascoli; para tal sejam

dois pontos ty e ¢t qualquer no intervalo [to, to + 7] fazendo

[n(t) — pulto)| =

/t:%(ﬁ)dé‘ < / (€ lde

como M = sup|f(t,z)| e f(t,x) € R e ¢, € R segue que

|on(t) — pnlto)| < /t |0, (€)|dE < M|t —to| < M7

para todo t € [ty,to + r]. Logo, ¢, é uniformemente limitada.

€
Agora considere t,,t3 dois pontos qualquer de [to, o + 7], tomando ¢ = Wi tem-se que
€

to —tg] <
| sl i

, assim, temos que para cada € > 0 existe §(¢) > 0 tal que

B B
oatta) = oult)] = | [ (€] < [ (0l < Mlta = 5] < M <

logo, {®n} e uma familia de funges equicontinuas. Aplicando o teorema de Arzela - Ascoli,
resulta que existe uma subsequéncia (¢, ) de (¢,) convergindo uniformemente em [to, to+ 7]
para uma funcao ¢ continua.

Vamos mostrar que ¢ assim definida é uma solugao de 2’ = f(¢, x) passando por (tg, zg).

De fato, consideremos as aplicacoes v, : [to, to + 7] — R, definidas por

i, = Zo + / F(E, oy (6))de (3.4)

Vamos mostrar que v, converge uniformemente para . Para isso, é suficiente demons-
trar que (¢, — ¢n,) — 0 uniformemente em [to, to + r| pois, ¢, — ¢ uniformemente.

Para mostrar que (¢, — ¢,,) — 0 uniformemente devemos mostrar que dado £ > 0,
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existe v > 0 tal que

ng >V = ’(wnk:(t) - Sonk(t)) _Ol SE= Ny >V = ‘(wnk@) - Qpnk(t))’ <ée

para todo t € I.

t
Sendo ¢y, (t) = zo + / O, (£)dE, pois iy, ¢ subsequéncia de ¢, e de (3.4) temos

G t) = o O] = |0+ /tf@,sonk(g))dg—(xw /tgo;k(s)dg)'
- xo+/ F(E. pme £>>d5—xo—/ o ( ds‘

- /f&eonk €))de — /gonk €)de

T NENGIEEAT g

to

ne (8) — e (8)] < / £, oy (6)) — ¢, (€)] d (3.5)

Por hipétese f uniformemente continua em R, logo para cada g > 0 existe um o > 0 tal
que a oscilacao de f é menor do que ¢, nos sobretangulos de R de diagonais menores do que
.

Devemos exibir um v(o) tal que d; < o, isto é, as diagonais de ¢, sejam menores do
que o. Para isso, considere os retangulos com os lados paralelos aos eixos e para diagonais

os lados do grafico de ¢, . Imagine ¢, coberta por tais retangulos. Veja o grafico abaixo
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Figura 3.3: poligonal ¢,
Xo+Mr }- - - -
R/
JlTTlniTUiI /| i
______ =
o= | ! | |
= ! ! ! . S (p
Xot--- i : : i /> (pnk
1 1
| !
h 61 0 ta-1n=lo+r
Fonte: Produgao do autor
o : ;T : , Mr
Observe que, a projecao de ¢,, sobre o eixo dos t ¢ — e sobre o eixo dos z é —.
ng Nk
Como queremos que para todo ng > v ocorra d;, < o em cada retangulo, entao
dp, <o
elevando ao quadrado ambos os membros
dz: < o?
multiplicando por 2 ambos so membros, temos
2d; < 20°
assim
2d; < 0% + o?
dai,
2 2
o o
i < =+ —=
T2 2
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o\’ o\’
di < (—) + (—) 3.6
r N . Mr N :
Sendo — a projecao de ¢, sobre o eixo t e — a projecao da mesma sobre o eixo x
Ny N,

para cada retangulo, entao teremos que

- () - ()

comparando as equagoes (3,6) e (3.7), temos que

M 2 Mr+/2
Mr o _ m v2_ _ Mr/2
N V2 Mr o o
€
2 2
o me V2 V2
ne V2 o

logo, tomando

) (ﬂ Mr/2

vV = max ) temos que

o o
g > v(0) = [ (&, 00, (§) — 90, (E)] < 20

De (3.5) segue que

i (1) — oy ()] < / (o (€) — &, ()] dE < / codé = ot — 1) < ear

to

tomando g¢r = £ temos que

[¥n,. (1) = o, ()] < €

para todo t € [to, to + r]. Portanto, isto implica na convergéncia uniforme de v, para ¢ em
[to, to + ’f‘].

Para completar a demonstragao, devemos provar que

/t (€ o (€))dE — / (e pl©)de

uniformemente em [to, to + r].
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Como ¢,, — ¢ uniformemente e ao ¢ determinado em funcao do ¢y, especificamente e

da continuidade uniforme de f, associemos v = v(o) > 0 tal que

n, (&) — 0| <o

para ny; > v e todo & € [ty, to+7]|. Dai resulta que os pontos (£, pn, (€)) e (&, ¢(£)) pertencem

a uma mesma bola de raio o. Logo, devido a continuidade uniforme da f, obtém-se

£ 0n(€)) — (&, 0(E))] < &9

passando a integral em ambos os membros, temos

l[U@#m@D—ﬂ&M@W%</&M§

to

pela desigualdade integral, temos

/ (€. (6)) — FIE 0(E))]dE

to

< e(t —to)

< gr==¢

[U@%ﬂm@—lU@wm%

para todo & € [to, to + 7] e cada € > 0. Logo,

[f@%MWﬁ%[f@ﬂw%

converge uniformemente em [tg, to + 7.
t

Assim, sendo ¢, — ¢ e [ f(& ¢n(§))dE — /tf(f,cp(,f))dﬁ uniformemente, e fa-

to
zendo ny, —> 0o na equagao (3.4)

b (€) = $0'+./f F(€, e (€))dE

obtém-se

w@=m+[f®ﬂ@%

Provando assim que ¢ é solugao continua de 2’ = f(¢, z) passando por (to, zo).
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Observacgao: O teorema de Cauchy - Peano nao garante a unicidade, pelo fato de a funcao

f nao ser Lipschitziana.

. o . . 2
Para comprovar este fato, considere a equacgao diferencial ordinaria f(¢,xz) = 23 tal que

2'(t) = [f(t,x(t)

(3.8)
z(0) = 0.
Note que, esta equac¢ao nao é Lipschitziana no ponto (0, 0).
De fato, pois se fosse Lipschitz existiria um k > 0 tal que
|[f(x) = f(O)] < klx =0
isto é,
‘:c - o‘ < Elz — 0|
xi| <k ||
‘ 2
T3
L <
|z
’x_% <k
1
— <k (3.8)
€T3

Quando z — 0 a equagao (3.9) tende ao infinito, isto é, a equagao (3.9) diverge quando
x se aproxima de zero. Logo, nao existe k > 0 tal que ocorra a desigualdade em (3.9), isto
implicando que a condigao de Lipschitz nao ¢ satisfeita e portanto, f nao é Lipschitziana.

Pelo método da separacao de variaveis, temos

dx %
— =X
dt
dx
T3
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Aplicando a integral em ambos os membros

/a:_gdx: /dt

temos

assim temos que

o(t) = (tgc)g (3.10)
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A equagao (3.10) é a solugao geral de (3.8), tomando em particular ¢ = 0 temos
3

xq(t) = 3 ¢ uma solugao de (3.8). Entretanto, ela nao é tunica, pois z3(t) = 0 também

é solucao. Observe o grafico.

Figura 3.4: solugoes da equagao do problema (3.8).

X1

-6

-2

-3

-4

Fonte: Producgao do autor

Portanto, conclui-se que a solugao do problema nao ¢é tnica.
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Capitulo 4

APLICACAO A ECOLOGIA

Neste capitulo, serd modelado o Oxigénio Dissolvido em dguas superficiais onde existe
uma fonte poluidora e estabeleceremos o deficit de oxigénio em termos da Demanda Bi-

oquimica do oxigénio onde serd aplicado o teorema de Cauchy - Peano para encontrar o

modelo DBO-0D.

4.1 Modelo DBO - OD

Sabemos que em um corpo dagua o oxigénio é produzido e consumido ao mesmo tempo de
forma natural. A produgao do mesmo é feita através da fotossintese algas e plantas aquaticas
além de ser trocado com o oxigénio atmosférico por um processo chamado de aeragao. J4, o
seu consumo dependera da respiracao de bactérias e outros organismos presentes durante a
decomposicao de substancias organicas (biodegradaveis).

Afim de, estudar esse processo Streeter e Phelps em 1925 desenvolveram um conjunto de
equagoes a qual descreve o consumo e producao de oxigénio em um meio aquatico. Abaixo

sera citado trés conceitos basicos de ecologia, para desenvolvermos essa aplicacao:

e Demanda Bioquimica de Oxigénio (DBO): Eo parametro que mede a quantidade

de oxigéenio dissolvido na agua, necessaria para a decomposi¢ao da matéria organica.
e Oxigénio dissolvido (OD): E a quantidade de oxigénio que esta dissolivel na dgua.

e Deficit de Oxigénio Dissolvido (Dop): E a diminuicio dos niveis de oxigénio nas

aguas a um nivel critico, o qual nao é possivel a sobrevivéncia de seres aerdbicos, isto
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é, seres que necessitam de oxigénio para respirar.

Uma vez definidas estas variaveis de controle, é possivel entender os principais processos
que permeiam um sistema hidrico (qualidade da 4gua em rios lagos que recebem uma fonte de
efluentes), bem como fazer a anélise dos parametros fisicos, quimicos e biolégicos envolvidos

nas equacoes.

4.1.1 O Modelo DBO

A hipétese bésica do modelo Streeter - Phelps é que a taxa de decomposicao (oxigenagao)
da matéria organica no meio aquatico é proporcional a concentracao da matéria organica

presente em um dado instante de tempo, que é dada por:

dCppo

=—k 4.1
gt 1Cppo (4.1)

onde,
dCppo : Variagao da concentracao de DBO.
dt : Variacao do tempo.
K : Constante de desoxigenagao.
Cppo :Concentragao de DBO
t : Tempo.

Assim, quanto maior a concentragao de DBO, mais rapido se processara a desoxigenagao.

4.1.2 Solucao da equacao 4.1

Da equacao 4.1 temos

dCppo
— _kC
o 1Cpso
dai,
dCppo
= —kydt
Copo !

integrando em ambos os membros
dCppo /
= [ —kydt
/ Coso 1
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1
dCppo = | —kidt
Cbso
hl(CDBo) = —kflt +w
w é a constante de integracao aplicando a exponencial em ambos os membros
en(Cppo) — o(=kittw)
dai, segue que
CDBO _ 6(—k1t+w)
CDBO — 6_k1t6w
Cppo = e "ty (4.2)
com w; = ev.
Para o instante ¢t = 0 temos que Cppo = Cppo,, assim
Cpro, = ¢ " Ow;
CDBOO = W1 (43)
substituindo (4.3) em (4.2), segue que
Cpso = Cppo,e”"™ (4.4)

4.1.3 Modelo do Deficit de Oxigenio Dissolvido Dgp

Podemos definir a taxa de variagao temporal do deficit de oxigénio dissolvido pela seguinte

equacao,

dDop
dt

= k1Cppo — k2 DOD

(4.5)
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onde
Dop : Deficit de oxigénio dissolvido.
ko : Coeficiente de reaeracgao.
Também podemos definir a deficit de oxigénio dissolvido, pela diferenca entre o oxigénio

dissolvido saturado (que nao depende do tempo) e a concentracao de oxigénio dissolvido.

Dop(t) = Cops — Cop(t) (4.6)

onde
Cops : Concentracao de oxigénio saturado.

Cop : Concentracao de oxigénio dissolvido.

4.1.4 Modelo do Oxigénio Dissolvido OD

A velocidade com que o oxigénio dissolvido é consumido estd diretamente ligada a velo-

cidade de desaparecimento de matéria organica e isto, ¢ modelada pela seguinte equacao

d
%COD = —k1Cppo + k2Dop (4.7)

onde,
Cop: Concentragao do oxigénio dissolvido

Portanto, da equagao (4.5) e da equacao (4.4) temos

dDop
dt

= k‘lchOOE_klt — /{JQDOD (48)

Em um sistema natural temos os seguintes niveis de oxigénio dissolvido e para a demanda

bioquimica de oxigénio para uma fonte poluidora em um rio:
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Figura 4.1: Principais zonas de autodepuragao

Toies,
Higg:.

Zona de aguas Zona de Zona de Zona de Zona de

A limpas degradagao decomp. 5, dQuas
o P ativa 'ccuperagao limpas
] | - I
g ........................... ]_ DBO | | | ............
= Oxigénio | ™, | I il
§ Dissolvido | ’ | - I
; T
© | T 'd —+—

- - -

Tempo ou distincia

Fonte:(adaptado de Braga e col., 2002).

4.2 Existéncia de Solucao do Sistema DBO-0OD

Considerando as equagoes (4.6) e (4.8), formularemos o seguinte problema de valor inicial

dDop et
= kC ¥ — ks D
dt 1UDBOE 2/oD (4.9)

Dop(te) = Cops — Cop(to)

onde o objetivo aqui é determinar se este problema admite solucao e se sim expressar uma
de maneira analitica.
Veja que
f(t,z(t)) = f(t, Dop(t)) = k1Cppo,e ™ — k2Dop

note que f(t, Dop(t)) é uma fungao continua que depende de Dpp e do tempo. Graficamente
temos:

onde R: {tg <t <ty+r;Dop <x < Dop+ ADop} e I =ty,t,]

Assim, na regidao R esta definida a fungao f e possui um maximo M = (Dop + ADop)
pertencente a R.

Sobe estas condigoes, as hipdteses do teorema de Cauchy - Peano se cumprem. Logo,

pelo teorema (3.2), existe solugdo do problema de valor inicial no intervalo I com M =

sup|f(Dop,t)]|.
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Figura 4.2: funcao f

Dop+ADop

Dop

fo lor

Fonte: Produgao do autor
4.3 Solucao Analitica do Problema

Para demonstrar essa solucao, iremos fazer de maneira construtiva a partir das hipétese
do mesmo.

Da equagao (4.9) temos

dDop

T k1Cppose ™" — kyDop

multiplicando por €2 em ambos os membros, temos

dDop
—6k2t — ethkICDBOOG_klt o ethk'QDOD
dt
dai
dDop
kot kat kat —k1t
—e™? +e 2 kJQDOD = e kchBOoe !
dt
dDop
kat kot kot—k1t
——— 2 + DODkQG 2t = leDBooe 2 !
dt
CcOomo

% (€k2t> — k,zek‘zt
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entao, temos

d D d kot
( dtOD>6k2t + DOD (Zt ) _ kICDBOOQt(kQ—kl)

Observe que, o lado esquerdo da equacao é o resultado da derivada do produto entre

kot
Dop e €™, logo

d
%(DODeth) = k1Cppo,e' ™)

d(Dope*) = kiCppo,e' > at

integrando em ambos os membros

/d(DODGth) = /klcpgooet(k?‘_kl)dt

/ Dope®® = k1Cppo, / e' k) gy

kot et(kz—k‘l)
DOD€ 2t — kICDBOO (m) + Cl (410)

agora aplicando a condicao inicial para t = 0, temos

Dop = Dop, = Cops — Cop,

dai, temos
O(ka—k1)
Dopye™? = /ﬁCDBooﬁ +Cy
2 — k1
k1Cppso
Dop,, = XEDBOo |
ODo kg — Fy + Ch
k
Oy = Dop, — M1EP100 (4.11)
ko — Ky
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substituindo (4.11) em (4.10), temos
t(k‘g—/ﬂ) k C
D kot — k C D . 1Y DBOo
ope 1CDBOo, (—k2 — /ﬁ) + Dobp, —k2 “
dai
k1Cbpo _
D kot — 0 ( t(ka—k1) 1 D
ODE o (e )+ Dop,
kO tha=k1) — 1\ D
Dop = 1UbBoy [ € i ODo
]{52 — kfl ekat ekat
kC
Dop = =508 (¢4 — 1)e~] 1 Dopget
k. C
DOD = —;2 fiio (e_klt - G_th) + D()DOB_k2t (412)

Esta equagao é a solugao do sistema (4.9). Para deixar o oxigénio dissolvido em termos

da demanda bioquimica do oxigénio basta substituir a equagao (4.12) na equagao (4.6) assim

temos
k. C
COD _ CODS . 1Y DBO, (e—klt . e*k‘gt) + DODoeikzt
ko — ky
sendo
Dop, = Cops — Cop,
segue que

kIODBOO

C(OD = C'ODS - k2 — kl

(eiklt — €7k2t) + (CODS — CODO)eikﬁ

(4.13)

A equagoes (4.12) calcula o deficit de oxigénio dissolvido enquanto que, a equagao (4.13)

calcula o nivel de oxigénio dissolvido na agua em termos da demanda bioquimica de oxigénio

a qual é chamada de modelo DBO-OD.

Rosinildo Nunes Mota (Graduando)

FACET - UFPA



Capitulo 4. APLICACAO A ECOLOGIA 57

Para ratificar a veracidade da solugao do sistema, faremos ua analise grafica para os
seguintes valores sintéticos:
ki = 1,3mg/l, ks = 2,5mg/l, Cops = Tmg/l, Cpgo, = 5,6 mg/l, Cop, = 4mg/l e
Dop, = (7T —4) =3mg/l

Tempo (Dias) | Dop (mg)/l | Cop(mg)/1 | Cppo (mg/l)
0 3 4 5,6
1 1,4 5,6 1,53
2 0,43 6,57 0,42
3 0,12 6,88 0,11
4 0,03 6,97 0,03
5 0,01 6,99 0,01
6 0,0 7 0,0
7 0,0 7 0,0

Graficamente, temos

Figura 4.3: Niveis de DBO, OD e DOD f

— Cop
5 —— Cbro
— Dop

Fonte: Produgao do autor

Rosinildo Nunes Mota (Graduando) FACET - UFPA



Capitulo 4. APLICACAO A ECOLOGIA 58

Observe que, no tempo inicial a demanda bioquimica de oxigénio estd alta, significando
que hé efluentes biodegradaveis e o meio necessita de oxigénio dissolvido para garantir a
oxigenacao desse efluente. E possivel perceber essa falta de oxigénio dissolvido, uma vez
que, o niveis so deficit do mesmo é alta. Note que, no ponto de intercessao entre a DBO e
OD é o momento em que o meio comeca o seu processo de recuperagao do nivel de oxigénio
dissolvido, por meio da troca com a atmosfera e da fotossintese. Para os valores sintéticos
estabelecidos o meio estabiliza os niveis de (Cop), (Cppo) € (Dop) no sexto dia este é o
momento em que o meio recupera totalmente o equilibrio. Portanto, as equagoes (4.12) e

(4.13) estao de acordo com os conceitos estabelecidos.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho de conclusao de curso, tivermos a possibilidade de estudar acerca da Teoria
Qualitativa das Equacoes Diferenciais no aspecto da existéncia de solucao do problema de
valor inicial, na qual mostramos a existéncia de solu¢ao da equagao escalar 2’ = f(t,x) com
dados iniciais, sendo esta equagao somente continua.

Estudar essa teoria foi grande desafio, uma vez que, nao tivemos a possibilidade de estuda-
la na graduacao. E por esse motivo, encontrei varias dificuldades durante a elaboragao
deste trabalho, principalmente nas areas do Calculo e Anélise. Tal dificuldade nao era por
defasagem de contetdo, e sim pela falta de emadurecimento do mesmo.

Entretanto aventurar-se em uma ideia nunca antes trabalhada , foi prazeroso, pois na
tentativa de superar as dificuldades encontramos o perfil pesquisador matematico em sua
esséncia, e por este motivo fez me adquirir experiéncia.

Em suma, espero poder contribuir com este trabalhos a outras pessoas que tenham inte-
resse em estudar esta teoria, e acentuar-se a demostracao aqui apresentada via método da

poligonal para mostrar a existéncia da mesma.
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Apeéendice A
Funcao ¢,, é derivavel

Sendo ¢, (t) = (x[to, t1]P1)(t) + (x[t1, 2] Po)(t) + ... + (X[tn_1,tn]Pn)(t) vamos fazer a

verificagdo da derivada para n = 1, no intervalo |ty, t;| aberto. Dessa forma, temos

e1(t) = (x[to, t1] P1)(2)

Como (x[to,t1]P1) ¢ a fungao caracteristica do intervalo [to, 1] tem-se que ¢;(t) = Pi(t) e

como Py = g + f(to, xo)(t — to) segue que

e1(t) = @i(to) + f(to, T0)(t — to)

Lembrando que f (g, zo) é o coeficiente angular de ¢;. Chamemos por facilidade de expressao

f(to, xg) = m. Seja ¢ um ponto em |tg, t1[, entao, temos
1. p1(t) = m(t —to) + p1(to)
2. p1(c) = m(c—to) + ¢1(to)

A derivada de ¢, no ponto ¢ é dada por

2 (c) = Tim o1(t) — pi(c)

Assim temos
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m(t —to) + ¢1(to) — [m(c —to) + ¢1(to)]
t—c t—c

m(t —to) +¢1(to) —mlc—to) — pi(to)]
t—c t—c

m(t —to) —m(c—to)

t—c t—c

mt — mtyg — mc + mig

t—sc t—rc

Logo, existe a derivada de 1 no ponto ¢. Note que, ela existe para todo ¢ €]tg, t1[, pelo fato
de a funcao ¢y ser linear.

Suponha que ¢, (t) seja derivavel para n = k

or(t) = (X[to, 1] Pr)(t) + (x[t1, t2] P2)(t) + .o + (X[tr—1, te] Pr) (1) (A1)

queremos mostrar que ela é derivavel para n = k + 1, isto é,

ore1(t) = (x[to, ta] P (#) + oo+ (X1, ] Pe) (8) + (X[trs tesa] Prga ) (2)

De fato, como ¢k (t) = Py(t), sendo Py(t) = xg—1 + f(tk—14,_,)(t — tx—1) a fungdo linear em
cada intervalo [ty_1,t;| caracteristico e somando ¢;(t) em ambos os membros da equagao

(1), temos

er(t) + @1(t) = (x[to, 0] P1)(E) + (X[t1, t2] P2)(£) + - + (X[tr—1, Te] i) (£) + o1 (1)

como 1 (t) = Py(t), temos que

or(t) +o1(t) = (x[to, ] P1) (1) + (X[t1, ta] Po) () + oo 4+ (X [tr—1, T P ) (8) + (X [tk trra] Prsn) (2)
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Dai

e (t)+p1(t) = @ry1(t) = (x[to, t1]P1) (1) +(x[tr, t2] o) () +-oo (X [E—15 E] P ) () + (X [y Era ] Prg ) (F)

k

Por construgao ¢4(t) é derivavel em |tg, 1] e por hipdtese ¢, (t) é derivdvel em U]ti_l,ti[
i=1

pela propriedade da soma de derivadas, temos que

Pr1(t) = (xlto, ta]Pr)(t) + (x[tr, t2] P2) (#) + oo+ (X[Ek—1, ] Pe) (1) + (X [tk tea] Prra ) (F)

k+1
é derivavel em U]ti_l, ti].
i=1
Portanto, ¢,, é derivavel para todo n. Para os pontos {to, 1, 2, ...,t;} tem-se a derivada

laterais, isto é,

St = tim PO el o) —eilt)

t—t; t—1; t—stt t—t

Da analise real sabe-se que toda fungao derivével é continua. Logo, tem-se que ¢ é

continua.
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Apendice B

Teorema Fundamental do Calculo

B.1 Teorema Fundamental do Calculo Parte 1

Se f for continua em [a, b, entdo a fungao G definida por

G@g:i/xfuyn (B.1)

com a < x < b é continua e derivavel em (a,b) e G(x) = f(x).
Demonstracgao:

Se x e x + h pertencem ao intervalo (a,b), entao

Gl = | " it

G(x+h) = /Hh f(t)dt

fazendo

z+h T
Gu+m—m@:/ f@ﬁ—/f@ﬁ

por propriedade de integral temos

Gz +h)—G(x) = (/: f)dt + /:+h f(t)dt) — /az f(t)dt

63



Apéndice B. Teorema Fundamental do Célculo 64

assim

Glz+h) — G(z) = /m+ F(#)dt

Logo, para h # 0, temos

G(x + h})’l — G($> _ %/;H_ f(t)dt (BQ)

Suponha h > 0, como f é continua em [z, + h| aplicando o teorema dos valores extremos,
existem u e v pertencentes em [x,x + h| tais que f(u) = m e f(v) = M, onde m e M
sao os valores minimo e maximo absolutos de f em [z, + h| respectivamente. Logo, pela

propriedade de integrais, tem-se
z+h
mhg/ ft)dt < Mh

assim

flu)h < / " Hdt < Fo)h

como h > 0, dividindo as desigualdades acima, temos

z+h
ﬂws%/ f(B)dt < f(v) (B.3)

substituindo (2) em (3), temos

flu) <

< f(v) (B.4)

Agora, tomando h — 0, teremos que u —» x e v —> x, pois u,v € [z,x + h]. Logo, da

continuidade de f, segue que

lim f(u) = lim f(u) = f(z)

h—0 u—>x

Jim f(v) = lim f(v) = f(z)

vV—>T
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65

Aplicando o limite quando h — 0, temos

G(z+h) — G(x)

. < 1 < 1
Ay ) = i =, /)
dai
. G(x+h)—G(z)
< <
fla) < hlglo h < flz)

aplicando o teorema do confronto, segue que

lim G(x + h) — G(z) ~ f(a)

h—s0 h

por definicao
G'(x) = lim Glo+ h})L — G _ f(x)

h—0

Portanto, G'(x) = f(x)

A demonstragao é feita de modo andloga para o caso h < 0.

B.2 Teorema Fundamental do Calculo Parte 2
Seja f : [a,b] — R continua. Entao
| #a) =) - Fla)

onde F(z) é uma fungao qualquer, com F'(z) = f(x) para todo z € [a, b].

Demonstracao:

Tome uma f(z) com F'(z) = f(x) para todo x € [a,b]. Do teorema 1, temos que

G'(z) = f(x) sendo G(z) := / ft)dt ¥V x € [a,b], isto é, G é uma primitiva de f, o que

implica dizer que F'(z) = G'(x). Logo, F' e G diferem por uma constante. Assim,

(B.5)
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e para x = a temos
F(a)=G(a)+C
mas fazendo z = a na equagao (1) temos que
G(a) = / ft)dt =0
logo,
Fla)=0+C
F(a)=C (B.6)
Substituindo (6) em (5) temos
F(b) =G() — F(a) = G(b) = F(b) — F(a)
da equagao (1) temos que
b
G(b) = / f(t)dt
assim,
b
[ st =r) - o
e portanto fazendo t = x segue que
b
| #a)ds=F ) - Pl
n
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