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RESUMO

Este trabalho apresenta um dos resultados mais importantes no que diz respeito ao
estudo do Célculo Diferencial de Funcgoes de Duas Varidveis Reais. Dessa forma, é apre-
sentada uma demonstracao simples e didatica do Teorema do teste da segunda derivada de
funcoes de duas variaveis reais, a qual da condigoes suficientes para que um ponto critico
seja maximo local, minimo local ou ponto de sela. Além disso, o trabalho apresenta diversos
resultados sobre topicos que sao estudados no Célculo de Fungoes de Varias Variaveis Reais
a Valores Reais, tais como derivadas parciais, fungoes diferenciaveis, funcao hessiana, dentre
outras.

Palavras-Chave: Maximo Local, Minimo Local, Ponto de Sela, Ponto Critico, Célculo
Diferencial.

Vil



ABSTRACT

This work presents one of the most important results regarding the study of Differential
Calculus of Functions of two Real Variables. Thus, a simple and didactic demonstration
of the second derivative test theorem of functions of two real variables is presented, which
provides sufficient conditions for an critical point to be local maximum, local minimum or
saddle point. In addition, the work shows several results on Calculus topics of Functions of
Several Real Variables at Real Values, such as partial derivatives, differentiable functions,
hessian function among others.

Keywords: Local Maximum, Local Minimum, Saddle Point, Critical Point, Differential
Calculus.
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Introducao

A busca pela compreensao de como o conhecimento matemaético se desenvolveu e se
institucionalizou em diferentes épocas e locais é um dos objetivos ao se estudar problemas e
fatos que geraram conceitos e teorias que sao estudados nos dias atuais. Nesse sentido, em
relagao ao Calculo Diferencial, os livros didaticos, em sua maioria, atribuem a sua criagao
a Isaac Newton (1643-1727) e a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Porém, segundo
Courant e Robbins (2000, p. 453), "o Célculo é produto de uma longa evolugao que nao foi
iniciada nem concluida por Newton e Leibniz”. Muitos outros matematicos contribuiram
de maneira decisiva para que se formulasse um conjunto compreensivo de teorias e regras
para a solugao de diversos problemas (BARON; BOS,1985). Desse modo, Newton e Leibniz
demonstraram que os dois problemas centrais estudados no século XVII, o das tangentes -
problema fundamental do Calculo Diferencial e o das quadraturas - problema fundamental
do Calculo Integral, apresentavam entre si uma relacao inversa, que constitui o teorema
fundamental do Calculo e, por isso, a invencao do Calculo é, tradicionalmente, atribuida
a ambos. Muitos destes problemas foram estudados separadamente, durante séculos, por
diferentes cientistas que passaram por varias tentativas de solugoes.

Por conseguinte, ”a determinacao de valores extremos foi reconhecida como uma aplicacao
util e importante” (BARON; BOS, 1985, p. 3). Assim, para encontrar maximos e minimos,
Pierre de Fermat (1607-1665) desenvolveu um método em que encontrava geometricamente
os pontos onde a reta tangente ao grafico tinha inclinacao nula, método este, utilizado ainda
hoje. Dessa maneira, suas ideias constituiram o embriao do conceito de derivada, o qual s6
foi estabelecido, mais tarde, por Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) em seu livro Résumé
des lecons données a I’Ecole Royale Polytechnique sur le calcul infinitésimal, publicado em

1823 (BARON; BOS, 1985).

Entao, a técnica da determinacao de valores extremos foi formulada por volta de 1690
e apresentada no primeiro livro didatico sobre o Calculo Diferencial, Analyse, de Marqués
de L’Hopital (1661-1704). Conforme L’Hoépital, em um valor maximo ou minimo, ”se certas
quantidades mudam continuamente de positivo para negativo, elas devem passar por zero
ou por infinito” (BARON; BOS, 1985, p. 5). Este argumento diz respeito aos casos que sao
tratados na linguagem moderna, considerando-se pontos nos quais a derivada é zero ou a
funcao nao é diferenciavel.



A vista disso, atualmente, os problemas de méximos e minimos aparecem em diferentes
contextos e, em geral, associados a analise do comportamento do grafico de uma funcao e
a problemas de otimizagao em que se busca maximizar ou minimizar uma fun¢ao em um
determinado dominio. Destarte, a compreensao dos conceitos envolvidos na solucao destes
problemas é imprescindivel aos estudantes de diferentes areas de conhecimento, especial-
mente das ciéncias naturais, exatas e tecnoldgicas, entre outras, em que as disciplinas de
Célculo Diferencial e Integral estao presentes. Além do mais, a compreensao das ideias que
contribuiram para a evolugao de conceitos chaves do Célculo é essencial na formacao de
futuros professores de matematica que irao atuar no ensino superior.

Nesse sentido, o nosso trabalho parte do pressuposto que nos cursos de céalculo de
multiplas varidveis, para todas as areas de exatas, em nivel superior, sempre é apresen-
tado o teorema que qualifica se um ponto critico de uma funcao de duas varidveis reais a
valores reais é ponto de minimo local ou ponto de maximo local ou, ainda, se é ponto de
sela, contudo, poucas vezes é demonstrado esse teorema. Assim, apresentamos, no nosso tra-
balho, uma demonstracao simples e didatica desse teorema com a finalidade de proporcionar
uma melhor compreensao dessa parte do Calculo de multiplas variaveis.

Diante disso, o trabalho tem como objetivo demonstrar o Teorema do teste da segunda
derivada para funcoes de duas varidveis reais a valores reais. E além disso, tem como
objetivos especificos a exposicao de conteiudos de Célculo de varias variaveis, com énfase
em maximos e minimos, graficos de funcoes de duas variaveis, bem como a funcao hes-
siano (usando o software CAS Maple). Ademais, apresentar de forma apropriada o uso das
tecnologias no ensino de Calculo como aspecto didatico eficiente.

Utilizamos dados de bibliografias na area de Calculo, a qual foi de cardter exploratério e
deu-se em consonancia a fundamentacao tedrioca de livros dos autores Hamilton Guidorizzi
e James Stewart, os quais foram a base para o meu trabalho, bem como as notas de aula
do meu orientador, Prof. Juaci Picanco da Silva. Além disso, serviram como bases com-
plementares os livros de Analise Real do autor Elon Lages Lima e o livro de Histéria do
Calculo de Carl Boyer, o livro 7O que é a Matematica?”do autor Richard Courant, além das
biografias de Margaret Baron e Henk Bos, assim como a tese de doutorado da pesquisadora
Adriana Richit.

Assim, a pesquisa serd realizada com base em dados de bibliografias na drea da Matematica
Pura, como livros, resenhas, artigos, monografias, dissertacoes e teses. Nesse sentido, sera
uma pesquisa tedrica, sobre maximos e minimos tanto para funcao de uma variavel, como
para fungoes de varias variaveis.

O trabalho foi entao dividido da seguinte forma: na primeira se¢cao apresentamos uma
revisao de resultados sobre méximos e minimos de fun¢oes de uma variavel real, os quais
serao usados na demonstracao do teorema principal do trabalho. Na segunda secao sao
apresentados os seguintes tépicos: derivadas parciais, gradiente da funcao e regra da cadeia.
Na terceira secao temos as defini¢coes de funcoes diferencidveis, bem como os teoremas que



dao condigoes suficientes e necessarias para que haja diferenciabilidade, plano tangente e
derivada direcional. Na quarta se¢ao apresentamos a demonstragao do teorema principal
do trabalho, no qual sao vistas as defini¢oes de extremantes globais e locais, pontos criticos
e funcao hessiana. Por fim, na quinta secao, fazemos as consideragoes finais do trabalho.



Capitulo 1

Maximos e minimos de funcoes de
uma variavel

Neste capitulo, assim como nos demais, alguns resultados sao apresentados sem a de-
monstragao. A prova de tais resultados pode ser encontrada em [5].

Para iniciarmos nossa revisao iremos mostrar alguns teoremas importantes para a deter-
minacao de extremantes no calculo de funcoes de uma variavel. Comegamos com o teorema
do valor médio.

1.1 Teorema do valor médio

O teorema do valor médio, que apresentamos abaixo, é utilizados na demonstracao de
muitos resultados do Célculo Diferencial e Integral. Aqui, o utilizaremos na determinacao
dos extremantes de uma fungao.

Teorema 1.1 (Teorema do Valor médio). Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao que satisfaz as
sequintes hipoteses:

(a) f € continua no intervalo fechado [a,b];

(b) f é derivdvel no intervalo aberto |a,bl.

Entao, existe um nimero ¢ em |a,b[ tal que:

f() = f(a)

ey = =0~



Figura 1.1:

| (b)-F(a)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para fazer a demonstracao deste teorema, vamos usar o resultado dos seguintes teoremas:
teorema de Weierstrass, teorema de Fermat, teorema de Rolle.

Teorema 1.2 (Teorema de Weierstrass). Se f : [a,b] — R é uma fun¢ao continua em [a,b],
existem x1, xo € [a,b] tais que

fla1) < f(x) < f(a),
para todo x € [a,b].

Figura 1.2:

)
y maximo

minimo «_| I

v

Fonte: Elaborada pelo autor.

Esse teorema nos diz que toda funcao continua f, definida em um intervalo fechado e
limitado [a, b], assume pelo menos um valor minimo (f(x;)) e pelo menos um valor maximo
f((x2)), como ilustramos na Figura 2.2.



Teorema 1.3 (Teorema de Fermat). Se f : [a,b] — R tiver um mdzimo ou minimo local
em ¢ €la,b| e f'(c) existir, entio f'(c) = 0.

Teorema 1.4 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R uma funcao que satisfaca as se-
guintes hipoteses:

(a) f € continua no intervalo fechado [a,b];

(b) f € derivdvel no intervalo aberto ]a,bl[;
(c) fla)= f(b).
Entao, eziste um nimero ¢ em |a,b| tal que f'(c) = 0.

Demonstracao.

Se f for a fungao constante, isto é, f(x) = k, para todo x € [a,b], com k constante,
entao f'(xz) =0, e assim existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) = 0.
Suponhamos entao que f nao é constante no intervalo [a, b], e f sendo continua em [a, b],

existem x; e xy € [a, b] tais que:

flan) < flz) < fla);
para todo z € [a, b].
Sendo f(xz1) # f(x2) (pois f ndo é constante), temos em particular que z; (ou x3)
pertence ao intervalo |a, b], j4 que pela hipdtese f(a) = f(b).
Entao f'(z1) = 0 ou f'(x2) = 0, logo, em qualquer caso existe ¢ €]a, b| tal que f'(c) = 0.
O

Fagamos agora a demonstracao do teorema do valor médio, consideremos primeiramente,
a reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), isto é:

Essa reta é o gréafico da fungao

f() = f(a)

T(z) = b—a

(x —a) + f(a).
Seja g a fungao que é a diferenca entre f e T, isto é g(z) = f(x) — T'(z). Assim,

f(b) - f(a)

g(z) = flz) — | = —

(z—a)+ f(a)| .

6



Entao, quando = = a, temos:

E quando x = b, temos:

f(b) — f(a)

o) =50 - |10 =

(b—a)Jrf(a)} = 0.

Além disso, como g é a diferenga entre duas fungoes continuas em [a, b] e derivaveis em |a, b],
ela prépria é continua em [a, b] e derivavel em ]a, b[. Logo podemos usar o Teorema de Rolle
(Teorema 1.4) para g, concluindo que existe um nimero ¢ no intervalo ]a, b[, tal que

g'(c)=0
e como, ¢'(x) = f'(x) — {wy temos ¢'(c) = f'(c) — {W]. Assim, 0 =
f'(c) — {W]. De onde segue que f'(c) = W. Portanto,

f'(©)(b—a) = f(b) — f(a).

O que conclui a demonsatracao do teorema do valor médio.

1.2 Intervalos de crescimento e de decrescimento

Agora vejamos alguns resultados sobre crescimento e decrescimento de fungoes, além de
revisarmos alguns teoremas que serao importantes para a demosntracao do teorema principal
do nosso trabalho.

1.2.1 Critério da derivada para crescimento e decrescimento

Como consequéncia do teorema do valor médio temos o seguinte teorema.

Teorema 1.5 (Teste da derivada primeira). Seja f definida em um intervalo I.

(a) Se f'(x) > 0 para todo x interior a I, entao f serd estritamente crescente em 1.

(b) Se f'(x) <0 para todo x interior a I, entao f serd estritamente decrescente em I.



Demonstracao.

Para mostrar a parte (a) precisamos provar que, quaisquer que sejam s e t em I, s < t
implica que f(s) < f(t). Sejam, entao, s e t em I, com s < t. Da hipétese, segue que f é
continua em [s,t| e derivavel em |s, t[. Entao, pelo teorema do valor médio,, existe T €]s, t],
tal que

f@) = f(s) = f(@)(s = 1)

Como, por hipétese, f'(z) > 0e s—t > 0, temos que f'(Z(s—t)) > 0. Logo, f(t)— f(s) > 0,
ouseja f(t) > f(s). O que conclui a demonstragao da parte (a) do teorema. A demonstragao
da parte (b) é anéloga.

|

1.3 Concavidade

Nesta secao estudaremos a concavidade de fungoes de uma variavel. O conceito e os
resultados sobre esse tema serao cruciais para o estudo dos extremantes de uma funcao de
duas variaveis.

Seja f uma fungao derivavel no intervalo aberto I e seja p um ponto de I. A equacao
da reta tangente ao gréfico de f no ponto (p, f(p)) é dada por

y=f(p)+f(p)(z—Dp).
Deste modo, essa reta tangente é o grafico da funcao T dada por
T(x) = f(p)+ f'(p)(= —p).
Definicao 1.1. Dizemos que f tem a concavidade para cima no intervalo aberto I se
f(z) > T(z),

quaisquer que sejam x e p em I, com x # p.

Dizemos que f tem a concavidade para baixo no intervalo aberto I se

fz) <T(x)

quaisquer que sejam x e p em I, com x # p.

Chamamos de ponto de inflexdo de uma funcao f a um ponto do dominio de f no qual
ocorre uma mudanca de concavidade de f, mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao.



Figura 1.3:

—

Definicao 1.2. Sejam f uma fungao e p € Dy, com f continua em p. Dizemos que p €
ponto de inflexdo de f se existirem nimeros reais a e b, com p € |a,b[ C Dy, tal que f tenha
concavidades de nomes contrdrios em |a,p[ e em |p,b].

Na figura 1.3 temos o gréafico de uma funcdo, que no intervalo |a,p[ tem concavidade
para baixo e no intervalo |p, b tem concavidade para cima.



O seguinte teorema, cuja a demonstragao pode ser encontrada em [5], utiliza a segunda
derivada da fungao para nos fornecer uma condicao suficiente para que a funcao tenha
determinada concavidade em um intervalo.

Teorema 1.6. Seja f uma funcdo que admite derivada até a 2* ordem no intervalo aberto
I.

(a) Se f"(x) >0 em I, entdo f terd a concavidade para cima em I.

(b) Se f"(x) <0 em I, entao f terd a concavidade para baizo em I.

1.4 Maximos e minimos

Apresentaremos agora os conceitos de ponto de maximo de de minimo locais para uma
funcao de uma variavel. Tais conceitos serao posteriormente generalizados para funcoes de
duas variaveis e o estudo destes é o principal objetivo deste trabalho.

Definicao 1.3. Sejam f uma funcao e p um ponto do dominio Dy da funcao f. O ponto
p € chamado de ponto de maximo local de [ se existir r > 0 tal que

f(z) < fp),

para todo x pertencente a |p—r,p+r[NDys. O ponto p é chamado de ponto de minimo local
de f se existir v > 0 tal que

f(p) < f(=),
para todo = pertencente a |p —r,p + r[NDy.

1.4.1 Condigoes necessarias e condicgoes suficientes para maximos
e minimos locais

Dizemos que um ponto p é ponto interior de um subconjunto A de R se existir um
intervalo aberto I tal que p e I e I C A.

O teorema a seguir que nos da condigoes necessarias para que um ponto p, que € interior
do dominio de uma funcao f, seja ponto de maximo ou de minimo local de f.

Teorema 1.7. Seja f uma funcgao derivdvel em p, em que p € um ponto interior de Dy. Uma
condi¢ao necessdria para que p seja ponto de maximo ou de minimo local é que f'(p) = 0.

Demonstracao.

10



Suponhamos que p seja ponto de maximo local (procedemos de maneira andloga para o
caso em que p é um ponto de minimo). Assim, existe r > 0 tal que

f(z) < f(p) em |p—r,p+r[ND;.

Como, por hipétese, p é interior a Dy, podemos escolher 7 de modo que |p —r,p + r[C Dy.
Logo
f(z) < f(p) para todo = em |p — r,p+r|.

Como f é derivavel em p, os limites laterais

g L@ = f) o @) = fD)
z—pt r—Dp T—=p~ xr—0p
existem e sao iguais a f'(p), ou seja,
x—pT T —Dp z—=p~ r—Dp
Para p < z < p+r temos que M < 0, logo, pela conservagao do sinal,
r—p
i SO =10 _
z—pt r—Dp
Portanto, f'(p) < 0. Para p —r < x < p temos que M > 0. Segue dai que
r—p
lim L@ @)
T—p~ r—Dp

Logo, f'(p) = 0. Como f'(p) = 0e f'(p) < 0 resulta f'(p) = 0.
O

Um ponto p do dominio de uma funcao f é chamado de ponto critico de f se f'(p) = 0.
Assim, se p for interior a Dy e f for derivdvel em p, entao, uma condi¢ao necessdria para
que p seja ponto de maximo ou de minimo local de f, é que p seja ponto critico de f.

Com o objetivo de termos um método para encontrar os pontos de méaximo e os pontos
de minimo local de f, vamos agora estabelecer condigoes suficientes para que um ponto p
seja ponto de maximo local ou minimo local.

Teorema 1.8. Sejam f uma funcdo que admite derivada de 2* ordem continua no intervalo
aberto [ ep € I.

(a) Se f'(p) =0 e f"(p) > 0, entdo é ponto de minimo local.

11



(b) Se f'(p) =0 e f"(p) <0, entao € ponto de mdzimo local.

Demonstracao.
Provemos a parte (a). Como f” é continuaem I e f”(p) > 0, pelo teorema da conservagao
do sinal, existe r > 0 tal que

f"(z) >0em|p—r,p+rl

Segue que f’ é estritamente crescente neste intervalo. Como f'(p) = 0, resulta que f'(z) < 0
em |p—r,ple f(x) >0em |p,p+r[. Logo f é estritamente decrescente em |p — r,p| e
estritamente crescente em |p, p + r[. Portanto, p é ponto de minimo local de f.

A parte (b) é demonstrada de maneira andloga.

12



Capitulo 2

Derivadas parciais e derivadas
parciais de ordens superiores

A partir deste capitulo passaremos a considerar func¢oes de varias variaveis reais a valores
reais. Mesmo quando, sobre uma dada funcao isso nao for dito por complete, ela sera
assim considerada. Comecaremos a revisar alguns conceitos e resultados sobre tais funcgoes.
Daremos enfoque as funcoes de duas varidveis, pois nosso objetivo é o estudo de maximos e
minimos dessas fungoes. Iniciaremos com as nocgoes derivadas parciais.

2.1 Derivadas Parciais

Quando temos uma fungdo f(z,y) e um ponto (a,b) do dominio de f, podemos, na
expressao de f, fixar uma da varidveis. Por exemplo, podemos fazer y = b para obtermos
a funcdo de uma varidvel f(x,b). E possivel entdao para a funcio f (x,b) aplicar todo o
conhecimento que temos a respeito de fungoes de uma variavel. Essa é a idéia que esta por
tras da nocao de derivadas parciais de fungoes de duas varidveis apresentada a seguir.

Definigao 2.1. Seja f(x,y) uma fungdo de duas varidveis reais a valores reais e (a,b) € Dy.
Consideremos a fung¢io G de uma varidvel dada por G(x) = f(x,b). A derivada da fungdo
G em a, quando existe, é chamada de derivada parcial de f, em relagao a x no ponto (a,b)

of
¢ denotad —(a,b).
e é denotada por 8x(a’ )

Temos entao que g(a,b) = G'(a). Logo g(a, b) = lim M. De onde segue
que Oz Ox g=a X —a
g(a,b) — lim f(xa b) B f(aab)
Oz z—a r—a
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G h)—G
Como também temos que G'(a) = }Lil% (a+ })L (a)
*)
em relacdo a x em (a, b) pode também ser dada por

_ fla+h,b) — f(a,b)
a—(a,b) = h :

. Segue que a derivada parcial de f

Do mesmo modo definimos a derivada parcial de f(z,y) em relacao a y no ponto (a,b).

Definicao 2.2. Seja f(z,y) uma fun¢do de duas varidveis reais a valores reais e (a,b) € Dy.

Consideremos a func¢ao H de uma varidvel dada por H(y) = f(a,y). A derivada da funcao

H em b, quando existe, é chamada de derivada parcial de f, em relagio a y no ponto (a,b)
0

e ¢ denotada por —f(a, b).

dy

Assim sendo, ?(a, b) = H'(b). Logo g—f(a, b) = lim H(y) — H(b)
Y y

L
yob y—b 080

g(% b) — lim f(aa y) — f(a7 b)

3y y—b y—>b

H(b+ h) — H(a)

Visto que H'(b) também é dada pela férmula lim . Temos que a derivada

h—0
parcial de f em rela¢do a y no ponto (a,b) também é dada por

of . _ fla,b+h) — f(ab)
a—y(a,b)— h .

2.2 Gradiente da funcao

Definigao 2.3. Sejam f(z,y) uma fun¢do de duas varidveis e (a,b) um ponto no dominio

of

de f. Se as derivadas parciais a—(a,b) e a—(a, b) existem, definimos o gradiente de f no
€ Y
ponto (a,b), denotado por V f(a,b), como sendo o vetor bidimensional dado por
of of
b) = | =(a,b), =—(a,b) ). 2.1
Vi) = (Gan. 5 wn) 2.1)

Usaremos esta definicao mais adiante para detectar pontos criticos.
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2.3 Derivadas parciais de ordens superiores

Seja f(x,y) uma funcao de duas varidveis. As suas derivadas parciais

) )
a—i(w,y) e a—g(fc,y),

calculadas em um ponto genérico (x,y), sdo também fungoes de duas varidveis e, portanto,
podemos calcular as derivadas parciais dessas fungoes. Se essas derivadas existem, elas sao
chamadas derivadas parciais de sequnda ordem de f.

. of . . .
Tomando a funcdo ——(x,y) e derivando-a em relacao a cada uma das varidveis x e y

Ox
temos:
: , 9 o . *f ,
(i) a derivada de %(aj, y) em relagao a variavel « é denotada por w(:v, y). Assim
of._ 0 (of
or2 " 0x \ox )’
iy . of e Ly
(ii) a derivada de ——(z,y) em relagao a variavel y é denotada por . Assim
Ox Oyox
rf .0 (of
oyoxr =~ Oy \Ox )
: . of
Considerando agora a fungao a—(m, y). Temos que
Y
. of R o’f .
(iii) a derivada de a—y(az, y) em relagao a varidvel y é denotada por 8_y2<x’ y). Assim
0*f o (of
— =—|=]. 2.2
dy* Oy (3?/) 22
. . of e Of s
(iv) a derivada de ——(x,y) em relagao a varidvel x é denotada por . Assim
oy 0x 0y
P9 (of .
oxdy =~ 0z \ 0y /)’ '
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As derivadas dadas nos itens (i7) e (iv) sdo chamadas de derivadas parciais mistas.

Dados um ponto p do R”™ e um numero inteiro positivo r, a bola aberta de centro em p e
raio 7 ¢ o conjunto dos pontos do R" cuja distancia a p é menor que r, ou seja, é¢ o conjunto
{z € R" ; ||z — p|| < r}. Sejam agora A um subconjunto do R™ e p € A. Dizemos que p
é um ponto interior de A se exirtir uma bola aberta de centro em p e contida em A. O
conjunto dos pontos interiores de A é denotado por A. Um subconjunto A do R™ é chamado
de conjunto aberto se para todo p € A, existir uma bola aberta de centro em p e contida
em A. Em outras palavras, um subconjunto A do R" é aberto se todos os seus pontos sao
pontos interiores, ou ainda, se A = A.

Teorema 2.1 (de Schwarz). Seja f : A C R? — R, com A aberto. Se f tem todas as
derivadas parciais de sequnda ordem e essas sao funcgoes continuas em A, entao

TT gy = 2 ()
OyOx Y ~ 0z0y Y

para todo (x,y) € A.
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Capitulo 3

Funcoes diferenciaveis

Antes de definirmos a diferenciabilidade de fungbes com mais de uma variavel, vejamos
o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1. Consideremos a funcao

L se (2,y) #(0,0),
flay) =4 " Y

0 se (z,y) =(0,0).

Calculemos g(O 0) e 8_f( 0). Temos que

%(O’O) N :}:li% r—0

Analogamente, ——(0,0) = 0. Portanto, as derivadas parciais de f(x,y) em (0,0) existem e

of
dy

ambas sao iguais a zero.

Calculamos agora o limite  lim f (x,y). Temos que

(z,y)—(0,0
. xy
lim T lim ——.
@wﬁwof( )= (2.y)—(0,0) 22 + y?
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Consideremos as curvas «a(t) = (¢,0) e y(t) = (¢,t), temos que a(0) = (0,0) e v(0) = (0,0)

€ que tO O
f(a(t)):f(t,o):m:t—on,
t-t t? 1
f(’Y(t):f(tt):m:TtQ:;

Dessa maneira, concluimos que Pncl) fla(t) =0 e lim;o f(7(t) = i. Portanto,
—

lim f(a(t) 7 lim f(y(t).

t—0 t—0

De onde segue que o limite lim  f(z,y) ndo existe. Concluimos que a fungao f(z,vy)
(r.0)=(0.0)
nao é continua em (0, 0).

Assim, quando existem as derivadas parciais de f(z,y) em (zg,yo) nao implica que f é
continua em (z,yo). Entretanto, para fungoes de uma varidvel real sabemos que, quando
f(z) tem derivada em xg, isso implica que f(x) é continua em z,. Desse jeito, observamos
que derivadas parciais nao é uma boa generalizacao do conceito de diferenciabilidade de
funcao de uma variavel real.

3.1 Funcoes diferenciaveis de duas variaveis

Queremos agora dar um conceito de diferenciabilidade para func¢oes de varias variaveis
reais que seja uma boa generalizacao da nocao de diferenciabilidade para fungoes de uma
variavel.

No que segue, usaremos as seguintes propriedades de limite de fungoes de uma variavel.

Proposicao 3.1. Seja f(x) uma funcao definida em um intervalo ou em uma reuniao de
intervalos e xo um ponto do dominio de f(x) ou extremidade de um dos intervalos que
compoem Dy.

(1) lim f(x) = L se, e somente se, lim [f(x) — L] =0;

T—x0 T—X0

(2) lim ) =0 se, e somente se, lim @) =0.
T—T0 €T T—T0 |,I"

Uma funcdo f(x) de uma variavel ¢ diferencidvel em um ponto zy do interior do seu
dominio se existir o limite

lim f(xo+h) — f(xo) '
h—0 h
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Observemos que tal limite é justamente a derivada de f(z) em z, isto é,

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h

= f'(wo)-

Uma primeira tentativa para generalizar o conceito de diferenciabilidade para funcgoes
de duas varidveis seria dizer que f(z,y) é diferencidvel em (x¢,yy) € Dy se existir o limite

i S (o, 90) + (h, k) — [ (20, yo)
(h,k)—(0,0) (h, k)

Mas esse limite nao faz sentido porque nao existe divisao por (h, k).

Daremos entao uma versao equivalente de diferenciabilidade para f(z) que possa ser
generalizada para f(z,y). Desse modo, podemos dizer que f(z) é diferencidvel em x, se
existir a € R tal que

f(@o+h) — f(x0)

lim =a
h—0 h

Observemos que a = f’(xq). Assim, segue da parte (1) da proposicao 3.1, que isso equivale
a dizer que

f(zo+h) — f(xo)

i h —ap =0
ou seja,
lim f(xo +h) — f(xo) — ah —0
h—0 h
o que é, pela parte (2) da proposigao 3.1, equivalente a
lim f(xo+h) — f(xo) —ah —0
h—0 |h|

Assim, diremos que f(x) é diferencidvel em z se existir uma constate a tal que

lim f(zo+h) — f(xo) — ah _0
h—0 |h

Essa nogao pode ser estendida para fungoes de duas varidveis da seguinte maneira.

Defini¢ao 3.1. Uma funcao f(x,y) € diferencidvel em (xq,yo) € Dof se ezistirem duas
constantes a e b tais que

. f((x(by()) + (ha k)) - f(I‘O, yo) —ah — bk
lim —0
3500 1
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Chamaremos de func¢do erro da fun¢do f no ponto (xg,yo) e relativa as constantes a e b
a funcao F(h, k) dada por

E(h,k) = f(xo + h,yo + k) — [f (20, y0) + ah + bK]

Assim, f(x,y) é diferencidvel em (xz¢,yo) se, e somente se,

B(h, k)

im =0. 3.1
(h,k)—(0,0) H(hkz)|| (3-1)

it 3.1) impli li E(h,k) =0. De fat
emos que (3.1) implica que (hk)lg%oo) (h, k) e fato,

lim FE(hk) = lim FE(h,k)- ”( il
(h,k)—(0,0) (h,k)—(0,0) H( ol

E(h, k)
= lim VR + k2
(hk)=00) ||(h, k)|

= 0-0
= 0.

Como E(h,k) = f(zo + h,yo + k) — [f(x0, o) + ah + bk] podemos entender o conceito da
fungao erro em (h, k) como sendo o erro cometido ao aproximarmos f(xg + h,yo + k) por
f(zo,y0) + ah + bk. Portanto, se f(z,y) é diferencidavel em (zo, yo), entao

f(xo+ h,yo + k) = f(x0,90) + ah + bk

em que o erro cometido nessa aproximagao é E(h, k) e tal erro é, tanto menor, quanto maior
for a proximidade de (xo + h,yo + k) € (z0,%0), pois o

lim E(h,k)=0.
(hyk)—=(0,0)

Em vista disso, concluimos que se f(x,y) é diferencidvel em (xg, ), entao o valor de f no
entorno desse ponto pode ser aproximando por f(xg,yo) — ah — bk e o erro cometido nessa
aproxim¢ao tende a zero mais rapido que ||(h, k)||, pois

E(h k)

im =0.
(00 [ K]

Mostremos agora o resultado que esperavamos e que motivou a definicao de diferencia-

bilidade de f(z,y).

Proposicao 3.2. Se f(x,y) € diferencidvel em (z,yo) € ﬁf, entdo f é continua em (xo, Yo).
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Demonstracao.
Seja f(x,y) diferencidvel em (xg, o). Portanto, existem constantes a e b tais que se
E(h, k) = f(zo + h,yo + k) — f(z0,y0) — ah — bk,
entao

lim E(h, k) =0
(h,k)=(0,0) || (R, k)]

Temos que f(xg+ h,yo + k) = f(xo, yo) + ah + bk + E(h, k). Logo

li h k) = li
(h,k)ILI%O,O) f(xo * Yo + ) (h,k)ILI%O,O)

= f(wo,0)-

Agora, fagamos a seguinte mudanca de variavel nesse limite

[f(xo, yo) + ah + bk + E(h, k)]

(h, k) = (0,0) = (z,y) = (0, %o)

Assim,
lim  f(z,y) = f(zo,%0)-

(z,y)—(x0,y0)

Portanto, f(z,y) é continua em (zg, o).

Adiante daremos um contra-exemplo que mostrara que a reciproca da proposicao anterior

nao é verdadeira.

Vejamos agora que se f é diferencidvel em (zo, yo), entdo f(z,y) nao é somente continua

nesse ponto, mas também possui as derivadas parciais em (g, yo)-

Proposicao 3.3. Se f € diferencidvel em (xq,yo) € Dof, entao existem as derivadas parciais

de f(z,y) em (xo,o)-

Demonstracao.
Como f(z,y) é diferencidavel em (xg,yo), existem a,b € R tais que

f(xo+h,yo + k) — f(xo,y0) —ah — bk

lim = =0
(hJ)—(0,0) (R, k)|
Sejam
E(h, k) f(zo+ h,yo + k) — f(z0,y0) — ah — bk,
E(h, k)
hE) = —2"
Gk = R
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Temos que

li = 0. 2
wdmGk) = 0 (3.2)

Como (g, yo) pertence ao interior de Dy, existe um intervalo aberto I contendo zero e tal
que (zo + t,yo) € Dy, para todo t € I. Seja « : I — R? dada por a(t) = (¢,0). Segue de
(3.2) que

Mas,

12

f(xo +t,y0) — f(xo,90) —a

t
Portanto, lim;_, = 0. Segue dai e da parte (2) da proposi¢ao

2]
t — —at
3.1 que limy fzo +1,y0) tf(l"o,yo) atr _ 0, ou seja,
t _
lim f(zo +t,y0) — f(xo, 4o) _al =0
t—0 t
t —
Agora, usando a parte (1) da proposi¢ao 3.1, obtemos lim;_,q flwo + ,yoi J (o, 40) —
Portanto,
O (w0, 10)
—(x = a.
or 05 Yo

O que prova a existéncia da derivada parcial em f em rela¢do a x no ponto (zg, y). Mostra-
se de manenira analoga que %(wo, Yo) = b e, assim, concluimos que a derivada parcial de
f em relacdo a y no ponto (xg,yp) também existe.

O
Exemplo 3.2. Como pode ser facilmente verificado, a funcao, definida em todo o conjunto

R? por,

.T3

flay) =4 ¥V
0 se (z,y) = (0,0).

se (z,y) # (0,0),
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é continua em (0,0), possui derivadas parciais em (0,0), mas nao é diferenciavel em (0,0).
Assim sendo, essa funcao é um contra-exemplo para a reciproca tanto da proposicao 3.2
quanto da proposicao 3.3.

Mostramos que se uma fungao f(x,y) é diferencidavel em (xg,1o), entdo f admite as
derivadas parciais em (z, o) e tais derivadas parciais sdo justamente as constantes a e b
que aparecem na funcao erro. Dessa forma, segue o seguinte corolario.

Corolario 3.1. A funcao f(x,y) € diferenciavel em (xo,y0) se, e somente se, f(x,y) tem

)

derivadas parciais em (xo,vyo) € lim ———
(o, 40) (hde)—(0,0) || (R, )|

=0, em que

E(h,k) = f(zo+h,yo + k) — f(w0,y0) — %(iﬂo,yo)h - g—i(%,yo)k-

3.2 Condicao suficiente para diferenciabilidade

O proximo teorema nos diz que a existéncia e continuidade das derivadas parciais de
uma funcao f é uma condicao suficiente para diferenciabilidade de f.

Teorema 3.1. Sejam f : A C R?> — R, com A aberto e (xg,y0) € A. Se as derivadas
parciais de f existem em A e sdo continuas em (xo,Yo), entao f € diferencidvel em (o, yo)-

Diremos que uma fungao f(z,y) é diferencidvel em B C Dy se f(z,y) é diferenciavel em
todos os pontos de B. Se f(x,y) for diferencidvel em Dy, diremos, simplesmente, que f é
diferenciavel.

Sejam f(x,y) uma funcdo e A um subconjunto aberto de Dy. Diremos que f(z,y) é de
classe C! em A se as derivadas parciais de f sdo continuas em A. Nesse sentido, o seguinte
corolario é uma consequéncia do teorema anterior.

Corolério 3.2. Sejam f(x,y) uma fungao e A C Dy, com A aberto. Se f € de classe C*
em A, entao f € diferencidvel em A.

3.3 Plano tangente

Sejam f(x,y) uma fungao diferenciavel em (xg,yo) € Dof, I e J intervalos abertos com
zo € I ey € J e tais que (z,v0), (z0,y) € Dy, para quaisquer s € [ ey € Je a: [ — R?
ey :J — R? curvas definidas por

Oé(x> = (Iay07f<x790))7
Bly) = (x0,y, f(z0,y))
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A imagem de cada uma dessas curvas pertence ao grafico de f. Logo o/(xg) e 7'(yo) sdo
vetores tangentes ao grafico de f no ponto (o, yo, f(zo,y0)). Temos que

o (zg) = (1, 0, g—i(iﬁmyoo ;
B'(y) = <O, L, g—g(fﬁoayo)> :

O vetor 11 = 7'(yo) X /(o) é um vetor perpendicular a ambos os vetores 7' (yo) e o (xp).
Temos que

i g k
of
n = 0 1 a_y(x()ay(])
0
1 0 8—£(foayo)

0 19)
= (8_£<x0’y0)’8_§(x0’y0)’_1>'

O plano que passa por (xg, Yo, f(x0,yo)) € é perpendicular ao vetor 77 é chamado de plano
tangente ao grafico de f no ponto (xo, o, f(Zo,%0)). Podemos obter uma equacdo para
esse plano observando que, se (x,y,z) é um ponto genérico desse plano, entdao o vetor
(x,y,2) — (xo, Yo, f (o, yo)) é perpendicular ao vetor 7. Portanto, o produto escalar desses
vetores é nulo, ou seja,

of of

(35 — 20, Y — Yo, # — f(fo,yo)) : <%($0,y0), a—y(a:o,yo), —1) =0.

Logo 5 5
a—i(%, Yo)(z — x0) + a—z(xoayO)(y — o) — 2z + f(w0,90) = 0.

Assim, a equacao do plano tangente é dada por

z = a—f(wo, Yo)(r — w0) + a—f(900790)(y — o) + f(%o, Yo)- (3-3)

ox y
Uma fungao que tem derivadas parciais em um ponto (zg,yo), mas nao é diferencidvel
nesse ponto, tem uma equacao tal como (3.3), mas o plano descrito por essa equagao nao é
geometricamente tangente ao grafico de f no ponto (xo, yo, f(xo, %0))-

Conforme pode ser visto em [5], mostra-se que, por f(x,y) ser diferencidvel em (zo, yo),
o plano tangente ao grafico de f(x,y) no ponto (xg, yo, f (o, yo)) contém a reta tangente a
qualquer curva nesse ponto, desde que a curva seja diferencidvel e esteja contida no gréafico

de f.
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3.4 Regra da cadeia

O préximo teorema trata do cdlculo da derivada de uma funcao de uma varidvel obtida
pela composicao de uma funcao de varias variaveis com uma curva.

C Df. Se
fla(t)) €

Teorema 3.2. Sejam o : D, C R = R" e f : Dy C R* = R, com Im(a)
a € diferencidvel em ty e f € diferencidvel em «(ty), entdo a composta F(t) =
diferencidvel em ty e sua derivada é dada por

F'(to) = Vf(a(ty)) - & (to). (3.4)
No caso em que n = 2 no enunciado do teorema anterior, temos z = f(z,y) e a(t) =
(z(t),y(t)). Assim, se F(t) = f(a(t)) a identidade (3.4) fica da seguinte forma
dz .\ pn Of dx Of dy
P = Vi) w0 -3 T 2D

com as derivadas parciais calculadas em «(t).

3.5 Derivada direcional

Primeiramente vamos considerar a definicao de taxa média da variacao de uma funcao.
Dado um ponto P = (x¢,ys) € R? e um vetor @ = (a,b), sabemos que a equagao vetorial da
reta r que passa por P e tem « como vetor diretor é

r(t) = (zo + at,yo + bt).

Consideremos z = f(z,y) uma funcao diferencidvel, de modo que exista um intervalo I =
[—s,s] com r(t) € Dy, para todo ¢t € I. Entao, f(r(t)) representa a imagem dessa parte da
reta r(t) pela funcao f, sendo uma fungdo somente da varidvel ¢. Denotaremos por G(t)
essa fungao, isto é, G : [—s, s] — R, dada por

G(t) = f(r(t)) = f(zo + at,yo + bt).

Se estamos interessados em analisar o comportamento da funcao f apenas para pontos
do dominio de f que pertencem & reta r(t), podemos usar a fun¢ao G(t), a qual é fungao de
uma s6 variavel.

Se ha uma variagao para pontos no dominio de f que estao sobre a reta, isto é, pontos
na interseccdo Dy N r(t), com (x,y) passando do ponto P = (x¢,yo) para um ponto @ =
P+ ti = (zo + at,yo + b), entdo z sofre uma variagao correspondente por meio da funcao
f, a qual também pode ser medida pela funcao G e é dada por

Af = f(Q)— f(P) = flxzo + at,yo + bt) — f(xo,y0) = G(t) — G(0) = AG.
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A taxa média de variacao de z entre os pontos P e () é dada por

Af Af  AG
|PQI el [eflfal]

Se @ é um vetor unitério, isto é, ||| = 1, obtemos:
Af  AG
1PQI I

Portanto, se o vetor @ é unitério, a taxa média de variacao de f entre os pontos (g, yo) €
(xo + at,yo + bt) coincide com a taxa média de variagdo de G no intervalo [0,¢]. O limite
dessa taxa média, quando ¢t — 0, que é G'(0), é o que definimos como sendo a derivada
direcional da funcao f, conforme definido abaixo.

Definigao 3.2. Sejam f(z,y) uma fungio definida em um conjunto aberto A C R?. Chamamos
de deriwada direcional de f no ponto (xo,y0) € na dire¢ao do vetor unitdrio @ = (a,b), de-

0
notada por a—‘i(aso,yo), ao limite
u

of T f(zo + at,yo + bt) — f(xo,y0)
%(xo,yo) = 11_{% ;

se esse limite existir.

A derivada direcional da f no ponto (zo,yo) e na dire¢cdo do vetor unitario @ é vista
como sendo a taxa de variacdo instantanea da funcao f no ponto (xg,yo) e na direcao e
sentido do vetor .

Segunda a definigdo anterior, a fun¢ao f nao precisa ser diferenciavel no ponto (xg, yo)
para calcularmos a derivada direcional de f nesse ponto e na direcao de um dado vetor
unitario u. Alids, conforme é frisado na definicao, a derivada direcional pode nao existir
em um determinado ponto e em uma dada dire¢ao. Mas, se f for diferencidvel em (xq,yo),
entao f tem derivada direcional nesse ponto e em todas as diregoes, além de haver uma
formula mais simples que a da definicao para o célculo da derivada direcional. Isso é o que
afirmo o préximo teorema.

Teorema 3.3. Seja f : A — R, com A C R? aberto. Se f for diferencidvel em (zq,v) € A,
entao f admite derivada direcional neste ponto e na direcao de qualquer vetor unitdrio U =

(a, b) e
of

a—ﬁ(xoayo) = Vf(xo,yo)'ﬁ- (3-5)
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Demonstracao.
Sejam U = (a,b) um vetor unitario e r(t) = (zo + at, yo + bt) a equacao vetorial da reta
que passa por (g, yo) e tem a dire¢ao do vetor @ . Como visto acima, definindo
G(t) = f(r(t)) = f(zo + at,yo + bt).
Entao

G/(0) = Tim G(0+1t) — G(0)  lim f(xo + at,yo + bt) — f(z0,v0) _ g(wmyo)-

10 t 10 t ou

Por outro lado, como G(t) = f(r(t)), entao pela regra da cadeia, a derivada da composta

f(r(t)) é dada por
G'(t) =V [f(rt) r'(t) =V f(xo+ at,yo + bt) - (a,b).

Em particular para t = 0 temos

0
a_z(xojyo) = G'(0) = Vf(zo,v0) - (a,b).
O
De (3.5) segue que
g%(xmyO) - Vf(xo’yo). < a,b >

0 0
= a_i(%’?/o) ca+ 8—5(5’307290) - b.
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Capitulo 4

Maximos e minimos de funcoes de
duas variaveis

Neste capitulo vamos inicialmente definir os diversos tipos de pontos de maximo e de
minimo de uma funcao de duas variaveis reais a valores reais. Dentre esses tipos de pontos
de maximo e de minimo, estaremos particularmente interessados nos pontos de maximo e
minimo locais. Para esse apresentaremos um método de como encontra-los.

4.1 Pontos de maximo e pontos de minimo

Sejam f(z,y) uma fungao a valores reais, A um subconjunto do dominio de f(z,y) e
(x0,90) € A. Entao dizemos que (xg,yp) é um ponto de mdzimo de f(x,y) em A se

f(x,y) < f(x(]?y())v para todo (x,y) S A.

Neste caso, dizemos que f(zo,¥yo) é 0 valor mdzimo de f em A. Dizemos que (z, o) é um
ponto de minimo de f(z,y) em A se

f(x(]?yO) < f(xay)7 para todo (Q?,y) €A
Neste caso, dizemos que f(xg, o) é 0 valor minimo de f em A.

Seja f(x,y) uma funcao de duas variaveis e (zg,yo) € Dy. Dizemos que (zo,%) é um
ponto de mdzimo global de f(z,y) se

f(@,y) < f(zo, y0), para todo (z,y) € Dy.

Neste caso, dizemos que f(zg,vo) é 0 valor mdzimo de f. Dizemos que (xg, ) é um ponto
de minimo global de f(x,y) se

f<x07y0) < f(mvy)v para todo (xay) € Df
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Neste caso, dizemos que f(xo, o) é 0 valor minimo de f.

Dizemos que (zg, ¥o) é ponto de mdzximo local de f se existir uma bola aberta B de centro
em (zo,yo) tal que B C Dy e

f(z,y) < f(xo,yo) para todo (z,y) € B.

Dizemos que (g, o) é ponto de minimo local de f se existir uma bola aberta B C Dy tal
que
f(ffo,yo) < f(xvy)a para todo (l’,y) € B.

Os pontos de maximos e minimos (globais ou locais) da fungao sdo chamados extremos
ou extremantes da funcao.

1
2 +y? 417
O valor méximo dessa funcao é igual a 1. Observemos no grafico (4.1) que essa fung¢ao nao
tem ponto de minimo global.

Exemplo 4.1. O ponto (0,0) é ponto de maximo global da fungao f(x,y) =

Figura 4.1:

Exemplo 4.2. O ponto (0,0) é ponto de minimo global da funcao f(z,y) = 22+ y?. O
valor minimo dessa funcao é 0. Observemos no grafico (Figura 4.2) que essa func¢ao nao tem
ponto de maximo global.
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Figura 4.2:

Exemplo 4.3. O ponto (1,1) é ponto de maximo da funcao f(z,y) = 22 + y? no quadrado
A={(r,y) eR%Z0< 2 <1e0 <y <1} O valor méximo de f(z,y) em A é 2. O ponto
(0,0) é ponto de minimo de f(x,y) em A e o valor minimo de f(z,y) em A é zero. (ver a
Figura4.3).
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Figura 4.3:

Exemplo 4.4. Todos os pontos da circunferéncia de centro na origem e raio 1 s@o pontos
de méximo da funcio f(z,y) = 2% + y* no disco A = {(x,y) € R% z*> + 3> < 1}. O valor
méximo de f(z,y) em A é 1. O ponto (0,0) é o ponto de minimo de f(z,y) em A e o valor
minimo de f(z,y) em A é zero.

Figura 4.4:
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Exemplo 4.5. Os pontos de mdximo e minimo da funcao f(z,y) = 2% + y? sobre a elipse
A={(z,y) e R 2? + % = 1} s@o os pontos (0,2) e (0, —2). Tais pontos correspondem aos
pontos que estdo mais acima da curva contida no gréfico de f (ver a Figura 4.5). O valor
de méaximo de f em A é, portanto, 4. Os pontos de minimo de f em A sao (1,0) e (—1,0).
Esses pontos correspondem aos pontos que estdo mais abaixo da curva contida no grafico
de f (ver a Figura 4.5). O valor de minimo de f em A é 1.

Figura 4.5:
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Observando as curvas de nivel de f (veja a Figura 4.6) fica evidente que os pontos (0, 2)
e (0,—2) da elipse 2% + y; = 1 sdo pontos de maximo de f em A e que os pontos (1,0) e
(—1,0) dessa elipse sao pontos de minimo de f em A. Pode-se observar também que a reta
tangente a elipse no ponto (0,2) coincide com a reta tangente a curva de nivel em f em
(0,2). Acontece o mesmo com os demais extremantes de f em A.

Figura 4.6:

3=
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Exemplo 4.6. A fungao f(x,y) = (=23 + 3z)(y? — 1) possui ponto de maximo local em
(—1,0) (ver a Figura 4.7). Entretanto este ponto ndo é ponto de maximo global de f. Por
sua vez, o ponto (1,0) é ponto de minimo local e também este ponto nao é ponto de minimo
global de f.

Figura 4.7:

4.2 Condigoes necessarias para que um ponto interior
ao dominio de f seja um extremante local de f

Sejam z = f(z,y) uma funcéo e (zo,yo) um ponto interior de D;. Suponhamos que
(x0, o) seja um extremante de local de f e que f tenha derivadas parciais nesse ponto. Por
exemplo, suponhamos que (zo, 7o) seja um ponto de méximo local de f. Como (zg, yy) € ﬁf,
exite um intervalo aberto I, com zy € I. Consideremos a funcao g : I — R definida por

0
g(x) = f(z,y0). Observamos que ¢'(xg) = a—f(xo,yo). Logo, g é derivavel em z5. Como
x
(x0,Y0) é ponto de maximo local de f(x,y), temos que zy é ponto de maximo de g. Logo,
0
g'(z9) = 0, assim a—(a:o,yo) = 0. Analogamente, mostra-se que a—f(l‘o,yo) = 0. Dessa
T Yy

forma, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.1. Seja z = f(x,y) uma fungdo diferencidvel em um conjunto aberto. Se um
ponto (zo,yo) desse conjunto € um ponto extremante local (ponto de mdzximo ou de minimo
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.0 0
local), entao 0_£(x0’y0) =0e 8_£<x0’y0) = 0.

Nas hipdteses desse teorema, o gradiente de f em (zg,yo) é o vetor nulo, ou seja,
f(%?yo) = <070>

Como o plano tangente ao grafico de f(x,y) no ponto (o, Yo, f(zo, o) é dado por

z = %(xmyo)(l‘ — o) + g—g(xo, v0)(y — yo) + (20, %0)-

Segue que se (zg,yo) € D ¢ € extremante local de f, entao uma equacao do plano tangente ¢
dada por z = f(xg,yo). Logo, tal plano tangente é paralelo ao plano zy. Se (xg,yo) é ponto
de méaximo local de f(x,y), entdo o mencionado plano tangente, em uma vizinhanca do
ponto (g, Yo, f(xo, yo)) estd acima do grafico de f(x,y). Mas, se (xg, yo) é ponto de minimo
local de f(z,y), entdo, em uma vizinhanga do ponto (g, yo, f (20, yo)), 0 plano tangente esta
abaixo do grafico de f(x,y).

O teorema anterior nos diz que, para encontrarmos os pontos interiores de Dy que sao
extremantes locais de f, devemos procurar dentre aqueles pontos (zg,yo) que satisfazem

of of
8x—0 e ay—O.

Definigao 4.1. Seja funcao z = f(x,y) definida num conjunto aberto. Um ponto (xq,yo)

desse conjunto é um ponto critico de [ se as derivadas parciais a—(aso,yo) e =—(zo,Yo) sdo
x

dy

1gUals a zero.

Geometricamente, podemos pensar nos pontos criticos de uma funcao z = f(x,y) como
os pontos do dominio de f que correspondem a pontos do grafico da fun¢ao nos quais o
plano tangente é horizontal.

E importante lembrar que o fato de um ponto (g, yo) ser um ponto critico de f é uma
condigao necessdria, mas nao suficientes, para que (xg,%o) seja um extremante local, pois
h& casos nos quais um ponto critico nao é nem pontos de maximos local, nem pontos de
minimos local da fun¢ao. Um tal ponto é recebe a denominacao dada na seguinte definigao.

Defini¢ao 4.2. Um ponto critico de uma funcdo f(x,y) que nao ponto de mdzximo local e
nem ponto de minimo local de f é chamado de ponto de sela de f.

Exemplo 4.7. O ponto (0,0) é ponto de sela da fungao f(z,y) = y* — 2* (ver figura 4.8).

O gréfico de f(z,y) = y*> — 2% na vizinhanga de (0,0,0) tem o aspecto de uma sela de
cavalo (veja a figura 4.8). Nesse sentido, esta aparencia serve de inspira¢ao para a defini¢ao
supracitada.
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Figura 4.8:

Se (z9,Y0) € um ponto de sela de f(x,y), entdo o plano tangente ao gréfico de f(z,y)
em (o, Yo, f(zo,vo) é paralelo ao pano zy, mas em toda a vizinhanga de (zo, yo, f (o, o),
ha pontos do grafico de f(x,y) que estdo acima do plano tangente e ha pontos do grafico
de f(z,y) que estdao abaixo desse plano tangente.

4.3 Uma condicao para um ponto critico ser extre-
mante local

Seja agora f(z,y) uma funcdo tal que Dy é aberto e seja (¢, yp) um ponto de méximo
local de f(x,y). Suponhamos que f(z,y) seja de classe de C? e consideremos a fungio
g : I — R, definida por g(z) = f(z,v0), em que I é um intervalo aberto com xy € I. Temos
que

g/(l') = %($07y0)7
2
9(r) = 9L G0m)

Sendo (g, o) um ponto de maximo local de f(z,y), segue que xy é ponto de maximo local
de g. Logo zp é um ponto critico de g e, pelo teorema 1.8, nao podemos ter ¢”(zg) > 0, pois
se assim fosse, x( seria ponto de minimo local de g. Portanto, temos que

g/(xO) = OJ
g"(xg) < 0.
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Logo
of

%(Im yO) = O?
82
7{(9507 Y) < 0.

Se tivéssemos tomado a fungao h(y) = f(zo,y), terfamos concluido que

0
g/($) = a_§(x07y0) = Oa

" o*f
g (z) = a—yz(xo,yo) < 0.

Se (g, yo) fosse ponto de minimo local de f(z,y), entao terfamos obtido

0 0
(‘9_£<x0’y0> =0, 8_5(%’%) =0

0*f o*f

—=(z >0, —(wo, > 0.

8:62( 05 %0) ayQ( 05 Y0)
Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.2. Sejam f(z,y) uma funcio de classe C* em um aberto A e (xg,10) € A.

(a) Se (xo,y0) € um ponto de mdzimo local de f(x,y), entdao (xo,yo) € um ponto critico de
2 2

] 0
Few) e 2L o,0) < 0, 2L (a0, 10) <0
(b) Se (xg,y0) € um ponto de minimo local de f(x,y), entdo (xo,y0) € um ponto critico de
5 8>
f(z,y) e ﬁ(wanO) 20, a—:y{(xo,yo) = 0.
4.4 Condicoes suficientes para que extremantes sejam
pontos de minimo local, maximo local ou ponto de

sela

Sejam f(z,y) uma funcio de classe C? definida num aberto A C R? e (g, yo) um ponto
critico de f. Nosso objetivo, agora, é estabelecer condicoes suficientes sobre as derivadas
parciais de 2* ordem de f para que (xg, yp) seja um ponto de maximo local f, um ponto de
minimo local de f ou um ponto de sela de f.

37



Sendo (xg,yp) um ponto critico de f, sabemos que o plano tangente ao gréfico de f em
(20, Yo, f(x0,yo)) ¢ paralelo ao plano xy. Para todo o vetor ¢ = (h, k) # (0,0), consideremos
a funcao

gs(t) = f(zo + th,yo + tk)

Observemos que ¢7(0) = f(zo,yo) (ver a figura 4.9) e que o gréafico da gz pode ser visto
como sendo a intersec¢ao do grafico de f(x,y) com o plano perpendicular ao plano zy e que
contém a reta

(xaya Z) = (‘TO:yOaO) +t(hak70)

Figura 4.9:

6=62832
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Como (xo,70) € A e A é aberto, a funcao gz(t) estd definida num intervalo I aberto com
0 € I. Além disso, gz(t) possui derivadas até 2* ordem continuas em I, pois, pela regra da
cadeia, temos

0 0
g%(t) = a—i(l‘o + th, Yo + tk)h + 8—‘5(% + th, Yo + tl{?)k

0? 0?2
95 (t) [—f(:vo + th, yo + th)h + / (20 + th, yo + tk)k] h+

0x? 0x 0y

*f 2f
[8y8x (zo + th,yo + tk)h + a—yZ(ﬂCo +th,yo + tk)k} k.

Usando o teorema de Schwars obtemos

"t _ 0 th tk)h? 282f th tk)hk f th tk)k?
96()—w($0+ Yo + th)h™ + axay(%‘i‘ . Yo + tk) "‘8_3/2(1’04‘ . Yo + th)E-.

o2f  0*f 0% f
0x?’ Ox0y ¢ Oy?
temos que g¢”(t) é continua em I. Assim, uma condicao suficiente para que (zg, o) seja um
ponto de minimo local de f(x,y) é que t = 0 seja ponto de minimo de gz (t), para todo
vetor v # 0. E uma condicao suficiente para que isso aconteca é que

Como sdo continuas e a curva «(t) = (x¢ + th,yo + tk) é continua,

g5(0) =0 e g%(0) > 0, para todo @ # 0.

Como (29, yo) € ponto critico de f e g;(0) = g—f(xo, Yo)h + g—f(xo, Yo)k, temos que g(0) = 0.
Z )

Portanto, apenas a condigao
g%(0) > 0, pata todo @ # 0)

¢ suficiente para que o ponto critico (g, o) seja ponto de minimo local de f. Como g% é
continua, segue do teorema da conservagao do sinal que existe um intervalo aberto J para
o qual ¢gZ(t) > 0, para todo t € J. Logo a concavidade de ¢”(t) é para cima, para todo o
vetor nao nulo ¥ e, assim, o grafico de f(z,y) estd acima do plano tangente a esse grafico
no ponto (o, Yo, f(xo, o). Pontanto, (xg,yo) é ponto de minimo local de f.

De modo anélogo, uma condigao suficiente para que (g, yo) seja ponto de maximo local
de f é que

g=(0) =0 e g4(0) <0, para todo ¥ # 0.
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Nesse sentido, uma condicao suficiente para que o ponto (zo,yo) seja um ponto de sela
de f é que existam vetores nao nulos v] e v5 tais que

g (0) <0 e g%(0) >0,

pois assim g terd concavidade para baixo e g, terd concavidade para cima, de modo que
o gréfico de f, em toda vizinhanca do ponto (zo, Yo, f(Zo, %)), terd pontos acima e pontos
abaixo do plano tangente a esse grafico e, portanto, (xg, 7o) nao serd ponto de maximo local
de f nem ponto de minimo local de f. Assim, temos

9 f s o O ’f 2
91/7/(0) = 8[)’]2 (I071/0>h +2axay<x07y0>h’k+ ayg (J3ano)k .
facili . o 0% f 0?
Para facilitar a notagdo vamos escrever a = @(:co, Yo), b= 529 (xo,90) € c = W(QJO, Yo)-

Entao
gi(0) = ah® + 2bhk + ck?

Supondo a # 0, temos

2 2
= a (h—l-%) +(E—b—2)k2]
a a a

Observamos que o niimero ac — b? pode ser escrito na forma de determinante de uma matriz
2 X 2, ou seja,

Vamos usar a notacao

Logo



De onde segue que

bEN? 1
J"(0)=a (h + ;) + EH(QTO, o) k2.

Portanto, se H(xp,70) > 0 e a > 0, entao ¢”(0) > 0. E se H(xo,y) > 0 e a < 0, entdo
¢"(0) < 0. Dessa forma, temos

(i) Se H(xo,90) > 0 e a > 0, entao (o, yo) é ponto de minimo local de f;

Figura 4.10:

8=62832
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(ii) Se H(zo,y0) > 0 e a <0, entdo (g, yo) ¢ ponto de maximo local de f.

Figura 4.11:

6=6.2832
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Suponhamos agora H(zg,yo) < 0. Desse modo, consideremos os vetores v; = (1,0) e
U3 = (—b,a). Temos, g (0) = a e g (0) = H(xg,yo)a. Portanto, g;.(0) = a e g;.(0) =
H(xg,yo)a tem sinais contréarios. Logo (xg,yo) é ponto de sela de f. Assim, provamos que

(iii) Se H(xg,yo) < 0, entao (xo,yo) é ponto de sela de f.

Figura 4.12:

6=62832
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Lembramos que

=5 (@0, %o) F (0, 0)
O f Ox? > dxdy
a =L (w,0) ¢ Hlwo,) =
oz *f
Oz dy (z0.30) oy’ (70 0)

A fungao H(z,y) definida em A por

an an
922 0Y)  grg, (V)

H(x,y) = oy oy

¢ chamada de o hessiano da funcao f. Assim, segue a seguinte definicao Temos entao o
seguinte teorema que fornece condigdes suficientes para que (xg,%p) seja um extremante
local ou ponto de sela de f(z,y).

Teorema 4.3. Sejam f(z,y) uma fungao de classe C* em um aberto A e (zg,y0) € A um
ponto critico de f, entao:

o2

(a) Se H(xg,y0) >0 e @(xo,yo) > 0, entdo (xo,y0) € ponto de minimo local de f.
o2

(b) Se H(xzo,y0) >0 e @(xo,yo) < 0, entao (xo,y0) € ponto de mdzximo local de f.

(c) Se H(xg,y0) < 0, entao (xg,yo) € ponto de sela de f.

Se H(xg,y0) = 0, ndo podemos afirmar nada.

Exemplo 4.8. Vamos usar o teorema anterior para determinar os extremantes locais e os
pontos de sela da fungao

f(zy) = 2° + 22y + y* — 5.

Temos que V f(z,y) = (32 + 2y — 5, 2z + 2y). Para termos um ponto critico temo que ter
Vf(z,y) = (0,0). Portanto,
3r2 42y —5=0,
{ 20+ 2y = 0.

Da segunda equacgao segue que y = —x, entao, substituindo na primeira equagao, obtemos

322 -2 —5=0

44



As raifses dessa equacao sao g e —%. Quando = =

('_

5 _ _5 _
3, temos que y = —32 e quando = =

_2
3

temos que y = % Logo, (g, —g) e %, %) sao pontos criticos de f. Agora determinaremos
o hessiano de f. Temos ﬁ(m ) = 6x ﬁ(m )=2e ﬁ(95 ) = 2. Logo
0 f 0 f
w(l‘;y) ax—ay(l‘ay) 6 o
H(z,y) = =1y 2‘:1%—4
(o) L)
——(z —(z
Para o ponto (g, —g) temos
5 b
H|l-, —=) = 16>0
(573) = w00
Pf (5 b
— =, —=] = 10>0.
12 (37 3)

Concluimos que o ponto (g, —g) ¢ um ponto de minimo local de f. Quanto ao ponto
(—%, %) temos
2 2

(-2, 2
(-55)
2 2

logo o ponto (—5, 3) ¢ ponto de sela de f. Observando o grafico da funcao f(x,y) =
23 + 22y + y* — 5z nas duas posigoes mostradas abaixo (ver Figura 4.13), fica claro que f

tem um ponto de minimo local e um ponto de sela.

12 <0,
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Figura 4.13: Gréfico da fungao f(z,y) = 2 + 22y + y? — 5.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Neste Trabalho apresentamos um estudo sobre maximos e minimos de funcoes de duas
variaveis. Para tanto, exploramos alguns resultados importantes aprendidos em Calculo I,
IT e III, os quais foram bases para a conclusao deste trabalho. Dessa forma, acreditamos
que os problemas aqui tratados podem ser estudados em cursos de Célculo como forma de
mostrar aos estudantes a nocao de que, na maioria das vezes, o que é abordado em poucos
paragrafos nos livros didéaticos, representa um resumo de uma longa discussao repleta de
experimentos e debates que perpassam décadas.

Entretanto, é importante também levarmos em consideragao dificuldades ou obstaculos
que se colocam quando da utilizacao das variadas metodologias aplicadas durante as aulas.
Diante disso, tratar as diversas metodologias e didaticas como algo motivador, poderd levar
o estudante a enxergar a Matematica como algo que exigisse o pensamento e a seriedade
necessaria, nao somente para ”resolver’um problema de cdlculo, mas como entender que
usando as técnicas que foram desenvolvidas em Calculo de uma variavel real, podem-se
generalizar em calculo de varias variaveis, além de tentar imaginar como os matematicos
tiveram que trilhar uma estrutura consideravel até chegar ao conhecimento que é ensinado
atualmente.

Portanto, tendo isto em vista, vislumbramos, com este estudo, a possibilidade de desen-
volver o conteudo e usar a softwares para plotar graficos como uma estratégia para favorecer
o ensino e a aprendizagem do Célculo.
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