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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo central realizar um estudo sobre alguns dos principais métodos
para a solucdo de sistemas lineares, dada a frequéncia significativa com que esses sistemas
surgem em diversas dreas, tais como engenharia, estatistica, biologia, financas, economia, entre
outras. Entre os métodos existentes, nossa atencao estard voltada para duas classes amplamente
reconhecidas: os métodos diretos, com destaque para a eliminacdo de Gauss e a fatoragdo LU, e

os métodos iterativos, com énfase nos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.

Considerando a complexidade de sistemas lineares que podem envolver centenas ou milhares de
equacOes, a abordagem computacional se mostra fundamental para encontrar solucdes exatas ou
aproximadas. Nesse contexto, faremos uso do software GNU Octave como a principal ferramenta
para desenvolver algoritmos capazes de calcular, de maneira direta ou iterativa, as solucdes

desejadas.

Ao final deste estudo, exploraremos a aplicagdo pratica desses métodos, destacando suas van-
tagens, limitacdes e a eficiéncia de cada método visto através do GNU Octave. A intengdo é
fornecer uma compreensao aprofundada dessas técnicas, visando contribuir para a resolucao

eficiente de sistemas lineares em contextos diversos.

Palavras-chave: Métodos diretos. Métodos iterativos. GNU Octave.
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1 INTRODUCAO

Os sistemas de equagOes lineares sdo essenciais em diversas dreas da ciéncia e da
engenharia, modelando e descrevendo fendmenos complexos presentes na nossa realidade.
Resolver esses sistemas € um desafio crucial e, ao longo dos anos, diversos métodos t€m sido
desenvolvidos para obter solucdes precisas e eficientes, como por exemplo a eliminacao de

Gauss, fatoracao LU, método iterativo de jacobi, Gauss-Seidel, dentre outros.

O avanco tecnoldgico nos proporcionou uma alta capacidade de processar dados e realizar
operacdes em fragdes de segundos, porém, antes de visualizarmos os resultados obtidos pelos
métodos computacionais obtidos através do software GNU Octave, precisaremos entender a
fundo o que de fato s@o os sistemas lineares e entender como funcionam os principais métodos
de solugdo de sistemas lineares. Uma vez em que entendermos como tais métodos funcionam,
teremos total capacidade de aplicar algoritmos poderosos o suficientes para solucionar os mais

variados problemas envolvendo sistemas lineares.

Faremos um breve resumo do que sdo os sistemas lineares e suas operagdes de linhas,
apos isso, daremos destaques nos principais métodos diretos e iterativos para solugdo destes
sistemas, finalizando com a aplicacdo direta com o software GNU Octave, utilizando tudo que

foi visto para escolher o método de acordo com o objetivo em cada contexto.



2 SISTEMA DE EQUACOES LINEARES E SUAS OPERA-
COES ELEMENTARES

Introduziremos agora nogdes bésicas sobre o que sdo sistemas de equacoes lineares e as
operacgdes elementares que podemos fazer sobre eles, e entdo, utilizando desses conhecimentos
teremos poder suficiente para aprender sobre a elimina¢ao de Gauss e a fatoracdo LU, métodos
diretos que se utilizam de passos finitos para encontrar a solu¢cdo de sistemas lineares, a menos

de erros de aproximacao.

Um sistema de equagdes lineares € um conjunto de equacdes lineares, ou seja, equagoes
nas quais cada termo é uma constante ou uma varidvel multiplicada por uma constante, € em que
as varidveis estdo elevadas a primeira poténcia. Um sistema de equagdes lineares € composto por

duas ou mais equagdes lineares que envolvem as mesmas variaveis.

Sistemas lineares sdo frequentemente vistos em problemas de dreas como as de engenha-
ria elétrica, quimica e economia, sendo possivel existir sistemas com centenas ou milhares de

equagdes e variaveis.

Um sistema desse tipo tem a forma:

Ey :anxi+apxy+---apx, = by

Ey :azxy +axpxy +---axpx, = by
2.1

Ey : anix1 +apxy + - - apXxn = by,

Neste contexto, as equagdes sdo representadas por E;, onde i = 1,2, ...,n. As constantes
associadas sdo denotadas por a;; para i, j = 1,2,...,n, enquanto os termos constantes de E; sdo

expressos como b; parai = 1,2,...,n. As incognitas a serem determinadas sao xi, ..., X,.

Dessa forma, os coeficientes da matriz A = [g;;] podem ser representados de maneira
matricial. Aqui, x é o vetor coluna das incégnitas xj,...,x,, € b = (by,b,...,b,) é 0 vetor coluna

que representa o termo independente das equagoes.

ajy aip - A x| by
a; axp - axy X2 by
=1 . (2.2)
aAml Am2 *°° Amn Xn by
N N—— =

>
=
S



2.1 Operacoes elementares em linhas

Dado o sistema de equagdes 2.1, podemos realizar trés tipos de operacdes afim de

simplificar o sistema:

* Multiplicagdo de uma equagdo por uma constante nao nula, substituindo a equacao original

pela resultante da multiplicag@o, ou seja (AE;) — E;.

* A equagio E; pode ser multiplicada por uma constante A nio nula e adicionada a equagdo

E;, substituindo a equagdo original pela resultante da operagdo, ou seja (E; +AE;) — (E;)

* As equagdes podem trocar de posi¢do, denotamos isso por (E;) <+ (E;)

Essas operacdes elementares sdo uma das principais ferramentas usadas em métodos
Diretos, buscando simplificar o sistema original, transformando-o em um sistema equivalente

mais facil de resolver como veremos a seguir.

2.2 Métodos Diretos para solucao de sistemas lineares

Os métodos diretos sdo uma classe de técnicas utilizadas para resolver sistemas de
equacoes lineares de forma exata, ou seja, encontrar a solucdo exata do sistema. No entanto, é
importante ressaltar que, em cdlculos numéricos, as solucdes obtidas através desses métodos
podem ndo ser exatas, mas aproximadas com uma certa margem de erro devido a fatores como
arredondamentos de nimeros, truncamentos ou limita¢des dos métodos utilizados. Esses erros de
aproximacdo sao inevitdveis, uma vez que as solugdes numéricas sdo representadas em formato

de ponto flutuante, com precisdo limitada, o que pode afetar a exatiddao da solugdo obtida.

Um exemplo de método direto para a solucdo de sistemas lineares € a eliminacao de
Gauss, que consiste em uma série de operacdes elementares nas equacdes do sistema a fim
de reduzi-lo a um sistema equivalente na forma triangular superior, determinando entao as

incognitas através do processo de substituicao regressiva.

Apesar de fornecerem resultados precisos em termos de calculos matematicos, é impor-
tante estar ciente de que as solugdes encontradas através de métodos diretos sdo aproximagdes

da solugdo real a menos de erros de aproximagao.

2.3 Eliminacao de Gauss

A eliminacdo Gaussiana € utilizada para resolver sistemas lineares finitos de tamanho

n X n (n linhas e n colunas), transformando o sistema em uma matriz aumentada de ordem



n X n+ 1. Desta forma, um sistema linear como vimos em 2.1 em uma matriz aumentada:

app ap ary | by
B — a1 axn as, | by —(Ab] 23)
dpl  dp2 Ann bn
Podemos também representar a matriz da seguinte forma:
al ap Aln | A1 ,n+1
= ay axn an az,l.’l-i-] A, b 2.4)
apl ap2 Apn | Anp+1

onde os elementos na (n+1)-ésima coluna sido os elementos de b.

Para resolver o sistema, realizamos os seguintes passos da eliminacdo gauss com substi-

tuicdo regressiva:

1. Obter matriz aumentada da forma E = [A, D).
2. Transformar a matriz aumentada £ em uma matriz triangular superior.

3. Resolver o sistema linear obtido no Passo 2 por substitui¢ao regressiva.

ILUSTRACAO: Apés obter a matriz aumentada E = [A, b] como vimos na equagio 2.4. De-
vemos entdo escolher o primeiro elemento ndo nulo da primeira coluna, ou seja, o pive. E
importante que o pivo seja ndo nulo, ou seja, que a;; # 0. Caso o pivo seja nulo, devemos realizar
a troca de linhas visto em 2.1 afim de obter um pivo ndo nulo. Apés identificar o pivo da primeira

coluna, realizamos a seguinte operacao:

(Ej — (%)El) — (E]) para ] =i+ 1,i—|—2, ..., n
Desde que a1 # 0 o processo ird eliminar (mudar o coeficiente para 0) x; na equag@o abaixo do
elemento pivo escolhido. De modo geral para qualquer a;;, parai=1,2..n—1le j=i+1,i+

2,...,n afim de eliminar todos os elementos abaixo do pivo escolhido apds cada eliminacao de x;,

a matriz obtida entdo tem a forma:

- (1 1 1 1 A
A
0 ay ayy - ay |4y,

AT I 29
Lo 0 0 al Vel |




Onde a matriz E(*~1) para n = 1,2, ... representa um sistema linear com o mesmo conjunto

solu¢do do sistema original.

Ap6s a eliminagdo dos coeficientes abaixo de cada pivd escolhido, a matriz A possui
a forma de uma matriz triangular superior. Uma matriz triangular superior ¢ uma matriz
necessariamente quadrada, onde todos os elementos abaixo da diagonal principal sdo nulos,
e portando, os elementos acima da diagonal sdo diferentes de zero. Agora que temos uma
matriz triangular superior, podemos enxergar também o sistema de equa¢des como um sistema

triangular, ou seja:

apxy +appxy +apxz+ -+ apXy = ayptl
aX +a3x3 + -+ ayuXy = az p+1

az3x3 + -+ +azpXp = a3 p+1 (2.6)

AnnXp = Ap pt1
Com isso, podemos facilmente obter o valor de x, na dltima equagdo isolando-o, desta forma
temos que
_ pntd

Xpn —
Ann

Com isso obtemos o valor de x,, na n-€sima equacgdo, e agora podemos substitui-lo na seguinte,

ou seja, na (n — 1)-ésima equacdo para obter x,,_|, teremos entio

an—1,n+1 — Ap—1,nxn

Xn—1 =
an—1,n—1
Esse processo é chamado de substituicao regressiva, e consiste em resolver as equagdes
da dltima até a primeira equacao de um sistema triangular superior. Como ja conhecemos os

valores de x, € x,_1, continuamos o processo de substitui¢do para todo x;, ou seja

n
ajpn+1— Z ajjX;
_ Gin—1—4ii+1 = —4i,i—1Xn—i — dinXn __ j=i+1

i = g

aii dii

paracadai=n—1,n—2,...,2,1
Exemplo 2.3.1. Utilize a eliminacdo de Gauss no sistema linear A3,3 abaixo:

2x1+3x—x3=5 (E])
dx1+4xp —3x3 =3 (Ez)
2x1 —3x+x3=-—1 (E3)

Solugao.



Passo 1: Escrever a matriz aumentada do sistema:

2 3 —1]5
Esxa=|4 4 3|3 | =[5
2 =3 1 | -1

Passo 2: Deseja-se zerar os elementos abaixo da diagonal principal, para isso escolhendo

ag(i) como pivo, calculamos os multiplicadores:
0
0 @) _a
21 (0) 2
al(%
0 _d) _2

ms = W =2
Desta Forma, temos as seguintes operacoes:

EV « B, —ml) xE,
EVV « Es—m) x E,

Desta forma, todos os valores abaixo do pivd a; serdo eliminados, obtendo-se:

23 —1]5
ApM=102 117
06 —2|6

Agora devemos zerar os elementos abaixo da diagonal principal na segunda coluna, sendo o
elemento ay, o pivo da segunda linha e # 0 escolhemos ele como o multiplicador para zerar as,
)
2 ) 9 6 _
entao: my, = W =7= 3

22
Agora que definimos o multiplicador, faremos as seguintes transformacoes:

B B ) x B
Obtendo:
2 3 —-1|5
AbP =102 1|7
00 5|15

Desta forma, a matriz [A,b]? é uma matriz triangular superior equivalente a [A,b](?).

Passo 3: Agora podemos realizar a substitui¢do regressiva, para isso, representaremos a

matriz em seu novo sistema triangular:

2x%4+3xp —x3=15
2% +x3="7
Sx3 =15



Entdo, realizando a substituicdo regressiva, temos:

X3:15—5:3

)QZ@ZZ
:5—(3><2)—((—1)><3):1

X1

2

Desta forma, obtemos o vetor solucio ¥ = [1,2,3] do sistema [A,b5]?), que é equivalente ao

sistema inicial [A,b](©).

A eliminagdo de Gauss é uma técnica fundamental para resolver sistemas lineares de
equacdes de forma direta. No entanto, ela ndo se limita apenas a essa aplicacdo especifica. Na
préxima se¢do, exploraremos uma forma alternativa de utilizar os mesmos passos da eliminag¢ao
de Gauss para fatorar uma matriz. Essa fatoragdo é particularmente util quando a matriz pode ser
escrita na forma A = LU, onde L € uma matriz triangular inferior € U é uma matriz triangular

superior.

2.4 Fatoracao LU

A fatoracdo LU € uma poderosa ferramenta que descompde a matriz original em duas
matrizes triangulares, permitindo simplificar e resolver problemas de forma mais eficiente. Em-
bora nem todas as matrizes possuam essa representacdo especifica, muitas das que encontramos

com frequéncia no estudo de técnicas numéricas apresentam essa estrutura.

Em suma, a elimina¢do de Gauss, além de ser um método direto para resolver sistemas
lineares, nos proporciona uma abordagem para fatorar matrizes na forma A = LU, ampliando a

aplicabilidade dessa técnica em diversos contextos numéricos.

Para entendermos melhor como funciona a fatoragdo LU, utilizaremos dos conceitos
basicos da Eliminacdo de Gauss ja vistos anteriormente, para isso, suponha um sistema Ax = b,

(@)

onde os termos a;;” de A, para cada i = 1,2,...,n sdo diferentes de zero.

O primeiro passo consiste em definir os multiplicadores m que transformarao o sistema
em um outro, onde os elementos abaixo da diagonal principal sdo nulos, ou seja, para cada
Jj=2,3,...,n, temos as operacdes

©)
a
(Ej—mj1E1) — (Ej), onde m;; = (ﬁi))



Essas operacdes correspondem pela multiplicacdo a esquerda de A pela matriz

1 0 -~ 0
po — |7 0 2.7)
g 0 1
Chamamos M) de a primeira matriz de transformacio de Gauss. Ao realizar M(©A(©)
obtemos
A ] et B0
M40 _ | M Lo O fayy ayy 0y, _ %2 Ty Ayt gy
o il ] Ly
Al ol
_ 0 aglz) ag,) — A
0 aig) a,(j;l)

Observamos que ap0s efetuar tais operacoes, obtemos o mesmo resultado do passo 2 visto na

Eliminacao de Gauss, entao temos
AWy — @40 — 470)p — p(1)

Seguimos com o processo da Eliminacdo de Gauss para construir entdao M (1), com os elementos
abaixo da diagonal na segunda coluna substituidos pelos opostos dos multiplicadores, sendo
M da forma

0 —my - 0
mMO= | T (2.8)
0 — My 1
1
@
iz m
22

Realizando M(DA(1) , temos entao

AP = DAW — D a0 p — p(2)

Para obtermos entdo A%ty = pk+1) com AW x = p(*) ja formado, multiplicamos a

k-ésima matriz de transformacio de Gauss M) por A®), desta forma

AR = OA© = y 0 MO Ax = M®p® = pD — pg®)  pg(©) (2.9)



O processo se encerra com a formacao do sistema Ax =pM em que A™ & a matriz

triangular superior

- 1 1 1) 7
T
0 ay apy az,
n 3 . 3
Al = 0 0 ag3) : agn)
L0 0 0 - ay

onde

A _ g1 p(-2) 300 4 (2.10)

Dessa forma, obtemos o elemento U da decomposi¢do A = LU. Para calcular a ma-
triz triangular inferior L, é necessdrio revisitar a multiplica¢do da equacdo A®)x = b pela

transformacdo de Gauss usando a matriz M ), que foi empregada para derivar a equagao (2.10):

AKED . — g A K) . — ppR) k) — p(k+1)
Em que M (k) gera as operagdes nas linhas

(Ej_M(j7k)Ek)_>(Ej) para j=k+1,...,n.

Para desfazer os efeitos dessa transformacio e restaurar A% ¢ requerido que as operacdes
(Ej+m;Ey) — (E;) sejam executadas para cada j = k+1,...,n. Essa abordagem € andloga a

multiplicar pela matriz inversa de M k), a qual assume a forma:

1.0 0 0 |
010 0
00 1 0
KK = m®)=D =
M1k
(00 0 - myyx oo 1|

Podemos determinar entdo a matriz triangular inferior L na fatora¢do de A como sendo o

produto das matrizes LX)



(10 0 0

my; 1 0 - .. 0

=101 -1 _ m3 myp 1 : 0
1 My—1n
_mnl nmy» e e anZ—l 1 |

7z

J4 que o produto de L com a matriz triangular superior U = M (=1 MApmMA d4

LU =LOL®) =2 =1 o pgln=0pg(n=2)  pp(Dpp0)4 =
= MO M@= O O s D=2 D04 = A

Teorema 2.1. Se a eliminacdo de Gauss puder ser realizada no sistema linear Ax = b sem trocas

de linhas, entdo a matriz A pode ser fatorada no produto de uma matriz triangular inferior de L e
(i)
. . . o - aji

uma matriz triangular superior U, A = LU em que m;;) = pel

i

Exemplo 2.4.1. Determine a fatoracdo LU da matriz A no sistema linear Ax = b em que

32 4 1
A=111 2 e b=12
4 3 2 3

Solugao.Usando o processo de Gauss para triangularizar A, temos:

Pivo=a\ =3

Realizando as operacdes para zerar a| € a3

(Ey —mo1Ey) — (Ep)

|
EERLUS]] SR AN
o

3
(E3 —m31E)) — (E3) entdo AL = 0
0

W= Wl— N

w|

Agora para zerar azp

oA (1) _ 1
Plvo—a22 =3

3
|95
)

|

|

W= | Lo —

Il

—_



3 2 4
(E3 —m3Ey) — (E3) entio AP = 0 % %
00 —4
Os fatores L e U sdo
32 4 1 00 3 2 4
= — 1 1 2 _
A=|112]|=]3510 0 3 3 =LU
4 3 2 T 11 00 —4

2.4.1 Resolugdo dos sistema linear Ax = b pela fatoracdo LU

Dado um sistema de equacdes lineares representado por Ax = b e considerando a decom-

posicao em fatores LU da matriz A, temos o seguinte cendrio:

O sistema de equagdes Ax = b é equivalente a expressdo (LU )x = b. Introduzindo uma
nova varidvel y para representar o produto da matriz U com o vetor x, podemos observar que a
solucdo para o sistema de equacdes lineares pode ser obtida resolvendo uma série de sistemas

lineares triangulares:

i) Primeiro, resolvemos um sistema linear triangular inferior Ly = b para encontrar o valor

de y.

i1) Em seguida, usando o valor de y, resolvemos outro sistema linear triangular superior

Ux = y para encontrar a solugao final x.

Isso nos permite resolver o sistema original Ax = b de forma mais eficiente ao dividir o processo
em etapas mais simples, aproveitando a fatoracdo LU da matriz A para encontrar a solucao de

maneira mais direta.

Vejamos de forma pratica como funciona utilizando o exemplo 2.4.1, onde j4 encontramos

as matrizes Le U

Seja
1 00 32 4 X1 1
— — |1 1 2 —
Ax=LUx= 3 1 0 3 3 X2 — 2
T 1100 —4]|x 3

Introduzimos a substitui¢do y = Ux. Entdo, b = L(Ux) = Ly, entdo

1007w 1
Ly = %10 2
T 11 3 3



temos que

yi=1

1 1 5

- =2 Sy =2—-=71
3y1+y2 y2 373

4 5 4

- =3 Sy;3=3-—--=0
3y1+y2+y3 y3 373

Agora resolvendo para Ux = y para determinar x do sistema original:

32 4 X1 1
y=ux=|0 4 3 | la =3
0 0 —4 X3 0
Utilizando a substitui¢do regressiva, obtemos os valores x3 =0,x, =5e x| = —3

A eliminagdo de Gauss e a fatoracao LU sao bons métodos para resolver sistemas lineares
pequenos e médios (com até algumas centenas de operacdes) e quando uma solucdo precisa é
necessdria, porém, em algumas areas como fisica e engenharia elétrica podem surgir sistemas
de equacdes lineares grandes (com milhares e até milhdes de equagdes), e que muitas vezes
ndo requerem uma precisao tao exata da solucdo, nesse caso o método da eliminacdo de gauss
pode ndo ser a melhor op¢ao, sendo entdo necessario recorrer aos métodos iterativos como os de

Jacobi e Gauss-Seidel.



3 METODOS ITERATIVOS

Meétodos iterativos sdo técnicas numéricas utilizadas para obter uma solu¢do aproximada
para um problema matemadtico. Sao muito convenientes para sistemas grandes e esparsos, ou seja,
sistemas com grande quantidade de zeros (A definicio sobre esparsidade pode ser encontrada na
referéncia [4], Capitulo 3), e que ndo requerem uma precisdo exata da solugdo. Para problemas
como estes, utilizamos técnicas iterativas como as de Jacobi e Gauss-Seidel, que geram uma
sequéncia de solucdes aproximadas que melhoram conforme as iteragdes sao executadas. Em
geral, nos métodos iterativos que veremos a seguir, faremos uma aproximacao do conjunto de
solucdes X de um sistema linear na forma Ax = b, que consiste em uma série de aproximacoes,
sendo dado uma aproximacio inicial x(%). Além disso, precisamos sempre ter em mente 0s
critérios de parada dos métodos e se a sequéncia que estamos obtendo estd convergindo ou nao

para a solucdo desejada.

Resolver um sistema linear por um método iterativo envolve a criacdo de uma sequéncia
de vetores que gradualmente se aproxima da solucdo exata para x. Em outras palavras, a medida
que a iterag@o avanca, a sequéncia de vetores x) converge para o valor real de x, o que significa
que:

k)

limx®) = x (3.1)

X—>o0

para qualquer vetor inicial dado por x() . Geralmente, os métodos iterativos sdo construidos
como uma iteragdo de ponto fixo. No caso de um sistema linear, reescreve-se a equagdo matricial

em um problema de ponto fixo, ou seja:

x=Tx+c 3.2)

Onde T é a matriz de iteracdo, e ¢ € chamado de vetor de iteracdo. Apds construidas 7 e

¢, o método iterativo consiste em computar a iteracdo
A =7 p e k>0 (3.3)

Se k) = x — x(¥)

é o erro da iteragdo k. Subtraindo 3.3 de 3.2, temos:
ekt = Tek) (3.4)

Chamamos 7 de matriz de iteracio. Se T for simétrica e definida positiva, temos que da dlgebra

linear, vale o resultado

& = [[7e®]] < p(T)[e]], V>0 (3.5)

Aqui, p(T) representa o que chamamos de raio espectral de uma matriz T, ou seja, o médulo

maximo dos autovalores associados a T'. Iterando regressivamente 3.5, temos



le®]] < [p(T)F|[]], k>0 (3.6)

Dessa forma, ¢} — 0 quando k — oo para todo e(?), desde que p(7T) < 1. Deste resultado,

podemos obter mais condi¢cdes necessdrias para a convergéncia dos métodos iterativos.

Lema 3.1. Se p(T) < 1, entdo existe (1 —T) ! e:
g-r)yt=Yy1* (3.7)
k=0

Demonstracd@o.Seja A um autovalor de T e x um autovetor associado, isto é, Tx = Ax. Entdo
(I—T)x=(1—A)x. Além disso, temos |A| < p(T) < 1, logo (1 —A) # 0, o que garante que
(I —T) é ndo singular. Agora, seja S,, =1+T +T?+ ...+ T™. Entio

(I=T)Spy=04+T+T*+. .. +T™)— (T +T>+ ...+ T") = —7m*!
como T € convergente(veja sobre matrizes convergentes na referéncia [1] capitulo 7), temos que
lim (I —T)S,, = lim (I —T""!) =1
Mm—soo m—soo

Assim, (I—-T)"'=1im S, =I+T+T*+..= Y} T*
k=0

Moo
OJ
Teorema 3.1. Para qualquer aproximacao inicial x0), a sequéncia recursiva {x(k) }ken dado por:
K =Txk +¢ (3.8)
converge para solugdo dnica de x = Tx+ c se, e somente, se p(7T) < 1.
Demonstragdo.Primeiro, suponha que p(7) < 1, Entdo:

L =1x®) 4 ¢
=T(Tx*V 1 ¢)+¢
=75 D (T +1)c (3.9)

=75 (T 4T+ 1)

Como p(T) < 1, o que implica na convergénciade 7', e

lim T%x(® =0 (3.10)
k—roo
pelo lema 3.1 temos que
lim x®) = lim 7% + (Y 1% c =0+ (1-T)e=(1-T)"'¢ (3.11)

k—yo0 k—yo0 =0



Dessa forma, sequéncia {x(k) } converge para o vetor x = (I —T)~'c e x = Tx+c. Para demonstrar
a reciproca, mostramos que, para qualquer z € R” temos que limy_,., T¥z = 0. De acordo com
as defini¢des de convergéncia de matriz (consulte a referéncia...) isso é equivalente a p(7') < 1.
Seja z um vetor arbitrario e x a solu¢do tnica de x = Tx + c. Defina x0) = x— z,e,parak > 1,

k—1)

x=1) 4 ¢ Entdo {x¥'} converge para x. Temos que,

x— x5 = (Tx 4 ¢) — (Tx®) = T (x — x%)

dessa forma,
x— X =T (x — xW)

=T2(x—x(k_l))

=T*(x— x(o)) =Tk,

Logo, limy_,.. T*z = limy_,0, T (x — x(o)) = limy_yo0(x — %K) = 0 Como z era arbitrério, entdo T

¢ uma matriz convergente e p(7) < 1 O

3.1 Meétodo iterativo de Jacobi

O método de Jacobi divide o sistema de equagdes lineares em n-equagdes, uma para cada
variavel desconhecida, e entdo usa as estimativas mais recentes de todas as outras varidveis para

calcular a estimativa atual de cada varidvel, ou seja, dado o sistema Ax = b:

(
apxy+apxy+---apx, = b

ax1x1 +axnxy +---axyx, = by

(3.12)
| @n1 X1+ amX2 + - - AupXn = by
Isolando x| na primeira equagdo, x», € assim sucessivamente, temos:
'x _ bi—(apx—aizx——aiuxa)
1= ar
Xy = by—(a21X1 —ap3X3+++—aonXn)
a2 (3.13)
X, — bnf(anlxl7“n2x2+"'7an,n71xn71)
n— Ann
De modo geral, paraa;; #0,i=1,2,...n
1 n—1
xi=—(Dbi— Y, anjx;) parak>0 (3.14)

a N
" J=1,j#0



No método de Jacobi, realizamos uma aproximacao inicial conhecida como x0), para entio
encontrar uma nova aproximacao para x(1), x2)| __ x() ou seja:

m_ 1 SN0
Xy, ' =—(b1— ) aix;
! a11( : ]_Z'z o )

Repetindo a ideia para xgl), ...,x,(f)
y 1 < 0)y .
W=~ Y apl”)i=1.2,..n (3.15)
G et

Com isso, obtemos todos os x(!) = [xgl) ,xgl), ...,xfll)], utilizamos novamente a equacao 3.13, para
encontrar as novas aproximacoes x2 = [xgz) ,xgz), ...,x,(lz) ]. Resumidamente, o método de Jacobi
consiste em todos os componentes dos vetores de X = [x(l) ,x(z)...,x(”)] utilizando a equacdo 3.14.
O método serd bem sucedido se a sequéncia de vetores sucessivamente convergir para solucao

1)

: (k+ (k) . :
do problema, ou seja, se maxi<j<y |x; —x; | se aproxima de zero enquanto k cresce, isso

gera um dos critérios de parada para o método, ou seja, se

d(k) — max ‘x§k+1) —xlgk)l <& (316)
1<i<n

ou ainda, podemos efetuar o teste do erro relativo dado por

) d%)

= - < .
= e € (3.17)

Onde € € a tolerancia que fixa o grau de precisao das solucdes, ou o processo ird parar se k > M,
sendo k a iteracdo atual e N o nimero maximo de iteragdes.

Podemos reescrever o método de Jacobi numa forma mais concisa da seguinte maneira:

Decompondo a matrizde Aem Ax =bemA =D+ L+ U, onde

* L € a matriz triangular estritamente inferior, com /;; = a;; sei > j,el;; =0sei> j (os

elementos da diagonal principal s@o zeros);
* D uma matriz diagonal com d;; = a;;;

U uma matriz triangular estritamente superior com u;; =a;j se i < j,eljj=0sei > j

(os elementos da diagonal principal sdo zeros);

Ou seja:
ajl ayp -+ Aaig agp 0 -+ O 0 0O --- 0 0 ap - aj,
ar; azy -+ Ay 0 a»n --- 0 a; 0 -+ 0 0 0 - ay
= + +
anl dp2 - dpn 0 0 ©cr dpn aml am2 - 0 0 0 T 0

>3
=
-

=2



Com isso podemos definir Ax = b substituindo A da seguinte forma:

Ax=bs (D+L+U)x=b
< Dx=—(L+U)x+b

Como D é uma matriz diagonal, podemos facilmente calcular sua inversa, dessa forma temos:
x=-D N L+U)x+D b

Dessa forma, podemos definir as iteracdes de Jacobi pela equag¢do matricial
1
X = —plL+u)x® + D'y, DD =[]
ii
Agora, faremos Tj = D=1 (L+U)ecj= DUp, sendo T; a matriz de iteragdo e c; o vetor da

iteracdo do método de Jacobi, com a isso a técnica de assume a forma
D =k e (3.18)

que também pode ser representado por
el _ 1 - k
= —bi— Y, ayx)) (3.19)
Qii Jj=1j#i

1

onde xf.‘+ € a estimativa atual da i-€sima varidvel na k-ésima iteragdo, a;; € o coeficiente da

i-ésima equagdo para a j-ésima variavel, b; é o termo independente da i-ésima equacdo e n € o

nimero total de equacdes no sistema.

Exemplo 3.1.1. Resolver pelo método de Jacobi o sistema:
2x1—x =1
X1 +2x =3

come<102eN=10

Solugdo.podemos reescrever o sistema de equacdes como:
k+1
)
(k+1)
X2
Vamos comecar com as seguintes estimativas iniciais para xp, x:

xgo) = xgo) = ( para k = 0 tem-se:



usaremos como critério de parada a equacao 3.17, e continuando a iteracdo para k = 2,3, ...

temos os seguintes valores:

kK 1O @] @] 3 ) (5) (6) (7) 8) )

970 05| 125] 11250938 | 0.969 | 1.016 | 1.008 | 0.996 | 0.998
010 [15]1.25] 08750938 | 1.031 | 1.016 | 0.992 | 0.996 | 1.002
e | - [ 15]075]0375|0.187 [ 0.093 | 0.047 | 0.024 | 0.012 | 0.006

Como 0,006 < 10~2 atingimos um dos critérios de parada, entdo os cdlculos sdo encerrados e o
vetor solugdo € definido por X = [0.998,1.002] apés 9 iteragdes. A precisdo da soluc¢do pode ser

melhorada aumentando o nimero de iteracdes e ajustando a tolerancia de convergéncia.

Exemplo 3.1.2. Resolva o sistema linear:

10x] +2x4+x3 =7
X1+ 5x +x3=—8
2x1+3x+10x3 =6

0,7
pelo método de Jacobi com x(*) = [ —1,6 |, e € =0,05.
0,6

Solugdo.Desta forma, o processo iterativo é

k+1 k k
xg )= (7—2x§)—x§ ))% =10~ 0%~ 10%
xgkﬂ) — (-8 L ® (k)) %
(k+1
X3

k k
1 X3 %:_%— xg)—%xg)
k k X k
= (-2 3y = 6 - 2

Para k = 0, temos
AY'=0,7-0,2:" ~0,1:” =0,7-0,2(—1,6)—0,1(0,6) = 0,96

A =-1,6-0,2x—0,2¢” = ~1,6-0,2(0,7) = 0,2(0,6) = —1,86
A'=0,6-0,2"-0,3x” =0,6-0,2(0,7) - 0,3(1,6) = 0,94



0,96

Desta forma, D = —1,86 |, Calculando dﬁl) como visto em 3.17, temos:
0,94
) —x%) = 0,26
0,34 0,34
Y =0 = 0,26 = 4V = = e =0 1828>¢
max <<, |x; )] 1,86
Y =0 = 0,34
Prosseguindo para k = 1, temos
0,978 0.1
@ =108 =d? = Tog = 0.0606> ¢
0,966 '
Parak =2
0,999 0,0324
3| _ d® =220 0163
X 1,9888 = dr 1.9888 ’ <E€
0,9984

Como 0,0163 < ¢, as iteragcdes sdo encerradas, e o vetor solu¢do obtido pelo método de Jacobi é

0,9994
x=x% =] -1,9888
0,9984

3.2 Mecétodo iterativo de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel € uma extensdo do método de Jacobi. O método de Gauss-

Seidel é mais eficiente do que o anterior, pois utiliza os valores atualizados das incognitas assim

que eles estao disponiveis, em vez de esperar até que todas as incdgnitas sejam atualizadas em

cada iteracdo. O método também consiste em utilizar o sistemas de equacdes Ax = b assim como

vimos na equacao 3.13, também isolamos cada variavel x1,x, ..., x,, porém, para o método de

Gauss-Seidel temos:

(k) (k) (k)

(
k+1 1
xg ) = ;(bl—algxz —apx, ce—daipXp )
k+1) 1 (k+1 k) (k
§ = o (b2 —azx; )—azsxg _"'_a2nxn))
k+1 1 ket 1 ket 1
g ) a—(bz —a31x§ ) —a32xg ) —a34x(k) o
k+1 1 k+1 k+1
Y = Lp, — b — gl g,
\ Ann

ou entao:

1
xlgk+1) _ _(bi_z Ux (k+1) Zaux P

dii Jj<i Jj<i

(k+1))

— ax®) (3.20)

1

2. .n (3.21)



Assim como fizemos com o método de Jacobi, também podemos representar o método de Gauss-
Seidel em sua forma matricial, com as definicdes de D, L e U j4 apresentadas anteriormente,

podemos também escrever A como A = (D — L — U) temos:
Ax=b<+> (D—L-U)x=b<>Dx=(L+U)x+b<>
—x=DYL+U)x+D b

Agora podemos aplicar o método iterativo de Gauss-Seidel, que consiste em encontrar o vetor
x*+1)  entdo

que da origem a féormula de Gauss-Seidel
X = (p—L)"'ux® +(D—-L)""p (3.22)
podemos ainda fazer T, = (D — L)~ 'U e ¢, = (D — L)~ 'b, a técnica fica entdo com a forma
D = T e, (3.23)
Exemplo 3.2.1. Resolver pelo método de Gauss-Seidel com & < 1072

.
20x1 +x2 +x3+2x4 = 33

x1+ 10x2 4+ 2x3 +4x4 = 38,4

X1+ 2xp + 10x3 + x4 = 43,5

\2)61 +4xy +x3+20x4 = 45,6

Pelo método de Gauss-Seidel, temos:

N LN C SN RN PN )

1 =20 2 T4
A = g g k) o) g )
k1 110 k+1 k+1 k (3.24)
xg ) _ E(43,5—x§ + )—2xg + )—xé(‘ ))
1
x£k+l) _ E(45»6_2x(1k+1) —4x§k+]) _xgk+1))

Sendo x; = xp = x3 = x4 = 0 como uma aproximacao inicial arbitrdria, temos os seguintes

valores em cada iteragao

k [0 @D (2) 3) 4) (5)

910 | 1,6500 | 1,1730 | 1,1951 | 1,1996 | 1,2000
2010 | 3,6750 | 2,5497 | 2,4110 | 2,4006 | 2,4000
010 | 34500 | 3,6020 | 3,6001 | 3,6001 | 3,6000
A1 0 | 1,2075 | 1,4727 | 1,4982 | 1,4999 | 1,5000
e | - |3,6750 | 1,1253 | 0,1387 | 0,0104 | 0,0005




Os valores de x1, x2, x3 € x4 estdo convergindo para valores constantes iguais a aproximadamente
1,2000, 2,4000, 3,6000 e 1,5000, respectivamente. Isso sugere que o sistema linear tem uma

unica solucdo (ou pelo menos uma solugdo que o Método de Gauss-Seidel estd convergindo).

Exemplo 3.2.2. Resolver pelo método de Gauss-Seidel o sistema do exemplo 3.1.1:

2X1 — Xy = 1

X1 +2x =3

come<102eN=10

Solugao.Vimos que utilizando o método de Jacobi, foram necessdrias 9 iteragdes para atingir o

critério de convergéncia, utilizaremos agora o método de Gauss-Seidel para fazer um comparativo

dos métodos no mesmo sistema e mesmos critérios de parada. Entdo, sejak =0¢ x&o) = xéo) =0,
temos que:
A Ly = 1140y =0,5 ="
k+1 k+1 1
B =36 =36 =125=x"

Continuando a itera¢do para k = 1,2...n atingimos o critério de parada para k = 5, obtendo os

resultados:

kK |0 @D (2) 3) 4) S)

2970 | 0500 | 1.1250 | 09688 | 1,0078 | 0.9980
2910 | 1,2500 | 0,9375 | 1,0156 | 0,9961 | 1,0010
e | - | 12500 0,6250 | 0,1562 | 0,0390 | 0.009

Ao compararmos os resultados obtidos com o método de Gauss-Seidel com os da tabela
3.1 do método de Jacobi, vemos claramente que o método de Gauss-Seidel converge mais

rapidamente para a solucdo do sistema utilizando os mesmos critérios em ambos 0s casos

3.3 Condicoes suficientes para convergéncia dos métodos ite-

rativos

As condig¢des suficientes para a convergéncia dos métodos iterativos, como o Método
de Jacobi e 0 Método de Gauss-Seidel, variam de acordo com o método especifico e com as
caracteristicas do sistema linear que estd sendo resolvido. No entanto, algumas condi¢Oes gerais
podem garantir a convergéncia. Uma condi¢do que garante a convergéncia dos métodos de

Gauss-Seidel e Jacobi € que a matriz seja estritamente diagonal dominante.

Isso significa que, em cada linha da matriz, o elemento na diagonal principal deve ser

maior do que a soma dos elementos fora da diagonal principal na mesma linha. No entanto, é



importante observar que essa condi¢do € mais forte do que o necessdrio para a convergéncia,
0 que significa que os métodos podem convergir mesmo em casos em que a matriz nao seja
estritamente diagonal dominante, mas essa condi¢do € uma garantia segura de convergéncia
quando atendida.

lag|

Teorema 3.2. Seja o sistema linear dado por Ax =b e oy = ):’}:1’ j#k Tagy

N

Q= max o <1
1<k<n

0

entdo o método iterativo é convergente, e x( converge para a solucdo do sistema, independente

da aproximacao inicial x©)

Exemplo 3.3.1. Analisando a matriz A dos sistemas dos exemplos 3.1.1 e 3.1.2.

Solugao.a)
a=12 Hog=toos<i
1= 1 ) 1_2_7
o 1—05<1
2—2_7
Solugdo.b)
10 2 -
Ar = 5 1 :>OC1:1+—O:O,3<1
2 310
1+1
OCZZ%:O,4<1
2+3
=—=0,5<1
o3 10 ) <

Como podemos ver, 0 maxj<x<, 0% = 0,5 < 1 em ambos os casos € verdadeiro, desta forma,

pelo critério das linhas temos garantia da convergéncia dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel.



4 APLICACOES

A obtencao da solu¢do de um sistema linear através dos métodos diretos ou iterativos
nem sempre € facil. Alguns sistemas podem conter dezenas ou até milhares de equacdes e
incognitas, tornando a utilizacdo desses métodos extremamente trabalhosa para aqueles que
desejam obter a solucdo de sistemas de grande escala. Por esse motivo, o apoio computacional
se torna indispensdvel, viabilizando a obtencao da solucdo de sistemas complexos de forma

eficiente e precisa.

Através da utilizacdo de software especializado e algoritmos de resolucgao, € possivel
automatizar o processo de solucdo de sistemas lineares, acelerando significativamente o célculo
e reduzindo a probabilidade de erros humanos. Além disso, o poder computacional atual permite
lidar com sistemas de dimensdes impressionantes que, de outra forma, seriam praticamente

impossiveis de resolver manualmente.

Portanto, a integracdo da computacdo no processo de resolugdo de sistemas lineares é
fundamental para a resolucdo de problemas complexos em diversas dreas, como engenharia,
ciéncia da computacio, fisica e economia, facilitando a andlise e a tomada de decisdes embasadas

em dados precisos.

Um dos softwares amplamente utilizados para a criacao de rotinas e algoritmos ¢ o GNU
Octave, um programa de livre acesso e com uma vasta gama de recursos para andlise numérica,
simulagdo e resolucio de equagdes matematicas. Ele oferece uma interface amigéavel e poderosa
que permite aos usudrios desenvolverem algoritmos personalizados, realizar cdlculos complexos
e explorar dados de forma eficiente, tornando-o uma ferramenta essencial para pesquisadores,

engenheiros e cientistas em diversas areas.

Na referéncia 1, o capitulo 6 e 7, os algoritmos 6.1, 7.1 e 7.2 nos fornecem respectiva-
mente os pseudocodigos para a eliminacao de Gauss, método iterativo de Jacobi e método
iterativo de Gauss-Seidel em qualquer linguagem ou editor de programacao. Através destes,
fui capaz de desenvolver meus proprios codigos utilizando o GNU Octave, com capacidade
de solucionar qualquer sistema linear (se houver solucao) utilizando os métodos mencionados

anteriormente.



¥ Gauss.m €

1 Sjffunction [x] = Gauss(A, b)

2 |E= [AbB]

3 |n=sizelE,1);

4 F)for i=1:n-1 %inicia o processo de eliminagdo

5 for p=i:n % percorrer todas as linhas da diagonal para abaixo
6= if E(p,i)!=0 %fixei a coluna da diagonal i

7 break %sai do for em p

8 endif

9 + endfor

18 | L = E(p,:); %Armazena a linha E(p,:) em L

11 | E(p,:) = Eli,:); %E(p,:) recebe E(1i,:)

12 | E(i,:) = L; %Troca de linha efetuada

13 for j = i+l:n

14 if E(i,i) != 0 %Se o pivd for ndo nulo...

15 m(j,i) = E{j,1)/E(i,i); %Define os multiplicadores m

16 E(j,:)-=m({j,1)*E(i,:); %5Se o pivd & ndo nulo, ocorre entdo a eliminacdo
17 else %Caso ndo exista um pivd diferente de zero

18 E %Exibe a matriz aumentada impossivel de ser resolvida
19 error| )
20 endif
21 + endfor
22 tendfor
23 [-]if E(n,n) == 0 %Caso impossivel
24 error| )
25 tendif
26 | displayl )
27 | E %Exibe a matriz aumentada transformada em matriz triangular superior
28 | x(n) = E{n,n+1)/E(n,n); %Comeca a substituicdo regressiva
20 -Jfor 1 = n-1:-1:1
30 S5=0; %Define uma varidvel para o somatdrio
31 for j=i+l:n
32 S=S+E(i,j)*x(j); %Define um somatdrio
33 endfor
34 x(i) = (E(i,n+1) - S)/E(i,1); %vetor solucdo do sistema
35 tendfor
36 | x(:,1)
37 Lendfunction

Figura 1 — Codigo da eliminac¢io de Gauss no Octave
Fonte: O autor - 2023

A func¢do no Octave chamada de Gauss recebe dois parametros, a matriz A, com 0s

elementos a;;, para i, j = 1,2,...,n, € o vetor b com os elementos b;, parai =1,2,...,n. Logo em

seguida se obtem a matriz aumentada E = [A, b, e entdo ¢ iniciado o processo de eliminagéo de

acordo como vimos na secdo 2.3.



Jacobi.m €
1E3Function [x] = Jacobi(A, b, x, tol, N) %Recebe os parametros

2 clc sLimpa a tela

3 E = [A,b] %Matriz aumentada E = [A|b]

4 n = size(A,1l); %Recebe quantas incdgnitas existem em A

5 k = 0; %Valor inicial da iteracao

6 ¥0 = x; %x0 recebe a aproximacdc inicial

7] while k == N %Condicional de parada da iteracao

E% for i = 1:n %Comeca a iteracdoc das linhas

9 s = 0; %Define uma varidvel para o somatdrio

16 = for j = 1:n %Comega a iteracdo das colunas

11% if j !'= 1 %Condicional para o somatdrio

12 5 =5 + A(i,j)*xB(j); %Somatdrio com o ultimo wvetor sol. obtido
13 + endif

14 + endfor

15 x(i) = (b{i) - s)/A(i,i); %Armazena o vetor solucdo para k+l
16 endfor

17 eps = normix-x@, ) %“Armazenando a norma em uma variavel
18 [ if eps = tol %Condicional de parada

19 display( )
28 display([ , num2strik+1), 1)
21 return
22 | endif
23 x8 = x %Salvando o novo vetor solucdo x em x0@
24 k += 1; %Incrementa k para a nova iteracdo
25 |- endwhile =%Fim da iteracdo caso k=N
26 errori }
27 Lendfunction

Aqui a fungdo recebe 5 parametros, a matriz A dos coeficientes a;;, 0s componentes de
b; de b, a aproximacao inicial x(9), a tolerancia fol e o nimero maximo de iteracdes N. Desta
forma, o algoritmo itera até atingir a convergéncia (definida pela tolerancia fol) ou até atingir o

nimero maximo de iteracdes N.



GSeidel.m
1 £]function [x] = GSeidel{A, b, x, tol, N) %recebe os parametros

2 clc %Limpa a tela
3 E = [A,b] %Matriz aumentada E = [A|b]
4 n = size(A,1l); %Recebe quantas incdgnitas existem em A
5 k = 0; %Valor inicial da iteracdo
6 ¥0 = x; %x0 recebe a aproximacdc inicial
7] while k == N %Condicional de parada da iteracao
B% for i = 1:n %Comeca a iteracdoc das linhas
9 s = 0; %Define uma varidvel para o somatdrio
16 = for j = 1:n %Comega a iteracdo das colunas
11% if j != 1 %Condicional para o somatdrio
12 s =5 + Ali,j)*x(j); %Somatdrio com os valores sol. mais atuais
13 + endif
14 endfud
15 x(i) = (b{i) - s)/A(i,i); %Armazena o vetor solucdo para k+l
16 endfor
17 eps = normix-x@, ) %Armazenando a norma em uma variavel
18 [ if eps = tol %Condicional de parada
19 display( )
20 display([ , num2strik+1), 1)
21 return
22 | endif
23 xB = x; %Salvando o novo vetor solugdo x em x0
24 k += 1; %Incrementa k para a nova iteracdo
25 |- endwhile =%Fim da iteracdo caso k=N
26 errori }
27 Lendfunction

Figura 2 — Cédigo do método iterativo de Gauss-Seidel no Octave
Fonte: O autor - 2023

Note que o algoritmo do método de Jacobi na figura ?? e o algoritmo do método de
Gauss-Seidel em 2 sdo de fato bastante similares, o que de fato os torna diferentes é o fato de
que no de Gauss-Seidel utilizamos os valores mais atuais de x, o que pode ser visto na linha 12
de ambas as imagens. Enquanto no método de Jacobi multiplicamos o elemento a;; pela dltima
aproximacdo de x0, no método de Gauss-Seidel utilizamos os valores de x recém adquiridos,
tornando com que o método de Gauss-Seidel convirja mais rapidamente na maioria dos casos,

como vimos ao comparar o exemplo 3.1.1 utilizando ambos os métodos.

Mas apesar disso, € importante ressaltar que existirdo casos em que o método de Jacobi
serd mais eficiente que o método de Gauss-Seidel, fazendo com que seja necessdrio uma andlise
por iteracdo para verificar qual dos métodos convergird mais rapidamente, como veremos a

seguir.

4.1 Exercicios aplicados com apoio do software Octave

Exemplo 4.1.1. Utilize do a eliminacio de Gauss para solucionar os problemas a seguir



b)mx; + \/i)cz —x3+x4=0
a)3,333x; 4+ 15920x; — 10,333x3 = 15913

2,222x; +16,71xy +9,612x; = 28,544
1,5611x; +5,1791x, + 1,6852x3 = 8,4254

ex] —xp+x3+2x4 =1
X1 +X2—\/§X3 +x4=2
— X1 — X2+ X3 —\/§X4 =3

Solucdo.a) Para utilizarmos a funcdo Gauss que vemos na figura 1, devemos primeiramente

fornecer os parametros que a fun¢ao pede, ou seja, A e b, desta forma:

3,333 15920 10,333 15913
2,222 16,71 9,612 28,544
1,5611 5,1791 1,6852 | | 8,4254

N N

A b

Para isso, devemos chamar a func¢io na janela de comandos do Octave utilizando seu nome e

fornecendo as matrizes correspondentes, entao:

» Gauss([3.333,15920,-10.333; 2.222,16.71,9.612;1.5611,5.1791,1.6852] , [15913;28.544;8.4254])

Desta forma, o resultado obtido na janela de comandos sera:

Podemos observar que em alguns casos, o Octave costuma representar nimeros que

possuem muitas casas decimais utilizando notagdo ciéntifica. Vemos facilmente como ele critou

== Gauss([3.333,15920,-10.333; 2.222,16.71,9.612;1.5611,5.1791,1.6852],[15913
;28.544:8.4254])
E =

3.3330e+00 1.5920e+084 -1.0333e+01 1.5913e+04
2.2220e+00 1.6710e+01 9.6120e+00 .B8544e+01
1.5611e+00 5.1791e+00 1.6852e+00 8.4254e+00

e

E apés a troca
E =

3.3330e+00 1.5920e+04 -1.0333e+01 1.5913e+04

@ -1.08597e+04 1.6581e+01 -1.0580e+04

@ @ -5.078le+88 -5.878le+00

ans 1.0008
ans

1.0008 1.0008 l.0000

Figura 3 — Solucao de 4.1.1 a)
Fonte: O autor - 2023



a matriz aumentada E, apds isso representou a matriz £ na forma triangular superior, e entao

realizou a substitui¢do regressiva, retornando o vetor solu¢do para x; =x; =x3 =1

Solugdo.b) Utilizaremos novamenten o mesmo comando no octave, fornecendo novamente os

parametros A e b para a fun¢do no Octave

T V2 -1 1 0
e —1 1 2 1
1 1 —/3 1 2
-1 -1 1 =5 3
~ ~~ 7 N——
A b
Janela de Comandos A =

> Gauss([pi, sqrt(2), -1, 1; e, -1, 1, 2; 1, 1, sqrt(3), 1; -1, -1, 1, -sgqrt*
(5)1,[0;1;2;31) |
E =

.08ee 1.0068 8
.0gee Z.00688 .goee
.7321 1.0000 .goea
.6eee  -2.2361 3.0800

3.1416 1.4142 -
2.7183 -1.0000
l.0000 l.0080
-l.0088 -1.08608

[

I
%]

E apés a troca

E =
3.1416 1.4142 -1.00680 1.0008 5]
B -2.2237 1.8653 1.1347 1.06608
@ @ 2.5116 8.9623 2.2473
@ @ B -2.2828 2.5555
ans = 0.7374
ans =

0.737438 0.689353 1.323659 -1.119435

Figura 4 — Solucao de 4.1.1 b)
Fonte: O autor - 2023

Facilmente obtemos os vetor solugdo x = [0.737438,0.089353, 1.323659, —1.119435],

considerando os erros de aproximagao.



Exemplo 4.1.2. Encontre as duas primeiras iteracdes do método de Jacobi e Gauss-Seidel para

os seguintes sistemas lineares, utilizando X =o:

a)+4x; +x3—x3 +x5=06

b) +4x; —x2 =0
—x1—3x2+x3+x4 =6 4 xs _s
+2x1+x04+5x3—x4—x5=06 oyt _0
— X1 — X2 —x3+4x4 =6 g —xs "

+2x2 —x3+x4+4x5 =06
2T . —X4+4x5—xg = -2

— X5 —|-4x6 =6

Solugdo.a) Para o primeiro sistema, temos os seguintes componentes A e b

4 1 -1 0 1 6
-1 =3 1 1 0 6
2 1 5 -1 -1]/|6
~1 -1 1 4 0 6

0 2 -1 1 4 ||6]

N ——

>4

Chamaremos entdo a fung@o Jacobi, como apresenta a figura ??, preenchendo seus para-

metros para que possa entdo ser executado:

» Jacobi([4,1,1,0,1;-1,-3,1,1,0;2,1,5,-1,-1;-1,-1,-1,4,0;0,2,-1,1,4],[6;6;6;6;6],[0,0,0,0,01,0.01,1)

Como o exercicio ndo especifica uma tolerancia, daremos um valor arbitrédrio de 0.01.
Note também que 1 € o valor mdximo de iteracdo, porém k parte de 0, totalizando duas iteracdes
como pede o exercicio. Apds executar este comando, o resultado obtido na janela de comandos

sera:



Lh
X

Janela de Comandos

Fa
=
H oW e
]
H R 2D
]
D =D
oo o

%@

l.5680 -2.0000 1.2000 1.5808 1.5808

x@
1.2258 -1.6000 1.6688 1.6750 2.4250

Nimero maximo de iteracdes excedido
ans =

1.32250 -1.c000 1.6000 1.6758 2.4250

Figura 5 - Solucao de 4.1.2 a) pelo método de Jacobi
Fonte: O autor - 2023

Portanto, no método de Jacobi o vetor solucdo apds duas iteracoes é:
x=1[1.325,-1.6,1.6,1.67,2.425]

Agora utilizando o método de Gauss-Seidel, visto na figura 2, novamente forneceremos
0s parametros necessdrios para a funcdo funcionar, da mesma forma que fizemos com o método

de Jacobi

» GSeidel([4,1,1,0,1;-1,-3,1,1,0;2,1,5,-1,-1;-1,-1,-1,4,0;0,2,-1,1,4],[6;6;6;6;6],[0,0,0,0,0],0.01,1)

Novamente fornecemos as matrizes A e b, o chute inicial x, uma tolerancia arbitraria e o

numero de iteracdes, obtendo:



Lh
=

Janela de Comandos

E = -
4 1 1 a 1 3]
-1 -3 1 1 @ i
2 1 5 -1 -1 3]
-1 -1 -1 4 @ i)
a 2 -1 1 4 3]
%8 =

l1.5680 -2.5000 1.1008 1.5258 2.6437
%8 =
1.1891 -1.5214 1.8624 1.8825 2.2556

Nimero maximo de iteracdes excedido
ans =

1.1891 -1.5214 1.8624 1.8825 2.2556

Figura 6 — Solucao de 4.1.2 a) pelo método de Gauss-Seidel
Fonte: O autor - 2023

Sendo o vetor solucao dado por 2 iteragdes do método de Gauss-Seidel:
x=1[1.1891,—1.5214,1.8624,1.8825,2.2556]

Solugdo.b) Para o segundo sistema, temos as seguintes matrizes

4 -1 0 O 0 O 0
-1 4 -1 0 0 O 5
0O -1 4 0 0 O 0
0O 0 0 4 -1 O 6
O o o0 -1 4 -1 -2
0o 0 o0 0 -1 4 6
— ~~ - \- -/
A b

Fornecendo novamente os parametros para a funcdo de Jacobi e Gauss-Seidel no octave,

temos respectivamente:

» Jacobi([4,-1,0,0,0,0;-1,4,-1,0,0,0;0,-1,4,0,0,0;0,0,0,4.-1,0;0,0,0,-1,4,-1;0,0,0,0,-1,4],[0;5;0;6;-
2:61,[0,0,0,0,0,01,0.01,1)

» GSeidel([4,-1,0,0,0,0;-1,4,-1,0,0,0;0,-1,4,0,0,0;0,0,0,4,-1,0;0,0,0,-1,4,-1;0,0,0,0,-1,4],[0;5;0;6;-
2;61,[0,0,0,0,0,01,0.01,1)



Janela de Comandos @ X
E = =
4 -1 8 B8 @ @ @8
-1 4 -1 @ @ © 5
e -1 4 B8 @ @ @0
e ® B8 4 -1 @ &
e 8 8 -1 4 -1 -2
e ®8 B8 B8 -1 4 &
X0 =
@ 1.2500 @ 1.5080 -0.5000 1.5000
X0 =
©.3125 1.25688 ©.3125 1.3750 0.2508 1.3750
Namero maximo de iteracdes excedido
ans =
©.3125 1.25688 ©.3125 1.3750 0.2508 1.3750
Figura 7 — Solucao de 4.1.2 b) pelo método de Jacobi
Fonte: O autor - 2023
Janela de Comandos F X
E = a
4 -1 8 B8 B8 8 @
-1 4 -1 8 @8 © 5
® -1 4 B8 B8 8 8
® ® B8 4 -1 @8 6
® ® B8 -1 4 -1 -2
@ 8 B8 B8 -1 4 6
X8 =
@ 1.2560 ©.3125 1.5800 -0.1250 1.4688
X8 =

0.3125 1.4862 0.3516 1.4688 0.2344 1.5586

Naimere maximo de iteragdes excedido
ans =

0.3125 1.4862 0.3516 1.4688 0.2344 1.5586

Figura 8 — Solucao de 4.1.2 b) pelo método de Gauss-Seidel
Fonte: O autor - 2023

Temos que os vetores solu¢des para os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel sdo, respectiva-

mente:

% = [0.3125,1.25,0.3125,1.375,0.25,1.375]
%, =[0.3125,1.4062,0.3516,1.4688,0.2344,1.5586)

Lembrando que para obter resultados mais precisos, basta apenas ajustar o nimero de

iteragdes e a tolerancia.



Exemplo 4.1.3. O sistema linear
X1+2x—2x3="7
X1 +x2+x3=2
2x1+2x+x3=5

tem a solugdo ¥ = [1,2, —1]

a)Use 0 método de Jacobi com x(?) =0 para obter uma aproximagao da solucdo do sistema linear
com precisio de 10~ na normal /.,

b)Mostre que o método de Gauss-Seidel aplicado como no item (a) falha em dar uma boa

aproximacdo em 25 iteracdes.

Solugdo.a) Como o exemplo ndo especifica o nimero de iteragdes que devera ser feito, daremos
a N o valor de 100 para que possamos testar o cédigo. Ao aplicar a matriz no Octave, podemos
verificar que o resultado coincide com o que nos é dado pela questdo: Vemos que foram

Janela de Comandos 2 x
E = a

=
=
=
FJ

x8

x0

13 -18 -13
x0 =

1 2 -1
0 procedimento foi bem-sucedido
Foram realizados 4 iteracdes

ans =

1 2 -1

Figura 9 — Solucio de 4.1.3 a) pelo método de Jacobi
Fonte: O autor - 2023

necessdrias apenas 4 iteracoes.
Solugd@o.b)Agora iremos resolver o mesmo sistema com o método de Gauss-Seidel aplicado no

Octave com 25 iteragdes:



Janela de Comandos

x0

3.3030e+07 -3.3554e+07 1.04B86e+06
x0 =

6.9206e+07 -7.08255e+07 2.08972e+06
x0 =

1.4470e+08 -1.4680e+08 4.1943e+06
x0 =

3.8199e+08 -3.0618e+08 8.3886e+06
x0 =

6.2915e+08 -6.3753e+08B 1.6777e+07
x0 =

1.3086e+89 -1.3254e+09 3.3554e+07

2.7179e+09 -2.7515e+09 6.7109e+07

Nimero maxime de iteracgdes excedido
ans =

2.7179e+089 -2.7515e+09 6.7109e+07

Figura 10 — Solucao de 4.1.3 b) pelo método de Gauss-Seidel
Fonte: O autor - 2023

Com isso € provado que apds 25 iteracdes, o método de Gauss-Seidel falha em obter
um resultado preciso do sistema, tornando o método de Jacobi o mais eficiente para esse caso.
Porém € bom ressaltar novamente que a escolha do método ird variar de sistema para sistema, o
método de Jacobi falhara em alguns casos assim como o método de Gauss-Seidel falhard em

outros, fazendo-se necessario um estudo do sistema a cada iteracao para definir qual é o melhor.

Exemplo 4.1.4. Um cabo coaxial € feito de um condutor interno de 0,1 polegada quadrada e de
um condutor externo de 0,5 polegada quadrada. O potencial em um ponto na se¢do transversal
do cabo € descrito pela equagao de Laplace. Suponha que o condutor interno seja mantido a 0

volt e que o condutor interno seja mantiro a 110 volts. A aproximacao do potencial entre os dois



condutores requer a resolu¢do do seguinte sistema linear:

4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 |[w | [200]
1 4 -1.0 0 0 0 0O O O 0 O W 110
0O -1 4 1.0 0 0 0 0 0 0 0 w3 110
0O 0 -1 4 0 -1 0 0 0 0 0 0 wa 220
10 0 0 4 0 -1 0 0 0 0 O ws 110
0 0 0 -1 0 4 0 -1 0 0 0 0 we | | 110
0O 0 0 0 -1 0 4 0 -1 0 0 0 wr || 110
o 0 0 0 0 -1 0 4 0 0 0 -1 ws 110
O 0 0 0 0 0 -1 0 4 -1 0 0 wo 220
O 0 0 0 0 0 0 0 —1 4 —1 0 Wi 110
0O 0 0 0 0 0 0 0 0 —1 4 —1]]wpy 110

0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 —1 4 ||[wo| |22

a)Resolva o sistema linear usando o método de Jacobi com 0 =0eTOL=10"2

b) Repita a parte b) usando o método de Gauss-Seidel

Solugdo.a)Utilizando o método de Jacobi implementado no Octave, encontramos: O vetor solu-

Janela de Comandos a2 x
X0 = =

87.857 65.857 65.857 &7.857 65.857 65.857 65.857 65.857 87.857 65.857 65.857  87.857
X0 =

87.928 65.928 65.928 87.928 65.928 65.928 65.928 65.928 87.928 65.928 65.928 87.928
X0 =

87.964 65.964 65.964 87.964 65.964 ©5.964 65.964 B65.964 87.964 65.964 65.994 87.964
X8 =

87.982 65.982 65.982 87.982 65.982 65.982 65.982 65.982 87.982 65.982 65.982 87.982
0 procedimento foi bem-sucedido
Foram realizados 13 iteragdes

ans =

87.991 65.991 65.991 87.991 65.991 65.991 65.991 65.991 87.991 65.991 65.991 87.991

Figura 11 — Solucao de 4.1.4 b) pelo método de Jacobi
Fonte: O autor - 2023

¢ao € dado por

*=[87.991,65.991,65.991,87.991,65.991,65.991,65.991,65.991,87.991,65.991,65.991,87.991]



Solugdo.b) Agora utilizando o método de Gauss-Seidel implementado no Octave, temos: Vemos

oy
x

Janela de Comandos
87.443 65.610 65.711 B87.793 65.610 65.860 65.711 65.999 87.793 65.860 65.909 87.942 <

X0 =

87.805 65.879 65.918 B87.945 65.879 65.963 65.918 65.976 87.945 65.963 65.976  87.985
X0 =

87.940 65.964 65.977 87.985 65.964 65.990  65.977 65.994  87.985 65.990 65.994 87.996
X0 =

87.9a2 65.990 65.994 87.996 65.990 65.997 65.994 65.998 87.996 65.997 65.998 87.999
X0 =

87.995 65.997 65.998 87.999 £5.997 65.999 65.998 66.000 87.999 65.999 66.000 88.000
0 procedimento foi bem-sucedido
Foram realizados 10 iteracdes

ans =

87.999 65.999 66.000 88.000 65.999 66G.000 66.000 66.000 B8.000 66.000 G66.000 88.000

Figura 12 — Solucao de 4.1.4 c¢) pelo método de Gauss-Seidel
Fonte: O autor - 2023

que com o método de Gauss-Seidel foram realizadas menos iteragdes até atingir a convergén-

cia, tornando o método de Gauss-Seidel mais eficiente nesse caso, sendo o vetor solu¢do dado por:

7 =[87.999,65.999,66,88,65.999, 66,66, 66,88, 66,66, 88]



5 CONCLUSAO

Os métodos diretos e iterativos sd@o poderosas ferramentas para solugdo de sistemas
lineares, como foi mostrado neste trabalho. Seu uso pode ainda ser amplificado com apoio
computacional, tornando possivel solucionar uma vasta variedade de sistemas de equagdes
diferentes, com possibilidade de ajustar com precisao os critérios de parada dos métodos. O
software matematico GNU Octave é uma ferramenta fundamental para o estudo de métodos
numéricos, nos possibilitando a criacdo de rotinas e func¢des capazes de realizar os calculos
de cada método em fracdo de segundos. Vale mencionar que os cédigos de Gauss, Jacobi, e
Gauss-Seidel foram criados a partir da interpretacao deste autor com base nos algoritmos vistos
na referéncia [1] deste trabalho, a criacdo de fun¢des no Octave para as mesmas finalidades
podem diferenciar de autor para autor, podendo haver simplificacdes e melhorias dependendo do
conhecimento de cada um.

Mas entre os métodos diretos e iterativos, qual escolher dado um sistema linear na forma Ax = b?
Bem, isso depende de uma série de fatores, como condi¢des de convergéncia, esparsidade da
matriz ou erros de arredondamento. Conforme vimos, os métodos diretos sao processos finitos e,
portanto, teoricamente, obtém a solu¢do de qualquer sistema nao singular de equagdes. Ja os

métodos iterativos tem convergéncia assegurada apenas sob determinadas condi¢des.

E quanto ao programa computacional utilizado, Octave € a tnica op¢ao? Uma forte
opcao similar ao Octave é o MatLab, que também possui um alto desempenho e uma linguagem
similar ao Octave, mas as opgdes ndo se limitam apenas a softwares, também existem uma
variedade de linguagens de programacao, como C#, R, e Python, amplamente utilizado para
o processamento de grande volumes de dados, com uma sintaxe amigavel e com uma sélida
comunidade na internet, possuindo bibliotecas proprias para a criacdo de algoritmos numéricos

como 0s Vvistos nesse trabalho.
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