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RESUMO

Neste trabalho estudamos alguns aspectos quantitativos e qualitativos de uma equacdo de
reacao-difusao nao linear. Os modelos de difusdo nao lineares tém sido amplamente aplica-
dos em diversas areas da ciéncia e principalmente na modelagem de populagdes. Os principais
resultados obtidos aqui sdo: a solucao exata do problema nao linear e a propriedade de decai-
mento exponencial da energia total. No que diz respeito a resolucdo analitica do problema o
ponto central consiste em justificar a escolha adequada do coeficiente de reagéo k(x), a fim de
garantir a aplicacao do método da separacao de variaveis para o problema nao linear. Feito isto,
passamos a considerar dois problemas: um de valor inicial e outro de contorno, os quais séo
resolvidos. Em relagao a estabilizagao exponencial da energia, usamos técnicas multiplicativas
para encontrarmos a lei de dissipagao e a partir dai, aplicamos as desigualdades de Poincaré e
de Jensen para construirmos a estimativa de decaimento exponencial.

Palavras Chaves: Equacao de reacédo-difusao, solugao exata, decaimento exponencial, simulagdo
computacional.



ABSTRACT

In this paper we study some quantitative and qualitative aspects of a nonlinear reaction-diffusion
equation. Nonlinear diffusion models have been widely applied in various areas of science and
especially in population modeling. The main results obtained here are: the exact solution of
the nonlinear problem and the exponential decay property of the total energy. Regarding the
analytical resolution of the problem, the central point is to justify the appropriate choice of the
reaction coefficient k(x), in order to ensure the application of the variable separation method to
the nonlinear problem.This done, we now consider two problems: one of initial value and one
of contour, which are solved. Regarding the exponential stabilization of energy, we use multipli-
cative techniques to find the dissipation law and from there we apply the Poincaré and Jensen
inequalities to construct the exponential decay estimate.

Key Words: Reaction-diffusion equation, exact solution, exponential decay, computer simula-
tion.
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Capitulo 1

Introducao

Os modelos de difusao descrevem a concentracdo de algum material que se desloca no
espaco e no tempo. Este material pode ser representado por particulas, componentes quimicos,
membros de uma populagao bioldgica ou ainda pode ser interpretado como uma onda desse
material se difundindo por um meio. A difusdo pode ser entendida como sendo o deslocamento
de particulas devido ao movimento aleatdrio, tal qual ocorre no movimento browniano [MEH-
RER, 2007]. Modelos governados por equacgdes de difusao tém sido amplamente aplicados em
diversas areas da ciéncia, tais como quimica, fisica, biologia e ecologia, principalmente na mo-
delagem de migracao de populagdes [MAYO et al., 2012, VISWANATHAN, 2010,ARGOLO et al.,
2012, OLLA, 2012, KWON and KIM, 2011]. Os primeiros modelos de difusdo foram atribuidos
ao fisiologista alemao Adolf Eugen Fick. Em 1885 ele introduziu a Lei de Difusao de Fick [FICK,
1855], no contexto do estudo da difusdo de um gas através de uma membrana liquida no es-
tado estacionario, ou seja, quando a concentragcao dentro do volume de difusdo nao muda com
relagdo ao tempo. No caso estacionario, a Lei de Difusao de Fick estabelece que o fluxo de
difusdo é proporcional ao gradiente de concentracao, ou seja,

J=—-DVu(x), xe€IR", (1.1)

onde J é o fluxo da difusao, D > 0 é o coeficiente de difusao e ainda, como D > 0 na equacgao
(1.1), o sinal de negativo indica que o fluxo se da de uma regiao de maior concentracao para
uma regiao de baixa concentragdo. A variavel u representa a concentragao de particulas ou
densidade populacional de uma espécie. Ha fendémenos difusivos onde o transporte de matéria
depende tanto da posicao espacial quanto do tempo. Este caso ndo estacionario recebe o nome
de Segunda Lei de Fick, a qual é dada por

du(x,1)

5 = DAu(x,t), x€IR". (1.2)

Também é importante ressaltar os modelos de difusdo onde a matéria possa ser criada a
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partir de uma determinada fonte f = f(u). Esses modelos sdo conhecidos como equagdes de
reagao-difusdo, as quais sao descritas por

ou(x,t)
ot

—DAu(x,t)+ f(u) =0, xe€IR". (1.3)

No caso em que f =0, a equacao (1.3) também é conhecida como equagao do calor e tem
sido amplamente estudada na literatura [EVANS, 1999]. No caso unidimensional a equagio do
calor € dada por

wr —kwye =0, em (0,1) x (0,00), (1.4)
w(0,t) =w(l,1) =0, Vr >0, (1.5)
w(x,0) =wp(x), 0<x<1, (1.6)

onde k > 0 € a constante de difusividade térmica do material. A solucao geral da equacao do
calor em série de Fourier é dada por

wix,t) =Y cne ™ sen (nmx), (1.7)

n=1

onde ¢, é o coeficiente de Fourier. A energia total associada a equacao do calor € dada por

1 1
E() =~ / Iw|2dx, (1.8)
2Jo
e satisfaz a lei de dissipacao
d 1 2
CE() = —k / wi2dx, Vi > 0. (1.9)
dt 0

Isto nos mostra que a energia € um funcional mono6tono nao-crescente no tempo.

Em problemas lineares a solugao exata pode ser facilmente obtida pelo método da separacao
de variaveis, no entanto em problemas nao lineares sao raros 0s casos em que conseguimos
explicitar a solugao exata. E quando isto nao € possivel recorremos aos métodos numéricos.

Em [Zemskov and Loskutov, 2010], os autores estudaram a equacao de Fisher-Kolmogorov
dada por

ut_Duxx_<a_cole)u:0’ (1.10)

onde a > 0 é constante. Usando o método da separagdo de varidveis supondo u(x,t) =
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X(x)T (¢) eles consideraram as equagdes

DX,y — (g—a)X =0, (1.11)
T, —qT +T? =0, (1.12)

onde g € IR é o parametro de separagao desconhecido e em seguida mostram as solugoes
gerais que sao da forma

X(x):Alel‘x—FAzeMx com A==+ (¢g—a)/D se g>a, (1.13)
X(x) =Bjcos(Ax)+Bysen (Ax) com A=+/(a—q)/D se g<a, (1.14)
X(x)=Cix+Cp, se g=a, (1.15)
e ainda,
T(t)=—3  se q#0 (1.16)
1+ eco—qt’ ’
1
T(t)= =0 1.17
(t) o s a=0, (1.17)

onde a constante co € definida pelas condi¢des iniciais. Com isto, eles conseguiram obter a
solucao exata do problema dada por

(a—D)cos x
1 + elco—(a=D)]t”

u(x,t) = se g=a—D com g<a. (1.18)
_ (a+D)coshx
= 11 elco— (@D’

u(x,t)

se g=a+D com g¢g>a, (1.19)

onde cp € constante. Abaixo temos a Figura 1.1 que mostra as solugbes exatas referentes a
(1.18) e (1.19) respectivamente.

- M

=
L e
L s e

Figura 1.1: Solugao exata (1.18) com co =0 e a— D =1 (lado esquerdo). Solugao exata (1.19)
comcy =0ea+ D =1 (lado direito). Fonte: [Zemskov and Loskutov, 2010].
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Observando a solugao exata dada por (1.18) na figura acima, percebemos ela se estabiliza
no zero quando ¢t — —oo. Por outro lado, quando ¢ — o= notamos a presenga de oscilagbes
espaciais e além disso, podemos ver que |u(x,?)| € mondtona niao-decrescente e limitada, ou
seja, lli_)rg]u(x,t)] <.

Para entendermos melhor o comportamento assintético da equacgéao (1.10) consideramos o
intervalo compacto [0, L] e fazemos uma andlise baseada em argumentos de energia e defini-
mos a energia de (1.10) por

E(t) = %/()L|u|2dx. (1.20)

E facil ver que

d L L L 3
—E(t) = —D/ |ux|2dx—|—a/ \u|2dx—/ dx, (1.21)
dt 0 0 0 COSX

ou seja, a taxa de variacao da energia ndo possui sinal definido. Assim temos uma “competicao”
entre as constantes D > 0 e a > 0 que altera qualitativamente o comportamento do modelo
quando t — +oo,

Em [Nakaki, 1988] o autor estudou a equacao de difusdo néo linear unidimensional dada
por

vi=(")x—cv”, xeR, >0, (1.22)
com condigdes iniciais
v(x,0) = vo(x), x€1IR, (1.23)

ondem > 1, p>0ec>0sao constantes e vo(x) € uma funcao nao-negativa. As equagoes da
forma (1.22) sao muito estudadas em dinamica de fluidos, fisica do plasma e dinamica popula-
cional (ver [Scheidegger, 1974, Berryman and Holland, 1980, Gurtin and MacCamy, 1977]) . De
acordo com Nakaki a equagao (1.22) descreve um processo unidimensional de transferéncia
de um fluido n&o linear com absorgdo, onde v = v(x,t) é a densidade do fluindo no tempo ¢
no espacgo x. O fendmeno mais interessante, que (1.22)—(1.23) representa, € a ocorréncia da
propagacao de velocidade finita.

Novamente, fazendo uma analise baseada em argumentos de energia e considerando o

dominio compacto [0, L] definimos a energia

m+1
2

2
% dx, (1.24)

11
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e obtemos a taxa de variagéao

d L L
—E(t)= —/ V™ 2dx — c/ V' Pdx, Vit >0, (1.25)
dt 0 0

L
desde que v,v 0= 0 para todo ¢ > 0. Desta nossa analise podemos fazer a seguinte afirmacao:
Sem,p € IN possuem a mesma paridade o sistema é dissipativo.

1.1 Objetivos do trabalho

O objetivo principal deste trabalho consiste em estudar um caso particular do problema de
reacao-difusdo nao linear apresentado em [Nakaki, 1988] e provar o decaimento exponencial da
energia total e seguindo os passos dos autores [Zemskov and Loskutov, 2010] para encontrar a
solucéo exata do problema.

O trabalho esta organizado da seguinte forma:

1. No Capitulo 2, comegcamos com as preliminares, onde é fornecido as principais proposicoes
e definicbes usadas no trabalho.

2. No Capitulo 3, consideramos problema (1.22)—(1.23), onde fizemos m=1e p=3. A
constante ¢ > 0 foi substituida por uma fungéo k(x) > 1. Com isto, ficamos com o pro-
blema de reagao-difusdo nao linear dado por

U — e +k(x)f(u) =0 em (0,1) x(0,00), (1.26)
u(0,¢) =u(L,t) =0, V>0, (1.27)
u(x,0) =up(x), 0<x<I, (1.28)

onde k(x) > 1 é o coeficiente de reagdo determinado posteriormente. O termo de reagao
é dado por f(s) = F'(s) com F(s) := s*/4. A escolha dos coeficiente m = 1 e p = 3 com
mesma paridade esta baseada no Corolario 1.

3. No Capitulo 4, fazemos uma analise do problema de difusdo baseada em argumentos de
energia e provamos o decaimento exponencial da energia total.

4. Finalmente no Capitulo 5, fazemos algumas simulagdes computacionais para exemplificar
nossos resultados.

12



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo descrevemos alguns resultados importantes que foram usadas no decorrer
deste trabalho.

2.1 Alguns resultados

Proposicao 2.1.1 (Equacao de Bernoulli) Seja

Y =ft)y+g@)y*  ackR,, (2.1)

uma equagdo diferencial de 12 ordem com f(t) e g(t) definidas e continuas no mesmo intervalo
aberto I. A solugcao da equacao (2.1) é dada por

y = el1=)  f)a (k+(1 o [ g<z>e—<l—a>ff<t>dfdt). 22)

Prova: Para y # 0 a equacao (2.1) é equivalente a

YO = )y T+ g(0). (2.3)
Fazendo a mudanca de variavel u = y' ~* implica em
du
—=1-a)y % 24
5 = (L=a)y ™%y, (2.4)

€ consequentemente obtemos a equacao linear

du

- = (I—o)f(t)u+(1—o)g(t), (2.5)

13
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com solugéo dada por
§ = Q-0 10 (H (1-a) / g(t>e(10<)ff(t)dtdt) , (2.6)

onde as integrais indicam primitivas particulares dos integrandos.

Proposicao 2.1.2 (Principio da superposicao de solugcao) Seja
y'+ay +by=0 (2.7)

uma equagdo diferencial de segunda ordem com coeficientes a, b constantes. Se y(x) e y»(x)
s&8o solucdes de (2.7) entao para quaisquer constantes ci,c> € IR temos que

ye(x) = c1y1(x) +cay2(x), (2.8)

também é solugdo de (2.7).

Prova: De fato, se y;(x) e y>(x) séo solugbes de (2.7) segue que
W +ay) +byr =Yy +ay, +by» =0 (2.9)
Dai temos que,

Ve +by, ey, = (Clyl(x)"JrCzyz(x)") +a<01y1(x)' +Czylz(x)) +b(01y1(x) +62y2(x)>

= ¢ <y1(x)”—|-ay1(x)'—|-by1(x)) +c3 (yz(x)”—i—ayz(x)'—l-byz(x)) =0.

Proposicao 2.1.3 (Desigualdade de Jensen) Seja g uma fungdo convexa suave. Entdo vale

g(/olv(x)dx> < /Olg(v(x))dx. (2.10)

Prova: Desde que g seja uma fungao convexa e suave, segue da Série de Taylor que (11.77)
g(t—h) = g(t) —hg' (1) + O(h?), (2.11)
2

onde O(h?) := %:¢"(t) > 0. Tomando ¢ — h = 5 e desprezando O(h?) temos

gt)+(s—1)g' () <g(s), t,s€IR. (2.12)

14
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Fazendo,

s=v(x), = /01 v(x)dx, (2.13)

e integrando em [0, 1] com relagéo a x concluimos que

o [ vo) < [ et 214

Proposicao 2.1.4 (Desigualdade de Poincaré) Seja f : [a,b] — IR uma fungdo tal que f(a) =
0, f exista e seja continua por partes. Entéo,

[ 17epar < &2

Prova: Como f(a) = 0 temos do Teorema fundamental do célculo que

b
/a () 2. (2.15)

= [ fa, 216)

com a < x < b. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

P = ( /:f’(y)dy)2§<( [ea) ([ 2dy)1/2)2
_ (/ la’y)(/ e zdy) a1 0Py 218)

Integrando ambos os lados em [a, b] obtemos

/!f )P < (x——ax+c) /|f Py =

—

2.17)

'(x)|*dx. (2.19)

Proposicéao 2.1.5 Suponha que as fungées u,, sejam continuas e que a série }., | uy (x) con-

virja uniformemente. Entao a soma
u(x) = Z un(x) (2.20)

€ também uma fungao continua.

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

15
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Proposicao 2.1.6 Suponha que as fungées u,, sejam integraveis em um intervalo I e que a

série Y~ | un(x) convirja uniformemente. Entdo

/1<,§ un(X)>dx:§/Iun(x)dx. (2.21)

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

|
Proposicao 2.1.7 Segja f : R — IR uma fungao integravel em qualquer intervalo limitado.

(i) Se f é uma fungao par entio
L L
/ f(x)dx = 2/ f(x)dx. (2.22)
—L 0
(i) Se f é uma fungao impar entao
L
/ f(x)dx=0. (2.23)

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

Proposicéo 2.1.8 (Relacées de Ortogonalidade) Sejam m,n € 7, entdo

L mmx  nmx
/0 cos ——sen de =0, Vm,n €7’ (2.24)
L
L mnx  nmx —, se m=n>1
/ coOS——cos—dx =1« 2 (2.25)
0 L L 0, se m#*n>1
L
L mnx — nmx —, se m=n>1
/ sen——sen—dx =< 2 (2.26)
0 L L

=

se m#n>1

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

Definicao 2.1.1 (Funcao periddica) Seja f : R — R uma fungdo. Dizemos que f é periddica
de periodo p se

fx)=f(x+p), VxeR (2.27)

16
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2.2 Seéries de Fourier

Dada uma fungao f : IR — IR periddica de de periodo 2L, integravel e absolutamente
integravel, podemos escrever

- X o
fx) ~ % +,,Zl (an cos nT + b, sen u) (2.28)

L
Isto significa que a expressao do lado direito € a série de Fourier de f. De acordo com
[Figueiredo, 2018], uma questao que surge naturalmente é: Que relagao ha entre f e sua série
de Fourier? Seria bom que fosse de igualdade mas nem sempre isso ocorre!

O teorema abaixo nos da uma condicao suficiente para que isto ocorra.

Teorema 2.2.1 Seja f : IR — IR uma fungdo seccionalmente diferenciavel e de periodo 2L.
Ent&o a série de Fourier da fungdo f converge em cada ponto x, para % < fx+0)+ f(x— 0)),
ie.,

(o]

nmx

(f(x—i—O)—i—f(x—())) :02—0—1—2 <ancosn—zx+bnsen7). (2.29)
n=1

| =

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

Para integrarmos uma série de Fourier devemos ter em mente as hipoteses do teorema
abaixo.

Teorema 2.2.2 (Integracao de Séries de Fourier) Seja f : R — R uma fungao periddica de
periodo 2L e seccionalmente continua e seja

a = nmx nmx
?0%—’; (ancosT+bn senT>, (2.30)

sua série de Fourier. Entao
(i) a série pode ser integrada termo a termo e o valor da série integrada € a integral de f; mais
precisamente,

b b ag h b pmx b nmx
= [ Zdx+) — —dx ); 2.31
/a f(x)dx /a 2dx+n:1 (an/a cos 7 dx—l—bn/a sen 7 dx), (2.31)

(i) a fungao

Flx) = /O ’ (f(t) _ C‘Z—O)dr, (2.32)

é periddica de periodo 2L, continua, tem derivada F’ seccionalmente continua e é representada

17
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por sua série de Fourier

Prova: Ver [Figueiredo, 2018].

18
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Capitulo 3

Problema de reacao-difusao nao linear

Neste capitulo apresentamos o primeiro resultado deste trabalho que é a solucao exata do
problema (3.1)—(3.4) para um coeficiente de reacao escolhido convenientemente. Esta escolha
foi feita de modo a tornar possivel transformar um problema de resolver uma equacao diferencial
parcial nao linear num problema de resolver duas equagoes diferenciais ordinarias, sendo um
deles um problema de contorno e a outro um problema de valor inicial. A ideia por tras deste
método é fazer com que o problema de valor de contorno seja uma equagao linear e o problema
de valor inicial seja uma equacao nao linear do tipo Bernoulli.

3.1 Solucao exata do problema

Consideramos o problema de difusao nao linear dado por
ur —tyy +k(x)f(u) =0 em (0,1) x (0,00), (3.1)

onde k(x) > 1 é o coeficiente de reagdo determinado posteriormente. O termo de reagéo é
dado por f(s) = F'(s), onde

F(s):=— (3.2)

€ o potencial de energia que conduz a solugao ao estado u = 0. As condigdes de contorno de
Dirichlet homogéneas sao dadas por

u(0,¢) =u(l,t) =0, Vt>0, (3.3)
e a condicao inicial por

u(x,0) =up(x), 0<x<I. (3.4)
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3.1. SOLUGCAO EXATA CAPITULO 3. PROBLEMA DE DIFUSAO

A escolha dos coeficiente m = 1 e p = 3 com mesma paridade esta baseada no Corolario 1 (ver
pagina 12).

Proposicdo 3.1.1 A solugdo exata do problema (3.1)—(3.4) com k(x) = 1/ sin?(nmx) é dada em
série de Fourier por

o e—nznzt
u(x,r) =Y cn : sen (nmx), (3.5)
- G
n=1 \/1 + ﬁ (1 _ e—2n2n21)
onde c, é o coeficiente de Fourier dado por
1
cp=2 / up(x) sen (nﬂ;x) dx. (3.6)
0
Prova: Considerando o ansatz da forma
u(x,r) = F(x)G(1), (3.7)

segue que

F'(x) _ G(0)+kx)F*(0)G¥(r)

Fl) 0 58
Escolhendo k(x)F?(x) = 1 determinamos k(x) = 1/F(x)? e ficamos com
" / 3
F'(x) _ G()+G(0) .

F(x) G(1)

Observamos que o lado esquerdo da equacao acima depende apenas de x, enquanto
que o lado direito depende apenas de t. Logo podemos concluir que ambos os lados, sdo
independentes de x e t. Isto quer dizer que,

F'(x)  G)+G(1)
F(x) G

=0, paraalgum o <cIR. (3.10)

Por outro lado, substituindo u(x,#) = F (x)G(t) nas condi¢des de contorno u(0,¢) = u(1,t) =
0 temos,

0, (3.11)
w(l,t)=0 = F()GFH)=0 = F(1)=0, (3.12)

e substituindo nas condig&o inicial u(x,0) = up(x) temos
u(x,0)=up(x) = F()GO) = uo(), (3.13)
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3.1. SOLUGCAO EXATA CAPITULO 3. PROBLEMA DE DIFUSAO

de onde adotamos G(0) = Gy € R..

Com isto, passamos a considerar o problema de contorno

F'(x)—oF(x)=0 em (0,1), (3.14)
F(0)=F(1)=0, (3.15)
€ o problema de valor inicial
G'(t)—oG(t)+G*(1)=0, Vi>0, (3.16)
G(0) = Gy. (3.17)

Para resolvermos o problema de contorno (3.14)—(3.15) precisamos analisar trés casos.

Caso 1: Supondo ¢ > 0 e considerando F(x) = ¢** temos a equagao caracteristica

WP—6=0 = u=+c. (3.18)
Dai temos que
F(x)=eV™ e F(x)=e Vo (3.19)

Segue do Principio da superposicdo de solugdo que
F(x) = creVor +cze_ﬁx, c €IR, (3.20)

também é solugao do problema (3.14)—(3.15). Agora resta analisarmos os coeficientes ¢; (i =
1,2).

Devido as condigdes de contorno F(0) = F(1) = 0 temos
F(O) = CleO+C2€0:C1+C2:O = c) = —Cq, (321)
F(1) = c1e¥+eeVo=cieV®—cieVo=0 = ¢ <e2\/6—1) =0. (3.22)

Como (ezﬁL — 1) =0, segue que ¢; = ¢ = 0. Logo temos a solugao trivial
F(x)=0, Vxe(0,1). (3.23)

Como nao estamos interessados na solugao trivial, o parametro ¢ > 0 nao serve.
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3.1. SOLUGCAO EXATA CAPITULO 3. PROBLEMA DE DIFUSAO

Caso 2: Supondo ¢ = 0 o problema de contorno € dado por

F'(x)=0 em (0,1), (3.24)
F(0)=F(1)=0. (3.25)

Segue dai que F(x) = cjx + ¢ e devido as condi¢des de contorno F(0) = F (1) = 0 temos

0 = =0, (3.26)
F(l)=c1=0 = ¢ =0. (3.27)

Isto também nos fornece a solugao trivial F(x) = 0 para todo x € (0,1), o que nédo nos
interessa. Resta analisarmos o caso em G € IR é estritamente negativo.

Caso 3: Supondo G < 0, escrevemos 6 = —A? com A € IR,.. Dai segue de (3.20) que

ilx

/22 /22 i _
F(x)=cye Mx g e VMY = oM cpe ™,

9 — cos O+ isen B temos que

e considerando a relacéo de Euler e™*
F(x) = Cjcos(Ax) + Cysen (Ax). (3.28)
Segue das condigdes de contorno F(0) = F(1) = 0 que

F(0) = Cicos(0)+Crsen(0)=0 = C;=0, (3.29)
F(l1) = Cjicos(r)+Cysen(L) =Casen(A) = 0. (3.30)

Para evitarmos mais uma solugao trivial, devemos considerar C, # 0. Com isto temos a equagao

sen(A)=0 = A,=nn, VneN, (3.31)

e consequentemente G, = —nm?. Assim, obtemos a solugdo ndo trivial do problema (3.14)—
(3.15) dada por

F,(x) =Cysen (nmx) com x€(0,1), VneIN. (3.32)

Consequentemente, obtemos o coeficiente de reacao

1
k(X) = m2—(nnx) com x & (O, 1), (333)

que é uma condicao suficiente para usarmos o método da separagao de variaveis.

Agora resta resolvermos o problema de valor inicial (3.16)—(3.17). Para isto, primeiro linea-
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3.1. SOLUGCAO EXATA CAPITULO 3. PROBLEMA DE DIFUSAO

rizamos a equagao (3.16) multiplicando por G(t)‘3. Com isto, temos
G(t)3G (1) =6,G(r) > — 1. (3.34)
Usando a mudanga de variavel y(t) := G(t)~? ficamos com
y(t) = =2G(1) 3G (1). (3.35)
Logo a equacao (3.34) pode ser escrita na forma linear
V' (t) = —20,y(t) +2. (3.36)
Resolvendo a equagao acima temos

20t
y = e 2ol <k+2/620nfdtdt> — 20t (k+2/e20”’dt) _ 20 <k+ec )7
n

1 kGpe 2o +1
G, G, '

ke 200 (3.37)

Retornando a variavel G(¢) temos

., koje 200 41 o,
GO =T = SO0 (939
n n

Para t = 0 temos G(0) = Gy. Logo,

[ o, o, — G
G(0) = ko, = . 3.39

Substituindo (3.39) em (3.38) temos

6,G2 G
G(t) = N - = — - (3.40)
G _G)efZGnt_FG G _ G
<n 0 0 \/(1_6_:;)6 26nt+6_2
G
= 0 , (3.41)
\/e—ZGnt _ e—ZGnt <1 _ eZG,,t) G_<2)
G”
como G, = —n’m> temos que
2.2
G —n-Tt
Gp(t) = 0¢ com t>0, VnelIN. (3.42)
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3.1. SOLUGCAO EXATA CAPITULO 3. PROBLEMA DE DIFUSAO

Segue das equacgdes (3.32) e (3.42) e do Principio da superposi¢ao de solugao que

2.2
ennl

u(x,t) = Z Cn =
n=1 \/1 +#(1 _e—2n27c21>

onde Gy # 0 é constante e os coeficiente de Fourier ¢, séo escolhidos de modo que tomando
t =0 em (3.43) tenhamos

sen (mtx), Vx € [0,1], (3.43)

u(x,0) = i cpsen (nTix). (3.44)

n=1
Como u(x,0) = up(x) segue que,
uo(x) = ) cpsen (nmx), Vxe[0,1]. (3.45)
n=1

Portanto os ¢, (n = 1,2,...) devem ser coeficientes de Fourier da fungéo ug(x), dada em
[0, 1]. Note que up(x) deve se escolhida de modo a ser uma fungéo impar e periédica de periodo
2, a fim de termos uma série de senos de argumento nm.

Para encontrarmos os valores de c¢,,, multiplicamos a equacao (3.45) por sen (knx) (k € IN)
e integramos em [0, 1]. Com isto, obtemos

1 oo 1
/ up(x) sen (knx) dx = Z Cn / sen (ml:x) sen (kﬂ:x) dx, (3.46)
0 = Jo
e assim,

1 1 1
/ uo(x)sen (kmx)dx = c¢; / sen (7x) sen (k7ux)dx + ¢ / sen (27x) sen (kmx)dx
0 0 0

1 1
+ 3 / sen (3nx) sen (kﬂ:x) dx+cy / sen (47tx) sen (kﬂx) dx
0 0
+ +
1 1
+ cpot / sen ((n— 1)7mx) sen (kmx)dx+ ¢, / sen (nmx) sen (kmx)dx
0 0
+ +

Usando as relagdes de ortogonalidade entre as fungdes sen (n7x) e sen (k7x) (ver Proposigéo
2.1.8) segue que

1
/o up(x) sen (mtx) dx = %cn, (8.47)
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3.1. SOLUGCAO EXATA CAPITULO 3. PROBLEMA DE DIFUSAO

ou ainda,

1
Cp = 2/ up(x) sen (mtx)dx, Vn € IN. (3.48)
0
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Capitulo 4

Abordagem energética

4.1 Energia total

Aqui tratamos das questdes referentes a estabilizagdo assintotica do problema (3.1)—(3.4).

Na proposicao abaixo definimos a energia total do problema e provamos a sua lei de dissipacao.

Ja na Secao 4.2 provamos um dos principais resultados deste trabalho que é a estabilizacao

exponencial da energia total.

Proposicao 4.1.1 A energia total associada ao problema (3.1)—(3.4) é dada por
1 /! )
E(t) = —/ lu(x,1)Pdx, Vi >0,
2 Jo
e satisfaz a lei de dissipacao
1 1
CE@) = — / 4 (x, 1) — / k() u(x,1)|*dx <0, Vi >0,
0 0

comk(x) > 1 paratodox € (0,1).

Prova: Multiplicando a equagéo (3.1) por u e integrando por partes em (0, L) temos

1
/ usudx — u
0

1d
Usando a identidade u;u = EEMZ segue que

1d [!
EE/O |u|? dx — ueu

1 1 1
2 _
0+/0 e dx+/0 k() £ (w)udx = 0.

1 1 1
2 _
O+/O it dx+/0 k() f(u)udx = 0.
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4.2. ESTABILIDADE EXPONENCIAL CAPITULO 4. ABORDAGEM ENERGETICA

Segue das condigdes de contorno (3.3) e de f(u) = F'(u) = u® que

2dt/ yu\zdx+/ |ux]2dx—|—/ )|u|*dx = 0. (4.5)

Definindo a energia total por

1 1
E(t) =~ / ulfdx, Vi >0, (4.6)
2 Jo
obtemos a lei de dissipagao
d 4
SE() / Pl — / k(o) ul*dx <0, Vi >0. (4.7)

4.2 Estabilidade exponencial

Teorema 4.2.1 A energia total do problema (3.1)—(3.4) com k(x) > 1 para todo x € (0, 1), decai
exponencialmente para zero comt — o, i.e., existe uma constante 3 > 1, tal que

2 2
T E(0 _m
E(t) = © ——e B, Vi>0. (4.8)
2+ 2E(0) (1 —[T’)
Prova: Segue da lei de dissipacdo dada em (4.2) que
1 1 1 1
—/ |ux|2dx—/ k() |u|*dx < —/ |ux]2dx—/ |u|*dx, (4.9)
0 0 0 0
desde que k(x) > 1 para todo x € (0, 1). Usando a desigualdade de Poincaré
1 ) 1 1 )
/0 lu|~dx < E/o |ux|“dx, (4.10)
temos que
CE(r) < —2m2E (1) / lul*dx. (4.11)
dt
Por outro lado, considerando a desigualdade de Jensen
1 1
g(/ v(x)dx) S/ g(v(x))dx, (4.12)
0 0
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4.2. ESTABILIDADE EXPONENCIAL CAPITULO 4. ABORDAGEM ENERGETICA

2 com g’ > 0 e v(x) = |u|? é facil ver que,

1 2 1
(/O ]u\zdx> g/o lul*dx. (4.13)

Substituindo (4.13) em (4.11) temos

para g(x) = x

d 2 ! 2 ’
S E(0) < -2mE(r) - (/0 Jul dx) : (4.14)

e consequentemente,

%E(I) < —2mPE(t) —4E%(2). (4.15)

Agora note que existe uma constante 3 > 1 tal que
d 2 2
BEE:_ZR E—4E°, E=E(t). (4.16)

A equagao acima é conhecida como equagao de Bernoulli.

Para resolvermos a equacdo acima multiplicamos ambos os lados por E~2. Com isto,
obtemos

dE
BEE_Z = 2m’E~ ' —4. (4.17)
Fazendo a mudanca de variavel
u=E"' = Zu=—""EF2 (4.18)

e substituindo em (4.17) temos

d
Ju=f()u+g(0), (4.19)

onde f(t) =2n?/B e g(t) = 4/P. Segue dai que a solugéo é dada por

—ke B - ="CC % (4.20)

22 2 22 212 2 kr2e B2
e =
72 72

E(t)=—, (4.21)



4.2. ESTABILIDADE EXPONENCIAL CAPITULO 4. ABORDAGEM ENERGETICA

com B > 1. Fazendo t = 0 obtemos a energia inicial E(0) dada por

2 2 +2E(0)
E0)=—— = knf=—"~ 2 4.22
0) == g E(0) 4-22)
Substituindo (4.22) em (4.21) temos
2 T2 E(0)
E0 = RE0) 2 n 7
( 128 )e B0 (242E(0)e T —2E(0)
2E(0
e — ( z)nz , (4.23)
n2e ' +2E(0)e B —2E(0)
ou ainda,
T2E(0) T2 E(0)
E(t) = —— = o (429)
nZeTtJrzE(())(eﬁ —1) [n2—|—2E(0)<1—e b )}eﬁ
Portanto, temos que
’E _m?
E(t) = TEO) _ F wiso (4.25)

w2+ 2E(0) (1 _e—%’>

Assim fica provado que a energia decai exponencialmente para zero com t — oo,
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Capitulo 5

Simulacao computacional

Para realizamos as simulagcées computacionais da solugdo exata e da energia total do
problema (3.1)—(3.4), usamos o software MatLab que € um dos mais utilizados em computagao
cientifica.

5.1 Solucao exata e energia total

S
S

S
R T
RTTRH THtha.-_—
AARARAN ANAE
W}‘\“\\\\\\\\\\\\\
\\\\‘\\\\\\\\\\\

Figura 5.1: Solugéo exata u(x,t) plotada com os dados: L=1,T =0.05,Gp=1len=1.
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Figura 5.2: Energia total: escala decimal (lado esquerdo) e escala semi-log (lado direito)
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5.1. SOLUCAO EXATA E ENERGIA TOTAL CAPITULO 5. SIMULAGCAO COMPUTACIONAL
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Figura 5.4: Energia total: escala decimal (lado esquerdo) e escala semi-log (lado direito)
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Figura 5.6: Energia total: escala decimal (lado esquerdo) e escala semi-log (lado direito)
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Capitulo 6

Consideracoes finais

Neste trabalho estudamos alguns aspectos quantitativos e qualitativos de uma equacao de
reacao-difusdo ndo linear. Os principais resultados obtidos sdo: a solugdo exata do problema
ndo linear e a propriedade de decaimento exponencial da energia total. Esperamos que o
método apresentado neste trabalho possa motivar a resolugao de outros problemas nao lineares
e futuramente pretendemos fazer um estudo numérico desse problema usando o método de

diferencas finitas e comparar a solugao numérica com a solugao exata obtida.
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