UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
CAMPUS UNIVERSITARIO DE ABAETETUBA
FACULDADE DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGIA
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

ELIEL DE ARAUJO E SILVA COSTA

TRIANGULOS PITAGORICOS, TERNOS PITAGORICOS E SUAS PROPRIEDADES

Abaetetuba — Para
2018



ELIEL DE ARAUJO E SILVA COSTA

TRIANGULOS PITAGORICOS, TERNOS PITAGORICOS E SUAS PROPRIEDADES

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado a
Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologia da
Universidade Federal do Par4 como requisito para
obtencdo do titulo de licenciado em Matematica.
Orientador prof. Me. Manoel Lima Corréa.

Abaetetuba — Para
2018



ELIEL DE ARAUJO E SILVA COSTA

TRIANGULOS PITAGORICOS, TERNOS PITAGORICOS E SUAS PROPRIEDADES

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado a
Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologia da
Universidade Federal do Pard como requisito para
obtencdo do titulo de licenciado em Matematica.
Orientador prof. Me. Manoel Lima Corréa.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Me. Manoel Lima Corréa
Orientador

Prof. Dr. José Francisco da Silva Costa
Membro

Prof. Dr. Sebastidao Martins Siqueira Cordeiro
Membro



DEDICATORIA

Dedico este trabalho primeiramente a
Deus, por ser 0 autor e consumador da fé,
onde me tem sustentado na felicidade e
na angustia e creio em seu Filho amado
Jesus Cristo como Unico salvador, minha
mae Clayrdea, minha esposa Ediselma,
meu filho Samuel e aos meus irméos e
suas familias que sempre presentes muito
contribuiram nessa minha jornada
académica.



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus por ter me sustentado com saude e forca
nas dificuldades.

A esta universidade, seu corpo docente, direcdo e administragdo que
contribuiram para meu crescimento intelectual e profissional.

Ao meu orientador Prof. Me. Manoel Lima Corréa, pelo suporte no pouco
tempo que Ihe coube, pelas corre¢des e incentivos.

A minha mae, minha esposa, meu filho, meus irméos e aos colegas de
turma.

E a todos que de uma forma direta ou indireta fizeram parte de minha

formacéo, o meu muito obrigado.



EPIGRAFE

“‘Se néo fosse imperador, desejaria ser professor. Ndo conhe¢o missdo maior e mais
nobre que a de dirigir as inteligéncias jovens e preparar os homens do futuro”.
D. Pedro Il


https://www.pensador.com/autor/d_pedro_ii/

RESUMO

O presente trabalho é dedicado ao estudo dos triangulos Pitagéricos, bem como os
ternos dos numeros que representam seus lados, sua forma algébrica e geométrica.
Mostram-se algumas de suas propriedades, como eles se apresentam e como
reconhecer esses ternos, apresenta-se também a formula geradora tanto de ternos
pitagoricos primitivos, como 0s ndo primitivos e uma consequéncia dessa formula é
que os triangulos obtidos através dela sdo retangulos. Provar-se que existem
infinitos ternos Pitagodricos primitivos através de uma variacdo da formula citada
anteriormente e consequentemente infinitos triangulos Pitagoricos primitivos.
Aplicando-se o0s conceitos, lemas e propriedades estudadas sobre os ternos
Pitagodricos nesse trabalho num caso particular do teorema de Fermat. Mas antes
falar-se um pouco do contexto historico e sobre o matemético que da o nome a essa
classe de triangulos, quem foi Pitagoras? Também se aborda a descoberta de uma
tabua de pedra do periodo babilébnico e com ela descobrir que antes de Pitdgoras
esses triangulos ja eram conhecidos e estudados pelos babilénios, apresentar-se

conceitos basicos sobre triangulos e uma demonstracdo do Teorema de Pitagoras.

Palavra-chave: Triangulos Pitagoricos, Ternos Pitagoéricos, Teorema de Pitagoras.



ABSTRACT

The present work is devoted to the study of the Pythagorean triangles, as well as the
suits of numbers representing their sides, their algebraic and geometric form. Some
of their properties, how they present themselves, and how to recognize these suits,
are also presented to the generating formula of both primitive and non-primitive
Pythagorean suits, and a consequence of this formula is that the triangles obtained
through it are rectangles. To prove that there are infinite primitive Pythagorean suits
through a variation of the formula quoted above and consequently infinite primitive
Pythagorean triangles. Applying the concepts, lemmas and properties studied on the
Pythagorean suits in this work in a particular case of Fermat's theorem. But before
we speak a little of the historical context and about the mathematician who gives the
name to this class of triangles, who was Pythagoras? It also addresses the discovery
of a stone tablet from the Babylonian period and with it discover that before
Pythagoras these triangles were already known and studied by the Babylonians, to
present basic concepts on triangles and a demonstration of the Pythagorean
Theorem.

Keywords: Pythagorean Triangles, Pythagorean Suits, Pythagorean Theorem.
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1 INTRODUCAO

A escolha do tema é inicialmente a oportunidade de conhecer mais sobre
como foi construida a matematica, qual era o objetivo do seu uso, seu
desenvolvimento durante os séculos e mais sobre os matematicos envolvidos na sua
construgao.

Neste trabalho, por exemplo, estuda-se sobre o teorema de Pitagoras e sua
utilizacdo na busca por ternos de numeros inteiros que sédo os ternos Pitagoricos,
onde esse teorema também é aplicado na Geometria plana. Encontrarem equacdes
que tenham solucgdes inteiras era um dos objetivos principais desses mateméticos e
ate no presente momento matematicos da atualidade dedicam tempo trabalhando
em pesquisas no mundo todo com o mesmo objetivo. Esse assunto é muito
estudado em Teoria dos NUmeros para a construcdo dos numeros. E as equacdes
envolvidas na busca por numeros inteiros sdo conhecidas por Equacdes Diofantinas.

A escolhe-se para o tema de nosso trabalho: “Triangulo pitagorico, ternos
pitagoérico e suas propriedades”, onde se aborda o assunto de forma progressiva
para facilitar o entendimento do seu conteudo.

Descobre-se que esses Triangulos podem ser primitivos e nao primitivos.

Nosso objetivo geral é realizar uma demonstracdo para o teorema de Fermat
guando n é da forma 4k. Utilizaremos os conceitos, lemas e propriedades dos
triangulos (ternos) pitagoricos.

Nosso objetivo especifico é:

e Mostrar as propriedades dos ternos Pitagoricos.

o Destacar que todo termo Pitagérico é obtido através de (2st, s — t?, s? +t?).
o Demonstrar que os ternos pitagéricos primitivos sao infinitos.

A disposicédo dos capitulos no trabalho:

No segundo capitulo apresenta-se o contesto histérico envolvendo o assunto
abordado e sobre os mateméaticos que dedicaram seu tempo estudando o assunto
em questao.

No terceiro capitulo é dedicado aos triangulos Pitagéricos, abordando-se os
conceitos béasicos sobre triangulos, semelhanga de triangulos, exemplos e sera feito
uma demonstracdo do Teorema de Pitagoras dentre as mais de trezentas

existentes.
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No quarto capitulo estudam-se sobre os ternos Pitagéricos, conceitos,
propriedades, demonstracdes, formulas geradoras dos ternos, etc.
No quinto e ultimo capitulo sera realizada uma aplicacdo utilizando os

conceitos e propriedades deste trabalho no famoso Teorema de Pierre de Fermat.

2 CONTEXTO HISTORICO

Pitagoras (572-497 a.C.) foi uma figura muito misteriosa, sendo reconhecido
ndo s6 como mateméatico, mas também como lider religioso, sabio, mistico e fildsofo
grego da Antiguidade. Criador do “Teorema de Pitagoras”; mesmo assim existem

pouguissimos documentos que se sabe sobre ele.

Figura 1 — Imagem representativa de Pitdgoras, fundador da Escola Pitagorica.

Fonte: https://www.escolééaﬁti.com.br/pitagoras-e-os—pitagoricos

Muitos estudos dizem que Pitdgoras nasceu na cidade de Samos, uma ilha
situada no Mar Egeo, Grecia na regido da Asia Menor (Magna Grécia), por volta de
572 a.C., e esse periodo é o final do século VI é possivel e provavelmente que tenha
sido discipulo do maior sébio e matemético famoso de sua época Tales de Mileto,
Pitagoras viajou por muitos anos e morou em varios lugares em busca de
conhecimento e sabedoria, entre esses lugares estdo a Babilénia, Caldéia, Egito e
tudo indica que tenha chegado até a india. Onde ao retornar do Egito em 532 a.C. a
Samos encontrou o poder nas maos do ditador e tirano Policrates e sob dominio
persa nesse momento optou em fugir para o porto maritimo de Crotona que era uma

colonia grega localizada no sul da Italia.


https://www.suapesquisa.com/grecia
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Depois de fugir da cidade de Samos, é em Crotona que resolveu colocar em
pratica os conhecimentos adquiridos em suas peregrinagdes e fundando a entao
famosa Escola Pitagodrica, onde estudavam e discutiam filosofia, matematica
(aritmética e geometria), ciéncias naturais e religido, essa escola era cheia de ritos e
ceriménias secretas, uma de suas doutrinas era que ninguém podia registra ou
revelar esses ritos e cerimonias secretas, 0 que provavelmente contribuiram para
que hoje ndo se tenha registros mais evidentes de seus estudos, teorias,
descobertas, o cotidiano da escola e muito menos sobre a personalidade do ilustre
fundador dessa escola, todas as aulas eram orais e todas as descobertas eram
dedicadas a esse fundador, por isso ndo se sabe realmente o que foi feito por
Pitagoras e o que ele se apossou dos seus alunos e discipulos.

Segundo (BOYER, 1996), Pitagoras tinha verdadeiro culto religioso pelos
numeros, e é atribuida a ele a frase que diz “tudo € niamero”, que era o lema de sua
escola, onde mostra que procurava entender e explicar a existéncia das coisas
através dos mesmos é dado a ele a criacdo dos termos “matematica” (ou “o que é
aprendido”) e “filosofia” (ou “amor a sabedoria”) para expressar seus pensamentos
intelectuais.

Nessa escola havia cerca de 600 integrantes, e as familias mais nobres
dessa cidade delegavam seus filhos para serem instruidos na aritmética, geometria,
masica, astronomia, politica, religido e moral, esses estudantes abastados
provavelmente iriam ocupar cargos importantes na sociedade que viviam.

Na época em que esteve no Egito Pitdgoras conheceu as famosas piramides
e é nesse momento que provavelmente tenha desenvolvido seu tao famoso
“Teorema de Pitagoras”, que é a relagcéo que existe entre os lados de um triangulo
retangulo, onde, provou que em um triangulo retangulo, a soma dos quadrados dos
catetos € igual ao quadrado da hipotenusa, no entanto, a indicios que os babildénios
ja conheciam o chamado Teorema de Pitagoras (b? + ¢ = a?) no ano de 1600 a.C..

Pitagoras morreu talvez assassinado, jA bem velho e provavelmente no ano
de 497 a.C. em Metaponto, regido sul da Italia. A escola permaneceu ainda por pelo

menos mais dois séculos.

A tdbua de Plimpton 322
Segundo (EVES, 2004), essa tdbua é do periodo babilbnico antigo e foi

escrita entre (1900 a 1600 a.C. aproximadamente) a Plimpton 322 foi uma das mais
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ilustres tabuas babildnicas ja investigada, seu nome é devido a colecdo G.A.
Plimpton da Universidade de Columbia, listada com o numero 322. Ela estar
incompleta devido a perda de um pedaco de seu lado esquerdo, como mostra a

Figura 2. Neugebauer e Sachs em 1945 foram os primeiros a explicar seu contetdo.

Figura 2: Tabua de Plimpton 322

Fonte: https://cienciantiga.wordpress.com/2012/07/24/plimpton-322/

Segundo (BOYER, 1996), o conteudo dessa tabela sdo numeros, sendo a
primeira coluna da extrema direita 0s niumeros que representam a quantidade de
linhas que vdo de um a quinze e tem o objetivo de reconhecer a ordem dos
elementos nas outras trés colunas que se segue, onde essas trés restantes
representam os lados de triangulos, considerando um triangulo retangulo.

Tendo em vista a segunda e terceira coluna os lados a e c respectivamente
desse triangulo e utilizando

b=2pq,a=p>—q* c=p*+q>

temos:

Por exemplo, os nimeros na primeira linha s&o obtidos partindo de p
=12 e g = 5, com valores correspondentes a =119 e b=120e c =
169. Os valores de a e c sdo exatamente 0S que se encontram na
segunda e terceira posi¢do a partir da esquerda na primeira linha da
tabela. (BOYER, 1996, p.25).

O resultado desse exemplo esta destacado em cinza na tabela abaixo.
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Suponhamos que se fosse calculado o outro cateto b dos triangulos e para
hipotenusa ¢ e cateto a da tabua, poderdo encontrar outros ternos pitagoricos, a
parte da tabela abaixo destacada em verde, seria a representacdo de uma parte da
Plimpton 322.

Tabela 1: Ternos Pitagéricos.

b = Cateto a = Cateto ¢ = Hipotenusa
2st p?—q* p*+q° Linhas p Q
120 119 169 1 12 5
3456 3367 4825 2 64 | 27
4800 4601 6649 3 75 | 34
13500 12709 18541 4 125 | 54
72 65 97 5 9 4
360 319 481 6 20 9
2700 2291 3541 7 54 25
960 799 1249 8 32 | 15
600 481 769 9 25 | 12
6480 4961 8161 10 81 | 40
60 45 75 11 2 1
2400 1679 2929 12 48 25
240 161 289 13 15 8
2700 1771 3229 14 50 | 27
90 56 106 15 9 5

Fonte: Tabela elaborada pelo préprio académico

Com a descoberta dessa tdbua e o estudo de seu conteludo, revela-se que
0s babilénios conheciam e desenvolviam formulas que encontravam o0s ternos
conhecidos hoje como ternos pitagoricos, a Plimpton 322 é um dos registros mais
fascinantes da matematica (mais precisamente sobre trigopnometria) desse periodo.

Observando que a féormula geradora dos ternos Pitagoricos descritos na
tAbua de Plimpton é (2st,s? — t2,s% + t?) que foi desenvolvida por Euclides, onde

sera visto algumas propriedades dos mesmos mas adiante.

Euclides e o seu livro “Os Elementos”
Euclides juntamente com seu livro “Os Elementos”, foram muito importante

para o desenvolvimento da matematica.
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Infelizmente existem poucos registros sobre Euclides, mas fragmentos
historicos revelam que nasceu e viveu por volta de 325 a.C. — 265 a.C. na Grécia
Antiga provavelmente tenha obtido sua formagcdo matematica na escola platdnica de
Atenas, foi professor de matematica em Alexandria e seus estudos e trabalhos em
matematica(Geometria) colaborou para que essa cidade se tornasse o centro
mundial do esquadro e do compasso, por volta do século Il a.C. no Egito.

E considerado o pai da Geometria, escreveu o livro “Os Elementos” que é
reconhecido como o livro didatico mais bem sucedido de todos os tempos tendo
influenciado véarios matematicos e pesadores em diversos momentos da histéria.
Esse livro é o refinamento de toda mateméatica que precedeu e que existia em sua
época, onde incluiam as obras de Tales de Mileto, PithAgoras, Platdo e dos egipcios
e gregos que tinham construido a matematica até entao.

Segundo (BOYER, 1996), essa obra brilhante esta dividida em 13 livros. Se
tratando os seis primeiros da Geometria plana elementar; os trés posteriores sobre
Teoria dos Numeros; o decimo sobre os Irracionais e os trés ultimos dedicados a
Geometria espacial. E essa obra fez parte do ensino da matematica por um periodo
de 2000 anos.

Pierre de Fermat e seu famoso Teorema

Pierre de Fermat (1601-1665) nasceu nha Franca, seu pai era um rico
mercador que lhe possibilitou uma educacdo de qualidade, formou-se em direito,
ingressou no servi¢co publico no ano de 1631, sendo promovido a juiz. Seu fascinio
pela matemética ocorreu quando leu a Aritmética de Diofanto. Ficou conhecido como
o “Principe dos Amadores”, por ndo ter a matematica como a principal funcéo de sua
vida, dedicava-se a ela em horas vagas como um passatempo, mesmo assim Pascal
0 considerou como 0 maior matematico de seu tempo, contribuiu significativamente
para o desenvolvimento da matematica destacando-se: o célculo geométrico e
infinitesimal, teoria da probabilidade e sendo mais reconhecido por seus trabalhos

em teoria dos numeros, em especial para o famoso ultimo teorema de Fermat.

Um dos mais famosos problemas na histéria da matemética e talvez
um dos que mais inspirou o desenvolvimento de novas teorias é o
chamado ultimo teorema de Fermat.

Pierre de Fermat, que tinha o costume de fazer anotacdes nas
margens de sua copia do livro de Diofanto, enunciou o teorema que
afirma ser impossivel encontrar inteiros positivos x,y,z tais que
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x"+y*=2z" (*) quando n € um numero inteiro maior do que 2:
‘encontrei uma demonstragdo verdadeiramente maravilhosa para
isto, mas a margem é demasiado pequena para conté-la”.

A demonstracdo do ultimo teorema de Fermat somente foi obtida
depois de mais de trezentos anos apds sua formulacdo. Tal
demonstracdo, devida a Andrew Wile e Richard Taylor. (MARTINEZ,
MOREIRA, SALDANHA, TENGAM, pag. 159/160).

3 TRIANGULOS PITAGORICOS

Nesse capitulo, se aborda alguns topicos que servira de base para os
proximos capitulos. Sera apresentado de forma sucinta, definicbes e exemplos e
propriedades basicas acerca dos triangulos pitagéricos.

3.1 Definicbes e Exemplos

Definigdo 1. (Triangulo)

Segundo (DOLCE, 1993), dados trés pontos, A, B e C, ndo colineares (n&o
alinhados), a reunio dos segmentos AB, AC , BC, e chama-se triangulo ABC.
Indicagéo: triangulo ABC = A ABC.

Figura 3: Tridngulo

I.l'
hilk

-~ 4 C
Fonte: Acervo do aluno, 2018,

7

Em outras palavras, um tridangulo € um poligono convexo cuja regido é
formada por trés semirretas concorrentes entre si, duas a duas, em trés pontos

diferentes, formando seus trés lados.

Exemplo 1:
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Figura 4: Tipos de tridngulo.

Equilatero |sdsceles Escaleno

Fonte: Acervo do aluno, 2018,

3.2 Semelhancga de Triangulos

Definicao 2.
Dois triangulos sdo semelhantes se, possuem os trés angulos
ordenadamente congruentes e seus respectivos lados proporcionais.

Figura 5: Tridngulos semelhantes.

B a C

Fonte: Acervo do aluno, 2018.

~

4 = A, a b C
AABC ~ ABCo|B = B e — ===
c = ('

onde o simbolo "~" significa semelhanga entre os triangulos.
Chama-se razdo de semelhanca o numero real k, tal que é a razdo entre os

respectivos lados dos triangulos, assim temos que

a b C
se k = 1, os triangulos s@o congruentes.

Exemplo 2:
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Dado dois triangulos ABC e A’B’C’ sdo semelhantes, sendo as medidas dos
lados do segundo A'B '=3 cm, A'C’=7 cm e B'C’ =5 cm, j4 a medida de um dos
lados do primeiro mede AB = 6 cm, devemos encontrar a razdo de semelhanca

entre os triangulos e com ela encontrar a medida dos dois lados do primeiro

triangulo.
Figura 6: Triangulos semelhantes.
B
f?‘b
O =
A b >
Fonte: Acervo do aluno, 2018,
AABC~ AMABC= 2 =2 =°52_>_8_
ar br c/ 5 7 3

portanto a razao de semelhanca € 2. Dai, temos
a=10

a
5

- =

_ 5

-tT b=>b—14
> =

logo, os lados do primeiro triangulo medem BC = 10 cme AC = 14 cm.

3.3 Casos ou critérios de semelhanca
N&o é necessario que se conheca todos os lados e angulos dos triangulos
para que tenhamos a semelhanca assegurada. E isso que nos dizem os critérios de

semelhanca de triangulos, que séo divididos em trés casos, a saber;

) Caso AA - Angulo Angulo
"Se dois triangulos possuem dois angulos ordenadamente congruentes,

entdo eles sao semelhantes."”
Figura 7: Triangulos semelhantes
A

A

B A C- B.I CI

Fonte:http:/fwww_ufrgs_br/fespmat/disciplinas/gectri/moduloll/conteudos2_criterios1.html
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Il) Caso LAL — Lado Angulo Lado

"Se dois lados de um triangulo s@o proporcionais aos lados homologos do
outro triangulo e se o angulo entre estes lados for congruente ao correspondente do

outro triangulo, entdo os triangulos sdo semelhantes."”

Figura &: Tridngulos semelhantes.

C a B C' a' B‘I
Fonte:http:/fwww_ufrgs.br/fespmat/disciplinas/geotriifmoduloll/conteudos2_criterios1_html

[ll) Caso LLL — Lado Lado Lado

"Se dois triangulos possuem os seus lados homoélogos proporcionais, entao

eles sdo semelhantes."

Figura 9: Tridngulos semelhantes.

b
Cﬂl
[ =
C a B C B

Fonte:http:/fwww_ufrgs_br/espmat/disciplinas/geotri/moduloll/conteudos2_criterios1_html

Exemplo 3:
Sejam os triangulos ABC, A'B'C' e A”B''C", sendo as medidas dos lados
dados por 3,4¢e 5; 6,8 e 10 e 5,12 e 13 respectivamente. Veja que os triangulos ABC,

A'B'C' sdo semelhantes, pois seus lados sdo homoélogos proporcionais, isto é,
6 8 10
= — = 2

3 4 5
Ja os triangulos A'B'C’' e A”B''C'" ndo sdo semelhantes, pois seus lados
homologos ndo sdo proporcionais, ou seja, nao existe k inteiro tal que
s _r_1s_,
10 8 10
assim como os triangulos ABC e A"B"'C".
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Figura 10: Tridngulos retdngulos semelhantes e ndo semelhantes.

A

m 1
B 4 c B 8 c B" 12 c

Fonte: Acervo do aluno, 2018,

Como a base de estudo deste trabalho restringe-se aos triangulos

retangulos, iremos por tanto, defini-lo a seguir.

Definicdo 3. (Triangulo Retangulo)

Chama-se triangulo retangulo, o triangulo que possui um angulo de 90°
(dngulo reto); por consequéncia da lei angular de Tales os outros angulos séo
agudos.

Este triangulo possui algumas caracteristicas muito importantes, vejamos;

Tomando um triangulo ABC qualquer, com o angulo reto em A, o lado BC
oposto a esse angulo é chamado de hipotenusa que é o maior lado do triangulo e os
outros dois lados sdo denominados catetos. Tragando um seguimento AD
perpendicular a BC, com D em BC, com essas informagdes podemos nomear 0s
elementos de um triangulo retangulo.

Figura 11: Triangulo retangulo.

d
Fonte: Acervo do aluno, 2018.

onde;
BC = a: hipotenusa
AC = b: cateto,

AB = c: cateto,
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BD = m: projec¢éo do cateto ¢ sobre a hipotenusa,
CD = n: projec&o do cateto b sobre a hipotenusa,

AD = h: altura relativa a hipotenusa.

Relacdes métricas:
Com base nos critérios de semelhanca de triangulos citados anteriormente
com seus elementos ja identificados, temos:

Figura 12: Relagfes métricas do tridngulo retdngulo.

A A
C Hh b
5 -
E 3 i E m D D N Z
Fonte: Acervo do aluno, 2018.
(1) b?=a-n 8)h 2 =m-n (5)b-h=c-n
(2) c?=a'm (4)b-c=a-h (6)c-h=b'm

Uma das propriedades dos tridangulos retangulos é a seguinte equacéo, dada

em forma de teorema.

Teorema 1. (Pithdgoras)
Em todo triangulo retangulo, a soma dos quadrados dos catetos é igual ao
quadrado da hipotenusa, isto €,
b? + ¢% = a*
Existem mais de trezentas maneiras de realizar a demonstracdo do Teorema
de Pitagoras, entretanto escolhemos o que é baseada numa fonte chinesa antiga.

Que utiliza figuras planas.

Demonstracao:

Seja um triangulo retangulo de lados a, b e ¢ vamos fazer quatro copias
desse triangulo, sabendo que a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a
180° graus e no triangulo retangulo o maior angulo que é o angulo reto mede 90°

graus e a soma dos outros dois angulos a e f medem também 90° graus, temos
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entdo que a + B + 90° = 180°, se subtrairmos 90° graus de ambos os lados obtemos

0 seguinte valor:
a+f+90°—-90°=180°—-90°=> a + B =90°

Figura 13: Tridngulos retdngulos semelhantes.

o N2 b
— i (
C
_/ll a I:l
_ i |'(
\
C C

Fonte: Acervo do aluno, 2018.

Depois vamos mover esses triangulos de modo que forme um quadrado
maior por fora de lados (b + c) e por dentro forme um quadrilatero menor de lados
(@), onde provaremos que esse quadrilatero € um quadrado. Poderemos perceber
que ao unirmos esses triangulos formaremos angulos retos jA que a + B = 90°

graus. Vamos realizar entdo a construcao descrita.

Figura 14: Quadrilatero formado a partir de tridngulos retangulos.

Fonte: Acervo do aluno, 2018.

Para demonstrar que o quadrilatero EFGH de lado (a) € um quadrado, temos
gue primeiro provar que seus angulos internos sdo retos e medem 90° graus cada

um, ja que os quatro lados séo iguais, temos:
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Iniciaremos com o angulo EFG. Onde podemos ver que este se encontra
apoiado no lado AB do quadrado ABCD. Sabendo que a medida do angulo AFB é
180° e AFB = 8 + a + EFG.

Logo

B+ a+ EFG = 180° = 90° + EFG= 180° = EFG = 90°.

De modo analogo, temos que a medida do angulo AED é 180° e

AED= f + a + FEH.

assim
B+ a+ FEH = 180° = 90° + FEH = 180° = FEH = 90°.
Sendo a medida do angulo DAC é 180° e
DAC= B + a + EAG.
temos
B+ a+ EAG= 180° = 90° + EAG= 180° = EHG = 90°.
Da mesma forma, como a medida do angulo BGC é 180° e
BGC= B + a + FGH.
segue que

f + a + FGH= 180° = 90° + FGH= 180° = FGH = 90°.

Com isso provamos que o0 quadrildtero EFGH é um quadrado. Assim
concluimos que o quadrado ABCD de lado (b + c) sera igual a area dos quatro
tridangulos retangulos de lados a, b e ¢ somado com a area do quadrado EFGH
interno de lado (a), nos resta agora igualar as areas.

A area do quadrado maior € igual a (b + ¢)?.
P N A s . . bc
A area de cada triangulo retangulo é igual a -

A area do quadrado menor é igual a a?.

Assim, segue que

b b b b
(b+c)=—+—+—+—+ a*

(b +¢)? = 2(bc) + a?
b? + 2(bc) + c? = 2(bc) + a?
portanto, conclui-se que
b? + c? = a? (D
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0 que provado a veracidade do Teorema de Pitagoras.
Os numeros a, b e ¢ sdo todos numeros inteiros. Desta forma, esses

nameros sdo chamados de ternos Pitagoricos.

Definigéo 4.
Um tridngulo retdngulo ABC de lados a, b, ¢ é dito Pitagérico se as medidas

dos lados sdo numeros inteiros.

Exemplo 4:

Sao exemplos de triangulos Pitagoricos os trés triangulos cujo seus lados
sao (3, 4 e 5), (15, 8, 17), (7, 24, 25) respectivamente. Pois eles satisfazem a
equacao (1).

Figura 15: Triangulo Pitagdrico.

-

4

Fonte: Acervo do aluno, 20138,

No exemplo acima destacamos o triangulo de medidas (3, 4 e 5), por ser um
tridangulo gerador, no qual suas propriedades serdo desenvolvidas no préximo

capitulo.

Exemplo 5:
Dado o triangulo 2, 3 e 4, observe que este ndo € pitagorico, pois nao
satisfaz a equacdo (1), isto &, 22 + 32 = 42,

Exemplo 6:

O triangulo retangulo de lados (1, 1 e v2), satisfaz a equacéo (1), entretanto

um de seus lados ndo é um namero inteiro. Veja que,
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Figura 16: Tridngulo ndo Pitagdrico.

-

1

Fonte: Acervo do aluno, 2018.
2=a?4+b2=23c2=124+122c2=2=c=2
como c¢ ndo pertence ao conjunto dos numeros inteiros e sim ao conjunto dos
nameros irracionais, ndo € um Triangulo Pitagorico.
Uma curiosidade sobre a descobertas dos irracionais mais precisamente a

raiz quadrada de 2, desse terno:

Pithgoras ndo era capaz de provar pela logica que 0s numeros
irracionais ndo existem, mas quando Hipaso de Metaponta (nascido
em ¢.500 a.C.) demonstrou que a raiz quadrada de 2 é irracional e
argumentou sobre sua existéncia, diz a lenda que Pitdgoras o
afogou. (ROONEY, ANNE, 2012, p.60).

4 TERNOS PITAGORICOS

Nesse capitulo, serdo apresentadas, algumas propriedades importantes
acerca das ternas Pitagoricas é apresentaremos alguns lemas e o teorema principal

0 qual gera todos os ternos Pitagoricos primitivos e ndo primitivos.

4.1 Triplos de Pitagoras

Definicdo 5
Um terno (x,y,z) € considerado terno pitagérico se e somente se x,ye z
sao numeros inteiros positivos, tais que vale o teorema
x% +y? =72,
Exemplo 7:
O terno (3,4,5) €& pitagorico, pois sdo inteiros positivos e satisfazem o
teorema de Pitagoras, uma vez que

32 + 4% = 52
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O mesmo o ocorre com os ternos (5,12,13) e (9,12,15), pois sdo inteiros
positivos e satisfazem a equacéo acima.

Sabendo que existem infinitos ternos pitagéricos que satisfazem o teorema
de Pitagoras, além disso, esses ternos podem ser obtidos a partir de um terno

pitagorico apenas, basta multiplicar esse terno por um namero natural k.

Teorema 2:
Seja (x,y,z) um terno Pitagorico e seja k um nimero natural. Entdo

(kx, ky, kz) também é um terno Pitagorico.

Demonstracao:
Seja (x; y; z) um Terno Pitagorico e seja k um numero real. Como (x;y; z) €
um Terno Pitagoérico, entdo se verifica a condicao
x? +y? =272
Multiplicando o terno (x; y; z) por um k qualquer pertencente N, obtemos
k(x,y,z) = (kx, ky, kz).
Entao
(kx)? + (ky)? = (kz)?
k%x?+k?y? = k?z?
k%(x? + y?) = k%22
x2 +y2 =72
Portanto, (kx, ky, kz) também é um Terno Pitagorico.

Surge entdo o conceito de terno Pitagorico primitivo, sendo definido abaixo.

Definigdo 6

Dizemos que um terno pitagorico (x,y, z) € primitivo se o mdc(x,y,z) = 1.

Exemplo 8:
O terno pitagorico do exemplo 5 é primitivo, pois 0 mdc(3,4,5) = 1 0 mesmo
acontece com o terno (5,12,13), pois mdc(5,12,13) = 1, ja o ternos (9,12,15) ndo é

primitivo, pois o mdc(9,12,15) = 3.
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Como consequéncia dos ternos pitagoricos primitivos, onde vale a relacdo
de Pitdgoras surgem os triangulos pitagéricos primitivos cujas medidas dos seus

lados séo dadas por ternos primitivos.
4.2 Férmulas Geradoras dos Ternos Pitagoricos

As equacfes envolvidas na descoberta de ternos pitagoérico sao as famosas

Equactes Diofantinas, muito estudadas em Teoria dos NUumeros.

Os pitagoricos ja sabiam que qualquer terno da forma (m,%(mz—l),
%(m2 + 1)) onde m é um inteiro positivo maior do que 1 é um terno pitagorico.

Entretanto, nem todos os ternos pitagoricos podem ser obtidos através da férmula

supracitada, por exemplo, o terno (15,8,17) € um terno pitagérico, mas ndo é da
forma (m,%(mz - 1), %(m2 +1)). Assim, existem outras férmulas geradoras,

contudo neste trabalho veremos a formula que gera os ternos da tdbua de Plimpton.
4.3 Propriedades dos Ternos Pitagoéricos

Propriedade 1:

Um terno Pitagorico (x,y, z) corresponde a um triangulo retangulo.

Demonstracao:
Para que o terno Pitagorico, (x,y, z) seja um triangulo € necessario que
x<y+z (i) y<x+z (i) e z<x+y (iii).
Se z é maior do que x e y é suficiente provar a desigualdade (iii), as
outras serdo consequéncias.
Para isso, considere o terno Pitagorico (x,y, z), logo, vale que
x% +y? =z? (2)
Dai, temos que
x?<z?=>x<z
y:<z?=>y<z
Logo, z € maior elemento do termo (x,y,z), somando 2xy em ambos 0s

membros em (2), termos
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x% +y?+ 2xy = z% + 2xy
(x +y)? =z%+ 2xy
Assim,
(x+y)Y2>z2=x+y>z
logo, o terno (x,y, z) corresponde a um triangulo, como vale a equagéo 1 segue que,

este triangulo é retangulo.

Propriedade 2:

Se o terno Pitagorico é primitivo, entdo nao existem dois elementos pares.

Demonstracao:

De fato, seja o terno Pitagérico (x,y,z), suponha que exista dois elementos
pares x e y. Entdo, eles sdo da forma 2p e 2q, com inteiros positivos
respectivamente e z é impar, isto é, 2k + 1, como terno € Pitagérico, entdo

(2p)* + 29)* = (2k + 1)?
4p? +4q® = 4k* + 4k + 1
4(p?+q?) =4k(k+1)+1
2(2p* +2q*) = 2(2k* + 2k) + 1
note que, o primeiro membro é par e o segundo € impar, 0 que € impossivel, pois
nao existe um numero par que seja igual a um numero impar. Logo, x € y nao
podem ser ambos pares.
Agora suponha que x e y sdo impares, entéo eles sdo da forma 2p + 1 e
2q + 1 respectivamente e z par, isto é, da forma 2k. Assim, temos
(2p + 1)% + (2q + 1)? = (2k)?
4p2 +4p+ 1+ 4g% +4q + 1 = 4k?
4(p*+ q* +p+q) + 2 = 4k*
dividindo ambos os membros por 2, temos
202+ q*+p+q)+1=2k?
0 que € impossivel, pois 0 primeiro membro é impar e o segundo é par. Logo, x e y
nao podem ser ambos impares.
Portanto, conclui-se que x e y sdo de paridades distintas e

consequentemente z sera impar.
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Propriedade 3:

Se o terno Pitagorico é primitivo, entdo o maior elemento € impar.

Demonstracao:

Seja o terno Pitagorico (x,y, z) primitivo assim, temos que

dai, temos
x’<z?=>x<z
y2<z?=>y<z
logo z é maior elemento da terna.

Pela propriedade anterior x e y sdo de paridade distintas. Supondo x par
entdo y sera impar assim, temos

(2p)? + (2k + 1)? = z2
como a soma de um ndmero impar com um numero par é impar, tem-se que z? é
impar e consequentemente z € impar e como z é 0 maior elemento, isto prova a
propriedade. A demonstracdo é analoga, supondo y impar.

Através das propriedades acima, podemos afirmar que em um terno
pitagérico primitivo, sempre o maior dos elementos é impar e somente um dos
elementos é par. Dessa forma, temos que x e y sdo 0s menores elementos sendo
eles de paridade distintas e z € o maior deles sendo ele impar.

Vamos ver um teorema que enuncia uma formula que gera os ternos

Pitagodricos primitivos, para isso iremos enunciar e demonstrar 0s seguintes lemas;

Lema 1:
Se (x,y,z) € um terno Pitagorico primitivo, entdo mdc(x,y) = mdc(y,z) =

mdc(x,z) = 1.

Demonstracao:
Se d = mdc(x,y) > 1, entdo existe um divisor primo p de d. Logo, p\x e p\y
assim, segue que
p\x® +y® =z’

implicando que
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p\z
assim, temos que
p <mdc(x,y,z)=1
0 que é absurdo, pois p € primo.
De forma analoga, prova-se os outros dois casos e, portanto, conclui-se que

mdc(x,y) = mdc(y,z) = mdc(x,z) = 1.

Exemplo 9:
Considere o terno pitagorico primitivo (9,40,41), observe que,
mdc(9,40,41) = 1, dai temos
mdc(9,40) =1, mdc(40,41) =1 e mdc(9,41) = 1.

Lema 2:
Sejam a, b, ¢ inteiros positivos, tais que, o mdc(a,b) = 1 e ab = c?. Entéo,

a e b sdo individualmente quadrados perfeitos.

Demonstracao:

Temos que todo fator p primo de a é também fator primo de ¢? mas néo é
fator primo de b, ja que mdc(a, b) = 1. Entretanto, em c? todo fator primo possui
expoente par, se todos 0s expoentes dos fatores primos de a possuiem expoente
par, entdo se conclui que a é quadrado perfeito. Analogamente prova-se 0 mesmo
para b.

Portanto, conclui-se que a e b sdo quadrados perfeitos.

Teorema 3:
Sejam s,t e Ncoms >t >1emdc(s,t) =1 isto és,t sdo primos entre si e

ndo ambos impares estre si, com

x = 2st, y=s2—-t? e z=s%+t?
entao;
a) O terno (x,y, z) € Pitagdrico primitivo
b) Qualquer terno Pitagorico primitivo é obtido através de (2st,s? — t2, s? + t2).

Em particular, existem infinitos ternos Pitagoricos primitivos. Vejamos o0

comeco de uma tabela com os ternos Pitagoricos primitivos:
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Tabela 2: Ternos Pitagdricos Primitivos.

¥ = cateto x = cateto z = hipotenusa
= t st —t2 2st 52 4+ t?
2 1 3 4 2
3 | 2 3 12 13
4 1 15 8 17
4 | 3 7 24 29
2 | 2 21 20 29
2 | 4 9 40 41
6 1 35 12 37
6 | 5 11 60 61
7|2 45 28 23

Fﬁnte: :’-‘Lu:en-'n do E|I-_Ir'II:I. 2018.

Demonstracao:
a) De fato, veja que
x% + y? = (2st)? + (s? — t2)?
= 452t + (s* — 25%t% + t%)
= 4s%t? + s* + t* — 25%t?
=s*+ 2s5%t? + t*
— (52 + t2)2
= ZZ
logo, (x,y,z) é um terno Pitagorico.
Suponha que exista p primo com p > 2 tal que
p\d = mdc(x,y,z)
assim, p é impar. Como, p\2st entdo, p\s ou p\t. Também, temos que p\s? + t2,
assim, p\s e p\t o que é impossivel, pois teriamos p < mdc(s,t) =1, mas p > 2

primo, assim d = 1 ndo possui fator primo .Isto, prova o item a).

b) Seja (x,y,z) um terno Pitagorico primitivo qualquer, com x par e y impar. Dai,
temos

x2 + yz = 52

x2 = 72 — y2

x?=(z+y)(z—y)



33

dividindo ambos os membros por 4 temos

2

1
— =Z@+yxz—w

4
({)2 _Ge+y» G-y
2 2 2
chame 2=y e (Z;Y) =v
o Note que, o produto uv é um quadrado perfeito.
o uev Sao inteiros positivos de mesma paridade, pois zey Sao inteiros
positivos e z > y
o u>v,poisz+y>z—y
assim,
XZ
7 -w 3)
e

:@+w @—w:

u+v > + > z 4)

_(z+y) -y
== T =Y (5)

Seja d = mdc(u,v), entdo d\u+v e d\u—v de (4)e(5), segue que
d\mdc(y, z).

Pelo Lema 1, segue que o0 mdc(y,z) = 1, pois (x,y,z) € primitivo. Logo, o
mdc(u,v) = 1.

Pelo Lema 2, u e v sdo individualmente quadrados perfeitos. Assim, ponha
u=s?ev=t?coms,t€N. Dai, mdc(s,t) = mdc(u,v) =1es—té&impar. De (4) e

(5) conclui-se que

st+tt=z e s?—-ti=y
e de (3), temos
xZ
242
- =uv = st
4
x? = 4s%t?

x = +/4s5%t?

X = 2st
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Portanto, conclui-se que qualquer terno Pitagérico primitivo é obtido da

forma (2st, s? — t?, s? + t?).

Exemplo 10:
Escolhendo s = 11 e t = 4, substituindo esses valores na formula acima
temos
2Xx11x4 =288

112 — 42 = 105
112 + 42 = 137
assim, temos
(88,105,137)
€ um terno Pitagorico primitivo, pois satisfaz o teorema de Pitagoras
882 + 1052 = 1377

e, 0 mdc(88,105,137) = 1.

Teorema 4:

Em qualquer terno Pitagorico primitivo, os nimeros 3, 4 e 5 estdo presentes.

Demonstracao:

Para isto, basta mostrar que o terno (3,4,5) esteja presente como fatores dos
elementos do termo gerador (2st, s? —t?, s? + t2).

De fato, seja o termo gerador (2st, s> —t?, s?+t%) com as condicdes
estabelecidas no teorema 3, observe que
e O fator 4 estd sempre presente no elemento 2st pelo fato de qualquer um dos
nameros s ou t ser par (pela propriedade 3).
e O fator 3 esta presente em s? — t2. De fato, dividindo s e t pelo fator 3, teremos
como resto os numeros 1 e 2. Logo, estes numeros sédo da forma 3k + 1 ou 3k + 2.
Porém, de qualquer forma, o quadrado deles é da forma 3k + 1. Portanto, a
diferenca s — t? de dois nimeros da forma 3k + 1é divisivel por 3.
e Da mesma forma, dividindo s e t pelo fator 5 teremos como resto 0os niumeros

1,2,3,4. Assim, estes numeros sao da forma 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3 e 5k + 4 desta
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maneira, se s? e t? forem da mesma forma, entdo s? —t? sera um mudiltiplo de 5,
porém se forem de forma diferentes, ou seja, um dos quadrados da forma 5k + 1 e o
outro 5k + 4, entdo o fator 5 estara presente no elemento s? + t2.

Portanto, conclui-se que 0os numeros 3,4e5 estdo presentes em qualquer terno

pitagoérico primitivo.

Teorema 5:

Existem infinitos ternos Pitagoricos primitivos.

Demonstracao:
Segundo (SILVA, 2014), Seja a forma geradora (2st, s? —t?, s+ t?),
considere t = 1 assim, temos
(2s, s?—1%,  s?2+1?)
agora, considere s = 2k, sendo k um inteiro primo, assim
x =2s =4k
observe que x sé possui dois divisores primos a saber 2 é o préprio k.
Note que,
y=s?—-1le z=s*+1
sdo impares. Como 2tye2tzealémdissoktyektz Sek|yek|z. Entdo
k|(ya + zb). Mas,
y+z=(s?+1)—(s>—-1)
y+z=2
logo k|2 impliquando que k = 2, pois k € primo.
O que é um absurdo.
Portanto, x, y, z sdo relativamente primos entre si. Como existem infinitos
primos k, entdo existem infinitas ternas Pitagodricas da forma
(2s, s?—1%,  s?2+1?)
Com p > 1. Como ela satisfaz as propriedades (2) e (3), entdo esta terna é

primitiva, o que conclui a demonstragéo.

Propriedade 4:

Dois triangulos Pitagoricos primitivos ndo sao semelhantes.
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Demonstracao:

De fato, sejam os triangulos ABC e A’B'C’ primitivos, entdo respectivamente
temos mdc(a,b,c) =1 e mdc(a’,b’,c") = 1.

Suponhamos que esses triangulos sdo semelhantes, logo existe um k € Z,

tal que

) a;, = 3’ = %’ =k, com k > 1 assim, temos a' = ka,b’ = kb e ¢' = kc observe que

o terno (a',b’,c") = (ka,kb,kc) e mdc(ka,kb,kc) =k o que € absurdo, pois o
mdc(a’,b',c')=1e (a',b".c") = (ka, kb, kc).

Logo, os triangulos ABC e A’B'C’ ndo sao semelhantes.
i) Agora se 0 <k <1, temos a =ka',b=kb' e c =kc', onde a demonstracdo é

analoga bastando considerar nessa analogia k € Q.

Propriedade 5:
Qualquer numero impar >1 é o y de pelo menos um terno Pitagorico

primitivo.

Demonstracao:
De fato, seja y =2k —1 um namero impar, pela formula geradora do
teorema 2, temos
y=2k—-1=s?—-t?=(G+t)(s—-t)>1
pois, é condicdo do teorema (3) . Dai, temos
2k—1=(G+t)(s—t) (2)
como (2) > 1, considere
s—t=1 e s+t=2k-1
assim, temos o seguinte sistema
s—t=1
s+t=2k-1
resolvendo, temos
s=k
t=k—-1
substituindo esses valores nos elementos da férmula geradora
(2st, s*—t?, = s?+t?)
temos
QRk(k-1), Kk —=(k-1% K+ (k)

resolvendo
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2k(k - 1), k? — k*+ 2k —1, k? + k*+2k+1)
temos
(k(k—-1), 2k—-1, 2k(k+1)+1)
onde, o terno acima é Pitagdrico primitivo, obtido a partir do y dado. Portanto,

qualguer nimero da forma 2k — 1, com k > 1 é o y do terno Pitagorico primitivo.

Propriedade 6:
Todo numero natural divisivel por 4 é o x de pelo menos um terno Pitag6rico

primitivo.

Demonstracao:
Seja x = 4k dado, pela férmula geradora, temos
x =4k = 2st
considerando s = 2k, tem-se t = 1, substituindo esses valores nos elementos da
formula geradora, temos
(4k, 4k®—1, 4k®+1)

onde, este terno € um Pitagorico primitivo com x dado, para qualquer k > 1.

Exemplo 11:
Considere o terno Pitagoérico primitivo (156,133,169), veja que o valor
156 = 4 x 39, e ele foi obtido através do elemento 2st considerando s = 13 e t = 6.

Portanto, 156 é divisivel por 4.

5 APLICACAO

Nesta secdo aplicaremos 0s conceitos estudados anteriormente para

mostrarmos o teorema de Fermat para o caso 4|n.

A CONJECTURA DE FERMAT
Segundo (MAIER, 2005), A conjectura de Pierre de Fermat (também: o
“Ultimo Teorema” de Fermat) afirma que a equacao Diofantina
x4yt =z"

nao é soluvel por nenhum triplo (x,y,z) comx,y,z € N sen > 3.
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Essa conjectura se tornou um desafio para varios matematicos brilhantes e
depois de 350 anos foi finalmente provada pelo matematico Andrew Wiles em
1994/95.

Demonstraremos esta afirmag¢ao no caso 4|n, ja provado pelo proprio Pierre
de Fermat (1601-1665).

Observacéao 1.
Sejam n,a,b,c € N tais que a|n, b|n, c|n. Se existirem numeros x,y,z € N
tais que x™ + y™ = z", entdo existem também x',y’, z" € N tais que
x'*+y'b =7,
Demonstracao:
Sejam r,s,t € N comn = ar = bs = ct. Fazendo-se x' = x",y' = y5,z' = z¢,
segue

xra+yrb=xra+ysb= xn+yn=Zn=ZtC=Z’C

Equivalentemente podemos formular

Observacao 2.

Seja n € N. Se existirem numeros a,b,c € N com al|n, b|n, c|n tais que
x® + y? = z¢ é impossivel parax,y,z € N, entdo também x" + y™ = z" é impossivel
comx,y,z € N.

Esta observacdo reduz o problema da conjectura de Fermat para seu
tratamento somente com 0s expoentes primos: Porqué

xP + yP = zP é impossivel para todos os primos p > 2?

Consequéncia.
Seja n € N com 4|n. Se x* + y* = z? é impossivel para x,y,z € N, entdo

também x™ + y™ = z" é impossivel com x,y,z € N.

Teorema. (Fermat).
A equacdo x* + y* = z2 n&o possui solucéo x,y,z € N.

(Consequentemente a conjetura de Fermat estara provada quando 4|n.)
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Demonstracao:

Consideremos o conjunto

S={zeN|3x,y € Ncomx* + y* = z%}.

Suponhamos, x* + y* = z?2 fosse soltvel com x,y, z € N. Isto significa S # @.
Sejaz, € S 0 elemento minimo. Logo, existem x,,y, € N com z& = x5+y;. Porém,
se z, > z; € N, entdo ndo existem x;,y; € N com z? = x{ + y{. Portanto, o método
desta demonstracdo vai ser, construir a partir de (xq,Yo,2,) um triplo x;,v;,z; € N
com zZ = x{ + y{ e z; < z,. Se conseguirmos isto, teremos a condicdo desejada que
terminara a demonstracéo.

Mostramos primeiro mdc(xy,y,) = 1

Yy

Se d = mdc(x,,y,), colocamos x; = ’;—" ey, = 7" e obtemos

4 4 _ X y _ x¢+y¢ _ z¢ .z ) zy _
Xq +J’1—(;0)4+(;0)4— 0d40—d_i—(d_2)2—21:>d_2— 2, = 2y = d*Z; .

Comz; <z, sed > 1, concluimosd = 1.

Como (x%)? + (v5)? = z2 com mdc(x3,y3) = 1, temos que (xZ,y2,z,) € um
triplo Pitagorico primitivo. Pelo teorema 3 existem s,t € N com s > t, mdc(s,t) =1e
s — t impar, tais que

x& = 2st, yé = s? — t? e zy = s% + t2.

Afirmamos que t épar: Se s fosse par, teriamos s =2s" e t=2t'+1 e segue
Y= —Qt'+1)2=4s” -4t —4t' —1=4(s" -t —t')—1=41-1, o0
que é impossivel para um quadrado perfeito (um quadrado perfeito impar deveria ter
a forma 4k + 1!). Logo de fato t é par e s € impar. Coloquemos t = 2r comr € N e

obtemos xZ = 2st = 4sr e dai

2

(%0) =sr= (%)2 = sr.

Temos mdc(r,s) =1, pois mdc(s,t) =1. Logo, r e s ambos sdo quadrados
perfeitos, digamos s = z2, r = w? com z;,w; € N.
De y¢ = s?—t? segue que

t? 4+ y§ = s?
e como mdc(s,t) = 1, vemos que (t, y,, S) € um triplo Pitagorico primitivo. Existem
entdo u,v € Ncomu > v, u — v impar, mdc(u, v) = 1, tais que

t = 2uv, Yo = u? — v? e s =u? + v2.
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t

Agora, uv =- =1 = wi. Mais uma vez concluimos que u e v séo individualmente

quadrados perfeitos, digamos u = x{ e v = y{ com x; y; € N. Calculamos
xt+yf =u?+v:=s5=2z7%
0 que significa z; €S. Mas como 0<z <zZ=s5<s?<s?+t?=z, isto é
impossivel devido a minimalidade de z, € S.
Isto mostra que S é vazio, portanto x* + y* = z2 ndo pode ser solivel em N.

Portanto concluimos que nao existe solucao para 4|n ja provada pelo proprio
Fermat.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho de concluséo de curso, foi abordado de forma béasica os
triangulos Pitagoricos e as ternas Pitagodricas. Concluimos que eles podem ser
classificados como ternos primitivos e nao primitivos. Provou-se que todos esses
ternos, tanto os primitivos quanto os ndo primitivos sado obtidos através da forma
(2st, s —t?, s> +t?), além disso, demonstrou-se que existem infinitos ternos
primitivos. Através das propriedades, concluimos que os catetos dos triangulos
Pitagoricas primitivos sdo de paridades distintas, isto €, se um deles for par entédo
necessariamente o outro tem que ser impar e que o maior elemento da terna € um
namero impar e esse maior elemento é a hipotenusa do tridngulo Pitagdrico.
Conclui-se esse trabalho com uma aplicacdo que prova o teorema de Fermat
(x™ + y™ = z™), para n da forma 4k utilizando para isso a equacéo x* + y* = z2.

Esperamos que esse trabalho sirva de inspiragdo e apoio tanto para
estudante do ensino médio, como do ensino superior para possiveis estudos e
trabalhos que envolvam o mesmo conteudo.

Caso aja algum interesse para trabalhos futuros sugerimos que explorem o
assunto dedicando um capitulo s6 para aplicacdes, podem também realizar um
trabalho com maior rigor matematico sugerimos o estudo sobre Teoria dos NUmeros

com énfase nas equac¢fes Diofantinas.
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