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Resumo

O trabalho visa apresentar um estudo sobre extensfes algébricas de corpos,
mais especificamente dos racionais @, onde serd exibida ao longo do
desenvolvimento uma série de definicbes algébricas tais como, grupos, anéis e
corpos, que contribuirdo para explicar os teoremas ao longo do trabalho. A teoria de
Galois nos d& uma bela resposta sobre algumas definicdes de constru¢do de corpos
K, onde Q c K c C, por meio de equacles polinomiais através de um processo
chamado de adjuncéo de raizes de um polinémio P(x), onde P(x) € K[x] e K € K|[x].
Nesse contexto, daremos énfase em demonstrar o teorema de isomorfismo de
corpos K ligados a raizes algébricas e transcendente de polindmios irredutiveis, com
a € K P(a) =0 e P(a) # 0, respectivamente, que servird para explicar o processo

de adjuncéo de raizes de um polindmio para trabalhos futuros.

Palavras-chave: Grupos, anéis, corpos e extensdes de corpos.



Abstract

This paper aims to present a study of the algebraic extensions of the bodies,
more specifically of the rational Q, where a series of algebraic definitions such as
groups, rings and bodies will be presented throughout the development, which will
contribute to explain the theorems. Galois theory gives us a nice answer about some
definitions of body K, where Q c K c C, building by means of polynomials equations
through a process called the adjunction of roots of a polynomial P(x), where P(x) €
K[x] and K € K[x]. In this context, we will emphasize in demonstrating the
isomorphism theorem of bodies K linked to algebriac roots and transcendent
irreducible polynomials, with « € K, P(a) = 0 and P(a) # 0, respectively, which will

serve to explain the process of the adjunction of roots of a polynomial to future work.

Key words: Groups, Rings, Bodies and Body Extensions
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1.INTRODUCAO

A obra de Galois foi importante ndo so6 por tornar a nogao abstrata de grupo na
teoria das equacdes, mas também por levar, através de contribuices de Richard
Dedekind, que introduziu em 1871 a nocdo de ideal, Leopold Kronecker e Ernst
Eduard kummer, ao que se pode chamar tratamento aritmético da algebra, algo

parecido com a aritmetizacdo da analise.

Inspirado pela prova de Abel da irresolubilidade por radicais da equacao
quintica, que hoje é conhecida como teorema de Abel-Ruffini pela seguinte questao:
“Porque ndo existe uma formula para raizes de uma equacgao polinomial de quinta
ordem (ou maior) em termos de coeficientes de polindmios, usando somente as
operacdes algébricas usuais (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) e aplicacao
de radicais (raiz quadrada, raiz cubica, etc.)?, Galois descobriu que uma equacgao
algébrica irredutivel é resoltvel por radicais se e sG se seu grupo, isto é, grupo de

permutacdes sobre suas raizes, é resoluvel.

De modo geral, a teoria de Galois, explorado pela primeira vez no século XIX,
usa grupo de permutacdes para descrever como as varias raizes de uma equacao
polinomial estdo relacionadas umas com as outras. Nao irei aprofundar sobre a
teoria de Galois, mas seus conceitos serdo indispenséveis para o desenvolvimento

do estudo de extensdes algébricas.

Uma das caracteristicas da mateméatica do ultimo século foi a sua tendéncia
para abstracdo. Das areas da chamada Algebra moderna, s6 a teoria abstrata dos
anéis e ideal é puramente um produto do século XX. O primeiro matematico a dar a
nogcdo de anéis foi Adolf Fraenkel, mas foi Richard Dedekind quem introduziu o

conceito de anéis através de equagdes polinomiais e, também de corpos.

Nesse sentido, apresentaremos no primeiro momento um estudo sobre
estruturas algébricas expondo seus principais conceitos e propriedades sobre
Grupos; ja no segundo capitulo apresentaremos os conceitos de anéis e corpos. E
por fim, estudaremos as definicbes de extensdes algébricas dos corpos
demonstrando ao final desse trabalho o teorema de isomorfismo de corpos atrelados

a polinébmios, com algumas aplica¢cdes sobre o tal.



1.1. Grupos

Em 1824 o matematico noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) provou que
ndo ha uma férmula geral por radicais para resolver as equac¢des polinomiais de
graus maiores ou iguais a 5. Dessa maneira, surge uma questao: Por que algumas
equacdes algébricas com graus maiores ou iguais a 5 sdo soluveis por radicais e
outras ndo?". A resposta para essa pergunta foi dada pelo matematico francés
Evariste Galois (1811-1832). Galois associou a cada equacao um grupo formado por
permutacdes de suas raizes e condicionou a resolubilidade por radicais a uma
propriedade desse grupo. Surge assim, a teoria de Galois que, grosso modo,
procura descrever as simetrias das equacdes satisfeitas pelas solu¢cdes de uma

equacdao polinomial; e essa € a origem histérica do conceito de grupos.

Com o tempo, a ideia de grupos se mostrou um instrumento muito importante

para a organizacao e o estudo de varias partes da matematica.

Definicdo 1.1. Um grupo € um par ordenado (G ,*); em que G é um conjunto nao
vazio, munido de uma operacdo denotada por *, tal que para todo x,y ez € G, as

seguintes condicdes sdo satisfeitas:
(i) (x *y) *z = x * (y * z) (Associatividade);

(ii) Existe um elemento e € G, tal que e*xx = x * e = x (Existéncia do elemento

neutro);

(iii) Para cada elemento x € G, existe b € G ,talque x *b = b xx = e (Existéncia

do elemento simétrico).

(iv) Para qualquer xey € G, tal que x*y =y *x , dizemos que (G,x) é um grupo
comutativo ou abeliano.
Observacédo 1.1. A operacdo é uma funcéo do tipo:

*x1G X G—G

(,y) — x*y



Quando a operacédo do grupo € uma soma conhecida, dizemos que (G,+) um
grupo aditivo. O mesmo acontece quando a operacdo € uma multiplicacdo
conhecida, neste caso dizemos que (G,.) € um grupo multiplicativo. Quando ficar
subentendida a existéncia da operagdo, vamos nos referir ao grupo (G, *)

simplesmente por grupo G.
Exemplo 1.1.

M,(R) € um grupo em que a operagao + € soma usual de matrizes.

. _ (11 Q12 _(b11 b1z _ (€11 C12
Sejam A = (a21 azz), B = <b21 bzz) e C= (C21 sz) € M,(R)

Entdo temos:

Associatividade.
AvB+0= (g )+ () () ==
T \ay; ap b,1 by, €21 C2/ )

_ (a11 a12) + (bll +c11 bip+ C12> _
az1 Qz2 by1 + 31 by + Cpp
_ <a11 + (by1 +¢11) agz+ (b2 + C12))

az1 + (ba1 +¢21) Gz + (by + C32)

( (a11 + byq) +c11 (a2 + byp) + Clz)
(az1 + bay) +c21 (azz + b)) + o2

:( Ay +biy Az + b12> (011 012)
azq + b21 az, + b22 C21 oY)

_[ (%11 Q12 b1 b12> €11 C12\ _
_<(a21 a22)+(b21 b, +(Cz1 sz) =(@+B)+C

Lembrando que a operacdo soma foi demonstrada com a associatividade com

ndmeros reais.

0 0

Existéncia do elemento neutro. Seja a matriz nula E = (0 0

)€ My(®)

Assim temos:

(A1 Qg2 0 0y_(a;;+0 a12+0)_
A+E_(a21 a22)+(0 0)_<a21+0 a22+0 o

(e )=~ (ot an 0ran)=( 0+ a)=r+a



Logo E é o elemento neutro

a1 QAq2

azq azz) € M,(R) qualquer e use

Existéncia do elemento simétrico. Seja A = (

—a,; —a .
A= (_ e 12). Ent&o temos:
az1 azz

A4 A = (a11 a12) (—a11 —a12) _ (a11 — Q11 A2 — a12) _
a1 Q4 —dz1 —Qpp Qy1—0z1 QG — Ay
0 o0
= ( ) =Fe
0 O
, —a11 —aqp ai1 A —aq1 t a1 —aqp tag
az1 Az A1 Ay —Qy1tay1  —azy t 4y

¢ 9-s

7

Portanto A’ é simétrico de A, logo M,(R) é um grupo.

Grupo abeliano. Sejam A = (Z;i Z;z) eB = (Z“ le) € My(R)
21 22

Entdo temos:

aiq a12) + <b11 b12> _ (a11 + b1 a;pt+ b12> _
A1 Az b1 by az1 + by azy + by

by +ay; bip t a12) _ (b11 b12) a1 A1\
<b21 +az by taz)  \by by * (a21 a22) =B+4

A+B=(

Comisso M,(R) € um grupo abeliano
Exemplos de grupos: O conjunto dos inteiros (Z,+) com a adicdo usual € um
Grupo.

O conjunto dos numeros reais ndo nulos (R*,.) com a operacdao multiplicacéo
usual é Grupo.

O conjunto dos numeros complexos (C*.) é um grupo multiplicativo
comutativo, pois o produto de dois niameros complexos z=a+bi e w=c+di €
definido por zw = (ac — bd) + (ad + bc)i. Se verificarmos por calculos algébricos

observar-se que (C*,.) a operagdo € associativo e o elemento neutroé 1 =1+ 0i, e

a -b

aZ+b2 T a2+b? t

o inverso de um elemento z = a + bi, ndo nulo, é z71 =



1.2. Subgrupos

Definicdo 1.2. Sejam ( G,*) Grupo e H € G nao vazio. Dizemos que H é subgrupo

de G se:

(i) H é fechado com relacéo a operacao *, ou seja, se x,y € H tem-se x xy € H,
(ii) (H ,x) é Grupo

Lema 1.1. Sejam (G,*) um grupo, (H,*) um subgrupo de (G ,*) ey € H qualquer.
Entdo o inverso de y em H € o mesmo inverso de y em G e o elemento neutro de H
€ 0 mesmo elemento neutro de G.

Demonstracdo: Sejay € H qualquer e denote y"’ o inverso de y em H e por y' o
inverso de y em G. Devemos mostrar que y"' = y'. E seja e;, 0 elemento neutro de H

eey 0 elemento neutro de G. Entao temos:

!

yxy'=e,=e xe;=e, x(yxy)=(ep*xy)*y
=yxy =2y« xy)=y*y*y)
Sy =y xy)xy Se;xy"

_ ’
=eg*y

Logo, yII — yl

Também temos:

— no__ r__ _
Ep =Y *y =Yy*Yy =e;=>¢€ep=¢;

Como queriamos demonstrar.

[ |
Proposicédo 1.2. Sejam (G,*) grupo e H € G ndo vazio. H € subgrupo de G se, e
somente se, para qualquer x,y € H tem-se x*y' € H, em que y' é o simétrico de
y.
Exemplo 1.2. Considere o grupo aditivo M, (R). Vamos mostrar que 0 conjunto

S, (R) = {(;C _yx) ;X,yezE ]R} € um subgrupo de M,(R)



0 0

i) Verifica-se que SI,(R) ndo é vazio. De fato, ndo é, pois (0 0) pertence Sl,(R)

a a
i) Sejam A = (ai _;jz) , B= <Z;i —Z)I;;) € S1,(R) quaisquer, assim temos:

a1 — by a;p; —byy ) _ (a11 — b1q a1z — by )
ay1 — byy  —ay; + by az1 — byy  —(azz — byy)

A + (-B) =(

€ SI,(R)
Portanto S, (R) € subgrupo de M, (R).

1.3. Homomorfismo de Grupos

Agora falaremos sobre homomorfismo de grupos, em que nada mais € uma
correspondéncia entre dois Grupos, sujeita a algumas regras.
Definicdo 1.3. Seja (G,*) um grupo munido da operagéo * e (H,.) um grupo munido
da operacéo ., e seja f uma aplicacdo de G em H, definimos homomorfismo de
grupos toda aplicacéo f: G — H, tal que, quaisquer que sejam x,y € G tem-se:

flxy)=f0).f)

Observacdo 1.2. Dizemos que uma aplicagdo f:G — H é chamado de
homomorfismo nulo, se para todo x € G tem-se f(x) = e, em que, e, € 0 elemento

neutro de H.. Sejam x,y € G quaisquer, entdo temos:

flx*xy) = e, = ep.en=f(x).f(y)
Exemplo 1.3. A aplicacéo f:Z — C* definida por f(m) = i™ € um homomorfismo de
grupos. E preciso notar, primeiro que em casos como esses as operacdes SA0
usuais e devem ser pressupostas. Portanto, Z é um grupo aditivo e C*grupo
multiplicativo. Entdo temos:

f(m4+n) =i™n" ={m " = f(m).f(n)

Logo fica provado que se trata de homomorfismo

10



Também pode-se observar que f ndo € homomorfismo injetor. Para isso tem-
se um contraexemplo. De fato, f(4) = i*=1e f(0) =i°=1,0useja, 4+ 0e f(4) #
f(0). Ainda mais, podemos verificar que f ndo € homomorfismo sobrejetor, pois
Im(f) ={1,i,—1,—i} e o contradominio é C*, ou seja, Im(f) # C
Definicdo 1.4. Um homomorfismo injetor € chamado de momorfismo. Um
homomorfismo sobrejetor € chamado de epimorfismo. Um homomorfismo bijetor é
chamado de isomorfismo. Um homomorfismo f:G— G ¢é chamado de

endomorfismo. Um isomorfismo f: G — G é chamado de automorfismo.

Proposicdo 1.3. Sejam G,] grupos multiplicativos cujos elementos neutros

indicaremos por e, e;, respectivamente, e f:G — J um homomorfismo de grupos.
Entdo f(e, ) = ¢; e para qualquer x € G tem-se f(x™1) = f(x)™*
Demonstracao: De forma bem clara e;.e;, = e, (pois e, € 0 elemento neutro de G) e

e;.f(eg) = f(ey) (pois f(e;) €] € e; €0 elemento de neutro de ). Levando-se em

conta isso e a hipotese de que f é um homomorfismo:

fleg)-fleg) =f(eg-e5) = fleg) =¢.f(ey)
= f(eg)-f(eg) = e].f(eg)
= feg)-fleg)fleg) =e.f(eg).fleg)”

= f(eg) = e]
Agora seja x € G qualquer. Da proposicao anterior assim temos,

fOO.fx) =flex™) =fleg) =¢ = f(x).f()
= fO).f(x™) = f(0).fC)™
= fO)TLfG). D) = fFOTHf (). ()™
= fx)=f@)™

Portanto esta provado que f(ey) = e; e f(x™1) = f(x)™*

11



Defini¢cdo 1.5. Seja f: G — J um homomorfismo de grupos. O nucleo de f, denotado

por N(f) ou Ker(f) € o seguinte conjunto.

N(f) = (x € G:f(x) = ¢}}

Proposicdo 1.4. Sejam G,] grupos quaisquer, H um subgrupo de G ef:G — ]

homomorfismo. Entdo f(H) = {f(x); x € H} € um subgrupo de J.
Demonstracao:

i) Como e, € H, porque H € um subgrupo de G, entéo f(eg) =e; € f(H) e, portanto,

f(H) # 0.

ii) Sejam c¢,d € f(H). Entdo f(a) = ce f(b) = d, para convenientes elementos a, b €
H.Logo, c.d = f(a).[f(D)]t = f(a).f(b7Y) = f(a.b™1). Como a.b™ € H, pois por
hipétese, H € um subgrupo de G, entdo c.d™ € f(H)

Em outros termos, a proposicao anterior garante que um homomorfismo de
grupos f: G — ] transforma subgrupos de G em subgrupos de J. Em particular, Im(f)

€ um subgrupo de J

Proposicéo 1.5. Sejam G, ] grupos quaisquer e f: G — J um homomorfismo. Entao
i) N(f) € um subgrupo de G;
ii) Im( f) € um subgrupo de J

Demonstragao: (i) N(f) € ndo vazio, pois f(e,) = e; (proposicao 1.3) e; € N(f) e,
portanto N(f) # @. Por outro lado, se a,b € N(f), entdo f(a) =f(b) =¢; e,

portanto:
flab™) =f@.fb™) =f(@.f (D] " =e.e ' =¢
Isso mostra que a.b™! € N(f).

O item (ii) segue da proposicao 1.4, pois a Im(f) = f(G)

12



Proposicédo 1.6. Sejam G,] grupos e f:G — J um homomorfismo. Entéo N(f) = {e,}

se, e somente se, f € injetiva.
Demonstracao:

(<) Por hipotese, f € injetor e temos de mostrar que o Unico elemento de N(f) € e,
(elemento neutro de G). Para isso, toma-se a € N(f)e demonstra-se que
necessariamente a = e;. De fato, como a € N(f) entdo f(a) =e;. Mas devido a
proposicdo 1.3. f(e,) = e;. Portanto, f(a) = f(e,). Como, porém, f é injetiva, por
hipotese, entéo a = ¢,

(=) Sejam x;,x, € G elementos tais que f(x;) = f(x;). Multiplicando-se cada
membro dessa igualdade por [f(x;)] ™", obtém-se f(x,).[f(x2)]"* = e;. Mas sabe-se
que f(x). [f(x)]™! = f(xq.x,7 1) (referente da proposicéo 1.3). Entdo f(x.x,™1) =
e;, 0 que mostra que x.x,~' € N(f) = {¢;}. Portanto, x;.x,”! = ¢;, logo x; = x,. De

onde f é injetor, como queriamos provar.

1.4. Grupos Ciclicos, Classes Laterais, Subgrupos Normais e
Grupos Quocientes.
Considere (G,*) um grupo qualquer e H um subgrupo qualquer de G. Nas
demonstracdes seguintes das proposicoes usa-se a notacdo multiplicativa, por

simplicidade. Portanto, quando referir-se a G como grupo, usa-se xy ao invés de x *

y e, para o elemento simétrico de x em G denota-se por x 1.

Definicdo 1.6. Seja G um grupo multiplicativo. Se a € G e m € G um ndamero inteiro,

define-se a poténcia m-ésima de a, denotado por a™, da seguinte maneira:
i) Se m = 0, por recorréncia, da seguinte forma:

a® = eq(elemento neutro de G)

m m

a® =am" lg,sem>1
ii)Sem<0
am — (a—m)—l

13



A definicdo por recorréncia deve ser interpretada assim: a' = a'~'a = a%a =
ega = a; a* = a*'a=a'a =aa;a®> = a*'a =a’a = (aa)a, etc. Uma sequéncia

imediata dessa definicéo € que, para todo inteiro m, vale e,™ = ¢,

Proposicédo 1.7. Seja G um grupo multiplicativo qualquer. Se m,n sdo numeros

inteiros e a € G, entao:
(l) aman — am+n;
(i) a™™ = (@™
(iii) (@™)™ = a™".
Demonstracao:
(i) Demonstra-se por inducéo sobre n 0 seguinte caso:n>0em+n=>0.
Se n=0, entdo a™a" =a"a’ =a"e; =a™ =a""" =a™*". Portanto, a
propriedade é verdadeira. Seja r > 0 e suponha-se que, para qualquer inteiro m tal

que m+n=>0, se tenha a™" =a™a". Entdo a™a"*! =a™(a"a) = (a™a")a =

a™"a = a™*+1 Logo estd provado.

(ii) Observar-se que, devido (i), a™™a™ =al™*m =40 =¢ , analogamente,
a™a™™ = e4. Portanto, cada uma dessas poténcias € inversa da outra. Logo a™™ =

(@™~
(iii) Suponha-se n < 0. Entéo:

(am)n — [(am)—n]—l — (a—mn)—l = qgmn

Definicdo 1.7. Um grupo multiplicativo G serd chamado de grupo ciclico se, para
algum elemento a € G, denota-se por [a] 0 subconjunto de G, ou seja, [a] =
{a™: m € Z}, se verificar a igualdade G = [a]. O elemento a é chamado de gerador do

grupo G. E no caso aditivo temos a seguinte notacdo G = {m.a: m € 7Z}

14



Exemplo 1.4. Seja C* um conjunto multiplicativo e seja I € C*. Por definicdo, [i] =
{i™: m € Z}. Mas, como se vé no estudo dos nimeros complexos, esse conjunto so
tem 4 elementos, 1,i,—1,—i obtidos respectivamente quando m = 4q,m = 4q +

1,m =4q + 2 em = 4q + 3, portanto, [i] = {1,i,—1,—i}. Logo I = [i] é ciclico.

Exemplo 1.5. O grupo aditivo Z é ciclico, pois todos os seus elementos sdo multiplos
de 1 ou —1. De fato, Z = {m.1,m € Z} ou Z = {m.(—1); m € Z}. Portanto, Z = [1] =

[-1]. Os nimeros 1 e —1 s&o, na verdade, os Unicos geradores de Z.

Proposicéo 1.8. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G e x,y € G qualquer. A

relacéo
yRx & x 'y eH
E uma relacéo de equivaléncia em G.
Demonstracao:
(i) (Reflexiva) seja x € G qualquer. Temos, x~'x = e; € H, logo xRx
(ii) (Simétrica) sejam x,y € G quaisquer. Temos que,
yRx = x 'y e H= (x"'y)"! =y 'x € H = xRy

(iii) (Transitiva) sejam x,y,z € G quaisquer, tais que yRx e xRz. Entdo, x"'y € H e

z lx € H. Assim,
(z7x).(x"'y)€EH = z7'y € H = yRz
Analogamente, se G é um grupo e H c G, arelacéo
xRy © yx 1 €H
E também uma relacéo de equivaléncia.
Agora se verifica a seguinte relagao,
yRx < x 'y € H & 3h € H , tal que

xly=hey=xh< yexH ={xh;h € H}
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A classe de equivaléncia de x € G, definida pela relacéo R, é:
xH = {y € G; yRx}

De maneira semelhante tem-se a relacdo xR*y © yx~' € H, a classe de

equivalénciade y € G é:
{y € G;xR*y} = Hx
A partir dessas andlises, temos as seguintes defini¢cdes:

Definicdo 1.8. A classe de equivaléncia xH = {xh;h € H} € chamada de classe

lateral de x a esquerda de H em G

Definicdo 1.9. A classe de equivaléncia Hx = {hx; h € H} € chamada de classe

lateral de x a direita de H em G

Definicdo 1.10. Um subgrupo H de um grupo G é chamado de subgrupo normal se,

para todo x € G, se verifica:
xH = Hx

Exemplo 1.6. Seja f:G — ] homomorfismo de grupos. Mostra-se que

N(f) € um subgrupo normal de G.
Na proposi¢cdo 1.5 mostrou-se que N(f) € um subgrupo de G. Agora se
mostra que todo x € G tem-se xH = Hx. Demonstra-se por dupla incluséo.

Primeira inclusdo xN(f) € N(f)x. Seja y € xN(f) qualquer. Entdo, existe n €
N(f) tal que y = xn. Sabendo que N(f) = {x € G: f(x) = ¢;}. Note que

y = xn = xnx"lx
Assim, temos
fOnx™) = ffMf (™) = fF(ef ()™ = FLOf ()™ =g
Portanto, xnx~! € N(f). Logo existe n, € N(f) tal que, xnx~! = n,
Assim, temos y = xnx"1x = n;x € N(f)x

Dessa forma, conclui-se que xN(f) € N(f)x.
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Analogamente, demonstra-se que N(f)x S xN(f)
Portanto, xN(f) = N(f)x. E comisso, N(f) é um subgrupo normal de G.

Sejam G um grupo e H € G um subgrupo normal de G. Sabe-se que x,y € G
yRx & x 'y eH

E uma relacéo de equivaléncia em G. O conjunto a seguir:

G/H ={xH;x € G} = {Hx; x € G}
E o conjunto das classes de equivaléncia modulo H
Lema 1.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G e x,y € G quaisquer. Entédo:
(i)y€exH & xH =yH
(ii) y e Hx & Hx = Hy
Demonstracao:

(i) (=) como y € xH, temos yRx, por simetria temos que xRy. Mostra-se que xH C
yH. se z € xH, entdo zRy. Mas xRy logo, pela transitividade, temos zRy, portanto z €
vyH

y € xH é analogo.
(&=)comoy € yH e yH = xH, entdo y € xH
(ii) E semelhante ao item (i), apenas trocamos as posi¢des das letras x, y

Definicdo 1.11. Sejam G um grupo e H subgrupo normal de G. Nessas condi¢fes, 0
grupo quociente G por H é o par formado pelo conjunto quociente G/H e a restricao

aos elementos desse conjunto da multiplicacdo de subconjuntos de G.
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Proposicéo 1.9. Sejam G um grupo e H subgrupo normal de G. A seguinte operacéo
+“G/HxG/H — G/H
(xH,yH) — xyH
Entdo (G/H, -) é um grupo quociente.
Demonstracao:

Mostra-se, primeiro, que a operacao esta bem definida. Para tanto, sejam
xH,yH,xH,y;H € G/H tais que, xH = x;H e yH = y;H. Mostraremos que xyH =
x,y.H. Como xH = x;H e yH = y,H, pelo Lema 1.2. temos que x, € xH e y; € yH,
ou seja, existem hy, h, € H tais que, x; = xh; € y; = yh,. Assim x; y; = xhyyh, =
x(hyy)h; = x(yhy)h; = xy(hyh;)

Como hs, h, € H, temos que h,h, € H, ou seja, existe h € H tal que hsh, = h
Portanto, x; y; = xy(h,h,) = xyh € xyH

Logo, pelo Lema 1.2. temos que xyH = x; y;H. Com isso, conclui-se que a operagao

€ bem definida.
Agora prova-se os axiomas de grupos
Associatividade: Sejam xH,yH ,zH € G/H quaisquer. Assim,
(xH -yH)-zH = xyH - zH = (xy)zH = x(yz)H = xH - yzH = xH - (yH - zH)

Existéncia do elemento neutro: Considere eH =H € G/H e dado xH € G/H

gualquer, temos:
eH -xH =exH = xH = xH - eH = xeH
Logo eH é o elemento neutro de G/H.

Existéncia do elemento simétrico: seja xH € G/H qualquer. Note que x~! € G/H,

temos:

xH x'H = xx"'H =eH
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x 'H-xH=x"'xH =eH
Logo x~H é o simétrico de xH. Concluimos ent&o, que (G/H, -) € um grupo.

O teorema a seguir ja foi citato ao longo do trabalho. Porém, daremos mais

énfase demonstrando-o com mais detalhes.
1.5. Teoremado isomorfismo de grupos

Sejam G e ] grupos. Dado f:G — J homomorfismo. Agora iremos construir um
isomorfismo, a partir de f. Ja foi explicado ao longo do trabalho, que um isomorfismo
€ um homomorfismo injetor e sobrejetor. Vamos resolver por parte essa questao. A
construcdo de um homomorfismo sobrejetor € imediata, basta mudar o
contradominio de f, para Im(f), o que resolve a sobrejetividade. Mas, e a

injetividade? Seria o0 seguinte: Se x,y € G séao tais que f(x) = f(y), entdo
fOO=fOM=fOfOM " =¢=ffO™)=fxy™) =¢
Isso significa que xy~1 € N(f)
Teorema 1.1 (Teorema do isomorfismo para grupos)
Sejam G e ] grupos e f:G — J homomorfismo. Entdo, a funcao:
@:G/N(f) — Im(f)
xN(f) — f(x)
E um isomorfismo.

Demonstracao: Primeiro vamos verificar se ¢ estd bem definida. Para tanto, sejam
xN(f),yN(f) € G/N(f) quaisquer, tais que xN(f) = yN(f). Assim, yRx, ou seja,

x~1y € N(f). Note que ¢(xN(f)) = f(x) e o(yN(f)) = f(3), entéo:

o(xN(H). (@NON T = F@).(FD) T = F).f™D) = flay™) = ¢
= @(xN(f)) = o(yN(f))

Portanto, ¢ esta bem definida.
19



Mostra-se agora que ¢ € um homomorfismo. Sejam xN(f),yN(f) € G/N(f)

quaisquer, assim
@(xN(YN()) = o(xyN(f)) = f(xy) = FCIf ) = (N ()@ N(F))
Logo ¢ é um homomorfismo
Mostra-se que ¢ é injetiva. Seja xN(f) € N(¢). Entdo
P(xN(f)) = ¢ = f(x) = ¢
Logo x € N(f), assim

N(p) = {xN(f);x € N(f)} = {N(f)}

A classe e;N(f) = N(f) € o elemento neutro do grupo quociente G/N(f). Com

isso, pela proposicao 1.6 temos que ¢ € injetiva.

Mostra-se, agora, que ¢ € sobrejetiva. E de imediato. Seja y € Im(f) qualquer.

Entdo existe x € G tal que, f(x) = y logo existe xN(f) € G/N(f) tal que,
e(xN()) =fx) =y
Portanto ¢ é sobrejetiva

Como ¢ é um homomorfismo injetor e sobrejetor, temos entdo que, ¢ € um
isomorfismo, ou seja, G/N(f) € isomorfo a Im(f), em notagdo fica, G/N(f) =

Im(f), como queria-se demonstrar.
[ |
Exemplo 1.7. Dado m > 1, seja aplicacéo p,,: Z — Z,, definida por
Pm(x) = %

Vamos mostrar que p,, € um homomorfismo. seja x,y € Z, sendo p,,(x) = x e

pm(y) =Yy

Pm(x+y)=x+y=%X+y =pnx) +pn®)
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Logo, p,, € homomorfismo.

A aplicagdo p,, também é sobrejetor. Se a € Z,,, entdo a = x, para algum x €

{0,1,2,....,m — 1}, e, portanto, p,,(x) = X = a, com isso é sobrejetor

O nucleo N(p,,) é o conjuto dos inteiros x tais que x¥ = 0,0u seja, 0 conjunto
dos inteiros x tais que x = 0(mod m), portanto, N(p,,) = [m] = {0,+m, +2m, .....}.
com isso o teorema do homomorfismo nos garante que Z/[m] e Z,, sao isomorfos,

Z/[m] = Z,,.
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2.ANEIS, HOMOMORFISMOS E
ISOMORFISMOS DE ANEIS.

Neste capitulo apresenta-se conceitos basicos para o estudo de anéis e dos

capitulos subsequentes.

A primeira ideia abstrata formal de anel foi dada pelo Alem&o A. Fraenkel
(1891-1965), em 1914, embora o nome ja estivesse sido introduzido por D. Hilbert
(1852-1943) perto do final do século XIX. Essa nocdo de anel deu-se a partir da
ideia de inteiro algébrico. Um namero complexo se diz inteiro algébrico se é raiz de
um polindmio cujo coeficiente do termo de maior grau é 1 e os demais sdo niumeros

inteiros.

Definicdo 2.1. Um sistema matematico constituido de um conjunto ndo vazio A e
um par de operacbes sobre A, denotado por (A, +,x) com+ (soma) e x
(multiplicacdo), tais que para quaisquer x,y,z € A.
+: AXA— A e * AXA—>A
(x,y) —x+y (e, y) — x*y
As seguintes condi¢des sao satisfeitas para que (A, +,*) seja anel:
(i) (A,+) € um grupo abeliano, ou seja:

(@) Se x,y,z€e A,entdo x + (y + z) = (x + y) + z (associatividade)

(b) Se x,y,€ A, entédo x + y = y + x (comutatividade)

(c) Existe um numero 04 € A tal que, qualquer que seja x € A, x + 04 =
x (existéncia do elemento neutro)

(d) Qualquer que seja x € A, existe um elemento em A, indicado

genericamente por - x, tal que x + (—x) = 04 (elemento oposto)
(i) (A,*) € associativa na multiplicacéo, isto é:
Sex,y,z€ A, entao x x (yxz) = (x *xy) *z
(iii) (A, +,*) a multiplicacao é distributiva em relacao a adi¢éo, entao:

Sex,y,zeE€Aentdox*(y+z) =x*xy+x*sze(x+y)sz=x*xz+y*z
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Assim, (A, +,*) € um anel.
Definicdo 2.2. Seja (A, +,*) um anel, entéo:

(i) Para quaisquer x,y € A, com a operacdo multiplicativa, entdo x*xy =y *x é

comutativo. Logo (A, +,*) € um anel comutativo.

(ii) (A, +,%x) € um anel com unidade se existe 14 € A, tal que, V x € A verifica-se a

seguinte operagdo 14, *x =x* 1,4 = x

(iii) Se x,y € A, x*xy =0, entdo x = 0 ou y = 0, dizemos que (A, +,x) € um anel

sem divisores de zero.

Se (A,+,x) € um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero,

dizemos que (A, +,%*) € um dominio de integridade.
Definicdo 2.3. Se um dominio de integridade (A, +,*) satisfazer a propriedade:

(i) Para qualquer x € A — {0}, existe y € A tal que x*xy=y*x=1, diz-se que

(A, +,+) € um corpo.

Observacdo 2.1. Sera comum usarmos expressoes como “Seja (A, +,*) um anel’
ou mesmo “Seja A um anel”’. Por simplicidade usa-se a segunda ficando submetido
as operacfes usuais soma e multiplicacdo. E também, em vez de x *y usa-se xy

ou x.y na multiplicacéo.

Exemplo 2.1. Alguns anéis numeéricos importantes, com as opera¢cfes usuais, sdo

Z,Q,R,CZ, . JaQ,R,C sdo exemplos de corpos munidos das operacfes usuais.
Exemplo 2.2.Seja A =7ZL = {f;f:Z. — 7}.Se f,g € A, entdo f + g e fg é um anel.
frg:Z—Ze(f+9)x)=f(x)+gk)
Comx € Z
fg:Z —Ze(fg)x)=fx)g(x)
Paratodo x € Z
Associatividade na soma: Sejam f, g, h € A, entdo qualquer x € Z, temos:
(F++n)x) = + 9@ +h(x) = f(x) + gx) +h(x)
=f)+ @+ =F+@g+hKX)

A associatividade na soma é valida em Z
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Comissotemos (f+g)+h=f+(g+h)
Comutatividade na soma: Sejam f,g € A, com x € Z, entao:
F+9@) =f)+g9x) =g +fx) =g+ HX)
Logo com a comutatividade da soma nos inteiros, temos (f +g) = (g + f)

Existéncia do elemento neutro na soma: Seja a funcéo e,:Z — Z definida por

eq(x)=0comey € A. Paratodox € Ze f € A, temos:

fte)X)=f(x)tes(x)=f(x)+0=f(x) =0+ f(x) =eq(x) + f(x)
=(eq+ 1)

O elemento neutro na soma dos numeros inteiros é satisfeito, entao:
frtes=eq+f=Ff

Existéncia do simétrico na soma: Seja f € A. Entdo vai existir —f € A tal que,

para todo x € Z, tem-se (—f)(x) = —f(x). Com isso temos:
F+EN)@D =)+ (—f(x) =f) = f(x) =0=e4x) e
(EN+NEO=CENE+F) =—f) + f(x) =0 =e,(x)

Dessa maneira, —f € o elemento simétrico de f. Logo (A,+) é um grupo

abeliano.

Associatividade na multiplicagdo: Sejam f,g,h € A, tal que x € Z, entao:

((f.9)-0) () = (. 9)(0).h(x) = (f(0). g()). h(x) = (). g(x). h(x)
= £(). (9(0). (™) = ). (9-h()) = (. (g9 W)

Logo a associatividade na multiplicacdo é valida, pois:

f(gh) = (fg)h

Comutatividade na multiplicagcéo: Sejam f,g € A e paratodo x € Z, temos:

(f.9)(x) = f(x). g(x) = g(x). f(x) = (g-f)(x)
A comutatividade do produto em Z, satisfaz:

fg=gf

24



Distributividade na multiplicacdo em relacdo a soma: Sejam f,g,h€ A

guaisquer e, para todo x € Z, temos:
((F +9)-h) () = (f + (). h(x) = (f(x) + g(x)). h(x)
= f(x).h(x) + g(x).h(x) = (f W) (x) + (g-B)(x)

Logo a distributiva na soma nos numeros inteiros € valida, pois:

(f +g9)h=fh+ghe
flg+h)=fg+fh

Existéncia do elemento neutro na multiplicacdo: Seja f € A qualquer. Considere

afuncdo e:Z — Z, tal que e(x) =1 com e € A paratodo x € Z, temos:
(f.e)(x) = f(x).e(x) = f(x).1 = f(x) =1.f(x) = e(x).f(x) = (e. /) (%)
Dessa forma, e € o elemento neutro de Z.
(fe)=(f)=f
Portanto, conclui-se que (A, +,%*) € um anel comutativo e com unidade.

Definicao 2.4. Seja (A, +,x) um anel e B um subconjunto ndo vazio de A. Diz-se

gue B é um subanel de A se:

(i) B é fechado para as operac¢des dotam o conjunto A da estrutura de anel, ou seja,

para todo x,y € Btem-sex —y € Bex.y € B
(ii) (B, +,x) Tambem € um anel
Exemplo 2.3. As operacdes usuais dos conjuntos numericos:

Z é um subanel de Q R,C. n.Z é um subanel de Z e, também, Z[,/p] é um

subanel de Q[\/E] e este € subanel de R.

Proposicéo 2.1. Seja A um anel e B um subconjunto ndo vazio de A. Entdo B € um

subanel de A se, e somente, se x —y, x.y € B, sempre que x,y € B

Demonstracdo: = seja B um subanel de A. Pela definicdo ocorre que B € um
subgrupo abeliano de A. Portanto x —y € B sempre que x,y € B e, também,x.y € B

sempre que x,y € B
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< Por hipotese, se x,y € B, entdo x —y € B. Isso prova que B € um subgrupo
aditivo de A. E a operacdo soma é fechada, assim como na multiplicacdo x.y € B

comx,y €B

Agora nos resta mostrar os itens (ii) e (iii) das propriedades de anéis, para

gue B seja um anel.

Se x,y,z€ B, entdo x,y,z€ A e, portanto, x(yz) = (xy)z que mostra a

associatividade na multiplicacdo em B.

Se x,y,z € B, entdo x,y,z € A, portanto (x +y)z=xz+yz e x(y+2z) =xy +
xz. Logo, isso mostra que a distributividade da multiplicacdo em relagédo a soma em

B. Portanto B € um anel, como queria-se demostrar.

Exemplo 2.4. Seja B um conjunto, tal que B = {x + yv2; x,y € Z}. Mostra-se que B

é um subanel de A = R, pois, se x + yv/2,z + wv2 € B, ento:

(x+yV2)—(z+wV2)=(x—2)+(y—w)V2 €B

(x + yv2).(z + wV2) = xz + xwV2 + zyV2 + 2yw

= (xz + 2yw) + (xw + zy)V2 € B
Portanto, B € um subanel de A = R

Defini¢cdo 2.5. Um subanel B de um corpo K é chamado um subcorpo de K, se dado

x € B—{0}existeye Btalque xy =1
Exemplo 2.5. Observe que Q € um subcorpo de R, ja R € subcorpo de C. @[\/5] e
um subcorpo de R

Proposicéo 2.2. Sejam K um corpo e B um subconjunto ndo vazio de K. Para que B

seja um subcorpo de K é necessario e suficiente que:
(i)0,1€B

(ii) Sex,yeB,entdéox —y €B
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iii)Sex,y€By+0,entdoxy 1 €B
(iii) y y y

Demonstracéo: Por brevidade, demonstra-se apenas a condicdo suficiente. Por
hipotese temos B um subgrupo do grupo aditivo K. Além disso x,y € B*, entdo x,y €
Bey+0 e, dai, xy ! € B por hipbtese. Mas, x.y~1 # 0 por estarmos num corpo,
entdo xy~! € B*. Logo B* é um subgrupo do grupo multiplicativo K*. x.0 = 0.x = 0,
qgualquer que seja x € B. Como a distributividade da multiplicacdo em relacdo a

soma, por valerem em K, também vale em B. Com isso, B € um subcorpo de K

Exemplo 2.6. Seja B um conjunto ndo vazio, onde B = {x + yv2;x,y € Q} é um

subcorpo de R dos numeros reais
()0=0+0v/2e1=1+0v2,logo 0,1 €B

(ii) Se x,y€B, entdo x =a+bvV2 e y=c+dv2 (a,b,c,d €Q). Logo x—y =
(a—c)+ (b —-d)2.Como(a—c),(b—d)eQentdox—y€EB

(iii)Sex,yeBeyi0,enté0x=a+b\/§Ey=c+d\/§(a,b,c,dEQ,CiOOudi

0), entao
xy~l=
_a+bV2_ (a+bV2).(c—dv2) (ac—2bd) + (bc—ad)V2 _
Cc+dvZ  (c+dv2).(c—dv2) c2 — 2d? -

_(ac—2bd)  (bc— ad)V2
%2 —2d2 c2 —2d?

Como c? — 2d? # 0, pois, caso contrario, §= V2 , 0 que é impossivel, ja que

(ac-2bd) . (bc—ad)V?2
c%2-2d? c?2-2d?

c,d € Q, entédo sd0 nameros racionais, portanto, xy~! € B

Definicdo 2.6. Seja A um anel e seja 7 um subanel de A. Dizemos que J é um ideal
a esquerda de A se, a.x €7, Va € A e Vx € 7. E também, 7 é um ideal a direita de
A se, x.a€J, Va €A e Vx €J. Simbolicamente, diz-se que 7 é um ideal de A se,

AJclel.Acl.
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Exemplo 2.7. Para quaisquer n elementos xq,x3,..,x,(n=>1) de um anel

comutativo A, indica-se por (x4, x,, ..., X,) 0 Seguinte subconjunto de A:
(X1, X2, v, X} = {@1X1 + A2X, + -+ ApX, ; a1, 05, ..., Ay € A}
Mostra-se que esse subconjunto é um ideal em A. De fato:

(@) 0 = 0x; + 0x; + -+ + 0x,, € {xq, x5, ..., x,,) €, portanto, esse conjunto nédo é vazio.

(b) Se b,c € (x1,x3, ..., x,), €ntdo b = a;x1 +azx, +--+a,x, € ¢ =dyx; +dyx, +
«+dx,, eque 0s aq; € 0s d; (1 <i <n) sédo os elementos de A. E a partir
disso, (a;—d;))eEA(i=12,...,.n) e que b—-—c=(a;—d)x;+ -+
(a, — dy)a,, concluimos que b — ¢ € (xy,x3, ..., x,,).

(c) Se b € um elemento de (xy, X, ..., X,), OU S€ja, b = a1 x1 + azx, + -+ ayx, € Se c €
A, entao:
cb = {ca;)x; + -+ {ca,)x, € (x1,%,, ..,x,), POiS cada um dos produtos cx;
pertence a A. Portanto, o conjunto (x;, x,, ..., x,) € um ideal de A, e mais, que

esse conjunto é gerador de A por um elemento de seus elementos.

Definicdo 2.7. Se A é um anel comutativo e S = {x,x,, ..., x,} € A, entdo o ideal
(x1, x5, ..., Xp) € chamado ideal gerado por S. O ideal gerado por um conjunto unitario
{x} é chamado ideal principal gerado por x. Se todos os ideais de um anel

comutativo séo principais, entdo esse anel recebe o nome de anel principal.

Exemplo 2.8. Seja A um anel e xq,x,,...,x, € A. E de direta verificagdo que o

conjunto
Axy + Axy + o+ Axy ={agx + -+ apxy; a; € A}

E um ideal & esquerda de A, o qual é chamado de ideal principal gerado por

X1, X, ey Xp € A.

O ideal 7 = A.x; é dito ideal principal gerado por x; € A. Analogamente define-

se o ideal a direita de A gerado por x4, x5, ..., X, € A.

Exemplo 2.9. Mostra-se que o conjunto I = {x € Z;9 divide 21x} € um idealem Z e

encontrar seu gerador.
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O numero 0 € I, pois 9 divide 0.

Se x,y € 1, entdo 9 divide 21x e 9 divide 21y e, portanto, 9 € divisor de 21x — 21y =
21(x — y), 0 que mostra que (x —y) € I.

Se x € I, entdo 9 divide 21x e dai segue que 9 divide 21(ax) pra qualquer a € Z, ou

seja, ax € I.

Sendo um ideal em Z, entdo I é gerado pelo menor de seus elementos estritamente
positivos. Ao verificar-se, encontra-se 0 numero 3, como um desses elementos.
Portanto, I = (3).

Observagéo 2.2. Sdo chamados de ideais triviais do anel A os subanéis de A {0}
e A. Os ndos triviais sdo chamados de ideais proprios de A.

Exemplo 2.10. Vamos mostrar um exemplo de ideais no anel A = [0,1] das fungbes

continuas f:[0,1] — R com as operagdes usuais de + e . de fungdes.

(i) Seja x € [0,1] e seja I ={f € A; f(x) =0} é de imediato que 0 € 7, pois 0 é

funcdo constante
(ii) Sejam f,geJexe[01],entdio e (f —g)(x) =f(x) —g(x) =0—-0=0
Portanto, f —g € 7

(iii) Sejam f €e Ae g€ J,entdo (f.g)(x) = f(x).g(x) = f(x).0=0. Logo, f.g €T e,
assim J € um ideal a esquerda de A. De modo semelhante faz-se para ideal a direita

de A. Portanto, 7 é um ideal de A.

Vamos agora definir as relac6es das classes de equivaléncias determinada por
um ideal de um anel. Seja A um anel qualquer e 7 um ideal de A. Assim, o ideal 7

define-se o anel A a relacéo:
y=x(modJ) = y—x€l

Vamos provar que = (mod J) defini uma relacdo de equivaléncia. Sejam

X,y,Z € A, temos:
() x =x(modJ) pois0=x—x €7

(i) x =y(modJ) = y =x(modJ) poissex —y€eJ,entdiox —y=—(x—y) €T
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(iii) x =y(mod J) ex = y(mod J) = x = z(mod J), pois x —y€Jey—z€J = x —
z=(x—-y)+(y—2)€7
Logo esta bem definida.
Denota-se por x a classe de equivaléncia de x € A pela relagdo = (mod 7).
Entéo
x={y€eA; y=x(mod7)}

Pode-se detonar, também, a classe ¥ por x ={x+2z;z€ J}. E com isso,
chama-se de conjunto quociente de A pelo ideal 7, ao conjunto A/J ={Xx =x +

z; x € A}. E sera definido as seguintes operacdes em A/J
+:A/TX AT — A[JT et AJIXAJT — AJT
xy)—x+y (x,y) — xy
Ja foi mostrado que se 7 € um ideal de um anel comutativo A, também ele é
um subanel de A, e, portanto, um subgrupo do grupo aditivo de A. E como esse
grupo é comutativo, entdo 7 € um subgrupo normal de (A, +). Logo, tem sentido em

considerar-se o grupo quociente A/J, e que este grupo pode se converter em um

anel, de maneira muito natural. Veja a proposigéo a seguir.

Proposicao 2.3. Seja 7 um ideal do anel A. Considere (J,4) como subgrupo normal
de (A,+), entdo o grupo quociente A/J é um anel com a seguinte operacado do

produto.

GAJTIXA)T — AJT
x+7,y+D)— x+D.(y+9)

Demonstracao:

Verifica-se que a operacdo esta bem definida. Sejam x+ 7,y +7,z+7 € A/7,

taisquex+J=y+Jez+J=w+7J. Mostra-se que xz+3J =yw+17

Comox+J =y+7, entdo x — y € 7. De maneira analoga temos z —w € J. Por

definicdo temos que 7 € um ideal de A, logo (x —y)z € J e y(z —w) € J. Assim,
(x=Yz+y(z—w))=xz—yz+yz—yw=xz—yz € A
Ou seja, xz + 7 = yw + 7. Portanto, a operacao esta bem definida.

(Associatividade): sejam x + 7,y + 7,z + 7 € A/J quaisquer entdo,
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x+D.(+D.z+D)=(x+9.(yz+7) = x(yz) +7
E, também
xz2)+TI=0y)z+T=xz+7).z+DD)=((x+D.y+7).(z+7)
Portanto, (x + D). (7 + 7). (z+ 7)) = ((x +9).(y + D). (z + I)
Distributividade: sejam x + 7,y + 7,z + J € A/J quaisquer entdo,

((x+.7)+(y+7)).(z+7)=((x+y)+7).(y+7)=(x+y)z+7=(xz+yz)+fl
=@xz+DN+z+DN=&+D.Z+DH+@+9).(z+7)

Por outro lado,
(x+7).((y +7)+ (z+7)) = (x+7).((y+z) +17) =x@y+2)+7)=xy+xz)+17

=y+D+Cz+D=x+D.Y+D+&x+D.(z+7)

Portanto, (A/7,+,.) € um anel

Definicdo 2.8. Seja A um anel e M e 7 ideais de A. Diz-se que M é um ideal
maximal de A se M # A,talque M cJc A,entdo I =M ouJ =A

Exemplo 2.11. No anel A =Z X Z € maximal o ideal M' = Z x 2Z. De fato, seja 7 um
ideal em A tal que M c J. Entéo existe (x,y) € 3 de modo que (x,y) € M, ou seja,
temos y = 2q +1, um numero impar. Como (x —1,2q) € J pois trata-se de um

elemento de M, entdo
(x,2g+1)—-(x—12q)=(,1) €T

Portanto, a unidade de A ao ideal 7 vale a igualdade A = J. Assim, 0 Unico

ideal em A, estritamente maior que M, é A.
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Exemplo 2.12. Vamos mostrar que 2Z é um ideal maximal em Z. De fato, se 7 é um
ideal em Z que contem 2Z, entdo J possui um numero impar 2k + 1. Mas, como 2k €
J, pois 2k pertence a 2Z e J D 2Z, entdo (2k+ 1) — (2k) =1 € 7. Ou seja, 7 =Z.

Pela definicdo de ideal maxima, esta provada.

Proposicdo 2.4. Todo ideal maximal em um anel comutativo com unidade é

necessariamente um ideal primo.

Demonstracéo: Seja M um ideal maximal de um anel comutativo A. Da definicéo
de ideal maximal ocorre M # A. Basta provar que, se x,y sdo elementos de A, tais
que xy € M, entdo x € M’ ou y € M. Suponha-se que x ¢ M e considerar o ideal
J={(x)+M ecomisso M cJ

Como, porém x € 7, pois x = 1.x + 0 e 0 € M, pela suposicao de x € M, entdo
J contém M e, portanto, 7 = A. Isso significa que a unidade de A pode ser escrita

assim;:
l=rx+m

Em que r e m sdo elementos de A e M, respectivamente. Multiplicando ambos

os lados dessa igualdade por y, temos:
y =r(yx) +ym
Isso mostra que y € M, jaque xy,m € M
[ |

Teorema 2.1. Seja A um anel comutativo e com unidade 1 € A. Entdo as seguintes

condicdes sao equivalentes:
(i) A € um corpo
(ii) {0} € um ideal maximal em A

(iii) Os Unicos ideais de A séo os triviais
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Demonstracéo: (i) = (ii) Seja A um corpo, por hipotese, e seja 7 um ideal de A
tal que {0} c J c A. Suponha-se 7 # {0}. Assim existe 0 #x € 7. Como A é um
corpo existe y € A tal que y.x = 1 e, portanto 1 € 7 e dai, segue imediatamente que
J = A. (ii) = (iii) Segue imediatamente das defini¢des. (iii) = (i) Seja 0 #x € A
e J = A.x o ideal principal de A gerado por x. Como 1 € A,temos € x =1.x €7, ou

seja, J # {0} e assim pela nossa hipotese, teremos 7 = A, logo
leA=Ax
Donde existe y e A talque 1 = y.x

Definicdo 2.9. Seja A um anel. Suponha-se que para algum inteiro n > 0 e para
qualquer x € A verifica-se a igualdade n.x = 0. Entdo existe um menor inteiro
estritamente positivo r tal que r.x = 0. Esse inteiro r € chamado de caracteristica do

anel A indicado por c(A).

Exemplo 2.13. Os anéis Z, Q, R, C tem caracteristica 0, pois, se m # 0 entdo m.1 =

m e, portanto, 1.m # 0

Teorema 2.2. Sejam A um anel comutativo com unidade 1 e 7 um ideal de A. Entao

J é um ideal maximal de A se, e somente se, A/J € um corpo.
Demonstracao:

= Pela definicdo temos que 7 é um ideal de A, e seja 0 # x € A = A/J. Temos
que provar que 3y € A tal que x.y = 1. De fato, se £ = A.x ideal gerado por x,
temos que : 7+ L ={a+b;a €J,b € L} é um ideal contento 7, e mais ¥ # 0 se, e
somente se, x¢J. Como x=1.x€LcJ+ L temos que 7+ L é um ideal que
contém J e mais 7 + L # J. Pela maximalidade de 7 segue que A =J + L e dai vem,

1 €7+ Limplicaque existe u € J,v € Ltaisque 1 = u + v.

Assim, existe u € J,v € L = A.x e temos que v = y.x para algum y € A, ou
seja, existe ye A e u€J tais que 1 =u+y.x. Passando barra em ambos os

membros, segue que, 1=u+y.x=u+y.x =0+ y.%, isto é, y.x = x.y = 1, como

gueriamos demonstrar.
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< Fazendo a volta, suponha-se que A = A/J seja um corpo. Assim 0,1 € A
implica que 7 # A. Se M #J é um ideal de A e I c M c A, entdo teremos que
existe x € M, x # 7, ou seja, x # 0, com x € A. Como A € um corpo existe y € A

tal que x.y = 1, ou ainda,
x.y=1l(modIl) @ xy—-1€J=3Jue]

Tal que xy —1 =u, e isto nos diz que, 1 =xy —u. Como x € M segue que
xy € M e como u € J c¢ M temos também u € M. Logo conclui-se que 1 =xy —u €

M e imediatamente M = A.
]

Sejam A,B anéis quaisquer. Dentre as operacbes de A em B, tem a
importancia destacada aquelas que preservam as leis de composi¢cdes internas que
fazem A e B anéis.

Definicdo 2.10. Sejam A e B dois anéis. Uma aplicacdo f:-A — B é chamado de

homomorfismo de anéis de A em B se as seguintes condi¢des sdo verificadas:
i) Paratodo x,y € A= f(x +vy) = f(x) + f(y)
(ii) Paratodo x,y € A = f(x.y) = f(x). f(¥)

Exemplo 2.14. Sejam A =7Z e B =7 X Z. A aplicacdo f:Z — Z x Z dada por f(x) =

f(x,0),Vx € Z € um homomorfismo de anéis porque,
f+y)=x+»0=x0+0 =fx)+f1)
fGy) = (xy,0) = (x,0).(y,0) = f(x). f(¥)
Teorema 2.3. Sejam A e B anéis e f: A — B um homomorfismo de anéis, entdo:
() Imf = {f(x); x € A} € um subanel de B;
(ii) N(f) =ker(f) ={x € A;f(x) =05} € um ideal de A e f é injetiva= N(f) =
{0},
(iii) Os anéis A/N(f) e Imf sado isomorfos.

Demonstracdo: (i) = vamos mostrar que Imf é subanel de B

0p = f(0) € Imf
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fQ).f elmf = f(x) - f(y) =f(x—y) € Imf
fQ).f) eImf = f(x).f(y) = f(x.y) € Imf
Com isso Imf € um subanel de B.
(ii) = Vamos provar que N(f) ={x € A:f(x) = 05} € umideal de A

a) 0 € N(f) pois f(0) = 0g
b) x,y e N(f)= f(x—y)=f(x) — f(y) =05 — 05 = 05

Ouseja, x —y € N(f)

Seja x € A e n € N(f) entdo
fGen) = f(x).f(n) = f(x).0 = O
fn.x) = f(n).f(x) = 0p.f(x) = Op

Ou seja, x.nen.x € N(f), comisso N(f) € um ideal de A

Agora, se f é injetiva, segue imediatamente que N(f) = {0} pois, f(0) = 0z

Se f()=f), x,yeAe N(f)={0} segue f(x)-f(y)=0z=fx—-y)=
0g entdo x —y € N(f) = {0} = x = y e isto prova o item (ii)
(iii) Para demonstramos este item, primeiro define-se a funcao bijetora:

Y A/N(f) — Imf
X — f(a)

Dados x,y € A sao tais que x =y, entdo f(x) = f(y). E de fato, se x =y,
entdo x —y =0€ N(f), logo f(x—y)=0e, além disso, f(x —y) = f(x) — f(),
pois f € um homomorfismo. Portanto, f(x) = f(y).

Agora y € uma aplicacédo sobrejetiva e € um homomorfismo, pois para x,y € A

temos

@yE+y)=yvx+y)=y(x+y) pela definichko dey por f se um
homomorfismo vem que f(x +y) = f(x) + f(¥) = Y(x) + Y(F)
(b) Y(x.7) =&y = f(x.y) e f(x.y) = f(0). f(y) = (). ()
Por fim, temos N(f) = {x € A/N(f);f(x) =0} ={x € A/N(f);x E N(f)} =0

Logo i € injetiva
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Definicdo 2.11. Sejam A e B anéis quaisquer. Uma aplicacdo f: A — B chamamos

de isomorfismo de A em B se:
(i) f é bijetora
(ii) f € um homomorfismo de anéis, isto &,
Paratodo x,y € Atem-se f(x+y) = f()+ f(y) e f(x.y) = f(x).f(y)
Observacéo 2.3.

Naturalmente todos os resultados validos para homomorfismo de anéis
também sé&o vélidos para isomorfismo. A demonstracdo de isomorfismo de anéis €

analoga a que se fez para grupos.
Exemplo 2.15. Seja A = Z[v2] = {m+nvV2;m,n € Z} e consideramos f:A — A
definida por f(m + nv2) = m —nv2. f é um homomorfismo pois
f((m+n\/§)+(r+5\/§)) = f(m+nv2) + f(r + sv2) = (m — nv2) + (r — sV2)
=(m+7r)—(n+sW2
E, também
f((m+nv2).(r +sv2)) = £ ((m +nv2). £ (r + 5v2)) = ((m — nv2). (r — 5v2))
= (mr + 2sn) — (ms + nr)V2
E injetor pois,
Seja f(m+nv2) e f(r+sV2) € A, tal que f(m +nv2) = f(r +sV2), entdo

f(m+n\/§)—f(r+5\/7)=0=>(m+n\/§)—(r+3\/7)=0:>(m+n\/§)=
(r +sv2)

E sobrejetor,
Dado y = m + nv2 € A basta tomar x = m — nv2 € A entdo

f=fm-nV2)=m+n/2=y
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2.1. Corpo de fragcOes de anel de integridade

Todo corpo, como ja vimos, € um anel de integridade. Logo se pode dizer que
todo corpo contém um subanel que é anel de integridade: ele proprio. Agora vamos
construir um corpo K do qual A seja um subanel unitario. A constru¢cdo € a mesma,
no plano formal, pela qual se obtém o corpo dos nimeros racionais a partir do anel

de inteiros.

Seja A um anel de integridade. No conjunto A X A* consideramos a relacdo ~

definida da seguinte maneira:
(a,b) ~ (c,d) se, e somente se ad = bc

N&o é dificil provar que ~ é uma relacdo de equivaléncia sobre A X A*. Por

brevidade mostraremos apenas que ~ goza da propriedade transitiva

De fato, consideremos (a,b), (c,d), (e, f) € A X A*. Se (a,b) ~ (c,d) e (¢, d) ~
(e,f), entdo ad = bc e cf =de. Multiplicando os dois membros da primeira
igualdade por f e os da segunda por b, obtemos adf = bcf e bcf = deb. Segue dai
que adf = deb e, portanto, cancelando-se d, o que é possivel, pois d # 0 e A € um

anel de integridade, af = be onde (a,b) ~ (e, f)

~a —_ . ~ .
Usa-se a notacao 5 €m vez de (a, b) para apresentar a classe de equivaléncia
determinada pelo par (a,b). Os elementos do conjunto quociente K = A X A*/~ ,

com a notacdo adotada, séo as fracdes Q = {% ;a€AbeEAY

Evidentemente,

S ad=cb

aln

a
b
Agora define-se as operacgdes da soma e produto no conjunto quociente

Uq/~={%;aecﬂ,becﬂ*}:x

Quaisquer que sejam (a, b), (c,d) € A x A*, definiremos
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Pode-se provar que essas definicbes independem das particulares
representacdes das classes de equivaléncia. Observe que se b,d € A" entdo b.d €
A", pois A* é um dominio de integridade. Suponhamos que (a,b) ~ (m,n) e (c,d) ~
(r,s). Entdo an = bm e cs = dr. Multiplicando membro a membro essas igualdades,

temos (an)(cs) = (bm)(dr) e dai (ac)(ns) = (bd)(mr). Isso significa, no presente

contexto, que (ac, bd) ~ (ns, mr) e, portanto, que %.2 = %g

Rotineiramente se demonstra que (K, +,.) € um corpo. Vamos denotar por

a* = % onde a € A e 1 é a unidade de A. E denotaremos:

E,a,lecﬂ}=1{

c/l*={a*=1

Considere a seguinte funcéo:

p:A— A"

a—a*
E de imediata verificacéo que:
(D) Imep = A*
(ii) Ker(p) = {a € A:a* = 0"} = {0}
(iii)y p(a+b) =(a+b) " =a"+b"=¢(a) +e(b)Va,beA
(iv) o(a.b) = (a.b)* = a*.b* = p(a).p(b)Va,b € A

Desse modo, A =~ A" c K, ou seja, A € isomorfo sobre A*. Observe que se

~#0emK, isto é,a # 0 em A, entdo Z € K e mais, %.Z = 1*. Como A é isomorfo a
A* c K dize-se que A estd imerso em K. Observa-se também que b*.% =1"seb #
0,b € A. Assim denota-se por (b*)~1 = % seb+0,b€A.Logo

A*={a*;a € A} c K ={a*.(b*)"1:a* b* € A*,b* # 0}
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Portanto, o corpo K construido nesse paragrafo recebe o nome de corpo de

fracbes do dominio A
Exemplo 2.16. Q[v2] = {%+§\/§,m,n,p,q €7} é o corpo de fragbes de Z[vVZ] =

{a + bvV2,a,b € Z}.

2.2. Polindbmios sobre um anel.

Polinbmios s&o definidos como uma sequéncia de nimeros complexos em que
esse faz parte de uma classe de funcgdes simples e infinita. Ao longo deste capitulo
representa-se por A como um anel de integridade infinito e, também, este anel pode

ser um corpo infinito, caso em que seré indicado por K.

Definicdo 2.12. Uma fungcdo f:A — A denomina-se funcdo polinomial de uma
indeterminada x sobre A se existem elementos a,, a4, a,, ..., a, €M A tais que para

todo x € A tem-se:
f(x) =ay+ a;x + azx? + -+ ax" ...
a; € cfl,Vi €EN

Diz-se que dois polinbmios sdo iguais quando assumem valores iguais para

todo x € A, simbolicamente, sejam os polinébmios:

P(x) = ag + a;x + apx* + -+ a,x" ...
Q(x) = by + byx + byx? + -+ + bexS ...
S&o iguais se, e somentese a; =b;em A,Vi €N

Se P(x) =0+ 0x + 0x? + -+ 0x" ... indica-se P(x) por 0 e o chama-se de
polinbmio identicamente nulo sobre A, ou seja, P(x) sobre A € identicamente nulo

se,esomentese a; =0€ A, Vi €N.

Chama-se de polindmio constante a sobre A, se P(x) = ay + a;x + a,x* +

-+ a,x",ondeqgy=aeq;=0,Vi=>1

Exemplo 2.17. Sdo exemplos de polinbmios constantes no corpo dos reais
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PO =7.f()=5,9) =

Representa-se por A[x] o conjunto de todos os polindbmios sobre A, em

uma indeterminada x.

Proposicéo 2.5. A soma de dois polinbmios sobre A é também um polinémio sobre

A, isto é, A[x] é fechado em relacdo a operacao adigéo.

Demonstracao: Sejam P e Q dois polinGmios sobre A, tais que:
P(x) =ag+a;x +ax?+ -+ ax" + -
Q(x) = by + byx + byx? + -+ + bgxs + -+

Temos que,

(P+q)(x) = P(x) + Q(x) = (ap + by) + (ay + by)x + -

Pode-se simplificar essa soma como

P(x) + Q(x) = cix + -+ cpx® + -

Onde, ¢; = (a; + b;) € A. Portanto P+ Q € A

Proposicdo 2.6. O produto de dois polinbmios sobre A é também um polinbmio

sobre A, isto e, A[x] é fechado em rela¢éo a operagdo multiplicagéo.
Demonstracao: sejam P e Q polinbmios sobre A, tais que:
P(x) =ag+ a;x + ayx® + 4 apx™ + -
Q(x) = by + byx + bpx® + -+ byx™ + -+
Entédo vem que,
P(x).Q(x) = co + - + cpx¥

Onde, CO = aobo ) C1 = aobl + a1b0 ’CZ = aobz + a1b1 + azbo y aes Ck = aobk + -+

ayb, ,com k € N. Portanto, P.Q € A

Observe que a definicdo acima da proposicdo 2.6 de produto de polinbmios
provém da regra x™Mx™ =x™*", ja demonstrado na proposicdo 1.7, e da

propriedade distributiva.

Nota-se que A[x] € um dominio de integridade onde o polinémio nulo 0 € o

elemento neutro de A[x] e o polinémio constante 1 € a unidade de A|[x].
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Definicdo 2.13. Seja P(x) = ay + a;x + a;x* + -+ ap,x™ + -+ um polindmio n&o
nulo. Chama-se grau de P e representa-se por dP ou grP, o nUmero natural n tal
que a, #0 e a; =0 para todo i>n. Nessas condi¢cbes a,, € chamado de

coeficiente dominante.

Em outras palavras, o grau de um polinbmio € simplesmente o indice de seu

coeficiente dominante.
Exemplo 2.18. P(x) = 4x3 + 7x? + 2 em Z[x] tem grau 3, dP(x) = 3
2.3. Divisibilidade em A[x] exata

Dados f(x),g(x) € A[x], diz-se que um polindmio g(x) divide f(x) se existe
um polindbmio Q(x) € A[x] tal que f(x) = g(x).Q(x). Indica-se pela notagédo g | f

para divisdo de g sobre f. E g t f para representar g nao divide f.

Exemplo 2.19. Em R[x] o polinémio x — 1 dividi o polindémio x? — 1, pois
x2-1=((x—-1).(x+1)

Teorema 2.4. (Algoritmo da divisao)

Dados os polinémios f(x),g(x) € A[x], com g(x) #0 e o coeficiente g(x)

inversivel, entdo existem polinbmios Q (x), r(x) tais que:
fx) =g(x).Qx) +r(x)

Em que r(x) = 0 ou dr(x) < dg(x)

Demonstracéao: (Existéncia)

Para demonstracdo supdem-se f(x) = ay + a;x + a,x? + -+ a,x" e gx) =
by + byx + byx? + -+ b, x™, com m >0 e b,, # 0. Vamos analisar os seguintes

casos.
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(i) f(x) = 0 (Polinbmio identicamente nulo). Neste caso q(x) =r(x) =0, pois 0 =

gx).0+0

(ii) f(x) # 0 e 0f (x) < dg(x). Quando isso acontece, basta tomar q(x) =0 e r(x) =
f(x), umavez que f(x) = g(x).0 + f(x) e, por hipétese, df (x) < dg(x)

(iii) f(x) # 0 e df (x) = dg(x). Neste caso, procede por indugéo (segundo principio)
Agora seja f;(x) o polindbmio definido por
fi(x) = f(x) — aph™tpx™ ™. g (x)

Se fi(x) =0 ou df;(x) <dg(x), entdo Q(x) = a,b 1, x™™ e r(x) = f1(x).
Caso contrario tem-se df;(x) = dg(x) e df,(x) <n, pois o coeficiente dominante

f(x) é igual ao polindbmio expresso por:
f(x) = a,b™ 1, x" ™ g(x)

Portanto, devido a hipotese de inducéo, existem polindbmios Q;(x) e r;(x) tais

que
fi=90x).Q1(x) + 1 (x)

Onde ,(x) = 0 ou dr, (x) < dg(x)

Dai segue que
f(x) = apb™ px™ ™. g(x) = g(x)Q1(x) + 11 (x)
E, portanto
fG) = anb ™' mx™ ™ g(x) + g(x). Q1 + 11(x)
Oou
f) = [anh™pnx™™™ + q1]g(x) + 11.(x)

E, com isso, tomando q(x) =a,b 1,x" ™+ Q, e r(x) =r(x) prova-se a
existéncia dos polinémios q(x) e r(x) tais que f(x) = Q(x).g(x) +r(x) er(x) =0 ou

or(x) < dg(x).
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Agora prova-se a unicidade. Sejam Q;(x), Q,(x), r;(x), r,(x) tais que
fx) = Q1(x). g(x) + r1(x) = Q2(x). g(x) + 72 (x)
Onde r;(x) = 0 ou dr;(x) < dg(x),i = 1,2

Dai segue,

(Q1(x) - Qz(x))g(x) =13(x) —11(x)

Mas se Q;(x) # Q,(x) o grau do polinbmio do lado de igualdade acima é maior
ou igual ao dg(x) enquanto que d(r,(x) — r(x)) < dg(x) o que é uma contradicdo.

Logo Q;(x) = Q,(x) e, portanto
r(x) = f(x) = Q1(x). g(x) = f(x) — Q2. g(x) =1
Como queria-se demonstrar
[ |
Teorema 2.5. Todo ideal de A[x] é principal

Demonstracdo: Seja J um ideal de A[x]. Se 7 = {0} entdo 7 é gerado por 0.
Suponha-se que 7 # {0} e que 0 # P(x) tal que dP(x) seja menor possivel. Se
P(x) = a constante # 0 entdo 1 =a~l.a € 7 e assim segue imediatamente que 7 =

A[x] é gerado por 1 € A[x]. Suponhamos entdo dP(x) > 0.

Como P(x) € 7 temos A[x].P(x) c J. Agora se prova que J c A[x].P(x) e isto
demonstra o teorema. De fato, seja f(x) € 7 pelo algoritmo de Euclides temos que
3Q(x),r(x) € A[x] tais que f(x)=0Q(x).p(x)+r(x), onde r(x)=/f(x)-—
Q(x).P(x) € 7 e pela minimalidade da nossa escolha do polindmio P(x) € 7 segue
gue r(x) =0 e portanto, temos f(x) = Q(x).P(x) € A[x].P(x). Como queriamos

demonstrar
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Definicdo 2.14. Sejam f(x),g(x) € A[x], polinbmios ndo nulos e seja d(x) € A[x]
um polinémio ménico tal que d(x) divide f(x) e g(x) e todo divisor desses, também
€ de d(x), ou seja, d,(x) € A[x] tal que d;(x) | f(x) e di(x) | g(x), entdo d,(x) |
d(x). A este polinbmio d(x) chama-se de maximo divisor comum de f(x) e g(x). Se

d(x) =1, entdo f(x) e g(x) séo primos entre si.
Teorema 2.6. (Existéncia de M.D.C) Sejam
Py (x), ..., Bn(x) € Alx] — {0}

E seja o ideal 7 = A[x].P; + -+ A[x].B,(x) gerados pelos polindbmios ndo
nulos P;(x),...,B,(x). Se d(x) € Alx] é tal que 7 = A[x].d(x) entdo as seguintes

propriedades séo validas:
(i) Existem 7, (x), ..., 1 (x) € Alx] tais que d(x) = r;(x).p1(x), ..., i (x). B (x);
(ii) d(x) € um divisor comum de P; (x), ..., Bp(x);

(iii) Se d;(x) € um divisor comum qualquer de P;(x),...,B,(x), entdo d;(x) é

também um divisor de d(x)
Demonstragéo: (i) Temos que da igualdade
Alx].d(x) = A[x]. P(x), ..., A[x]. P (x)
(i) Sejai = (1, ..., m) e Alx]. d(x) = Alx]. P(x), ..., A[x]. Bu(x), temos que,
Pi(x) € A[x]. Pi(x) € A[x]. Py(x) + -+ + Alx]. Bp(x) = Alx]. d(x)

E, portanto, existe 7;(x) € A[x] tal que P;(x) = r;(x).d(x) isto &, d(x) € um

divisor de cada P;(x), comi = (1,...,m)

(iii) Seja d;(x) um divisor comum em A|[x], de P;(x), ..., B,(x), isto é, existe r;(x) €
Alx] tal que P;(x) = r;(x).d(x), comi=(1,..,m)

Assim,
Alx]. Pi(x) € Alx].dy(x), Vi = (1, ..., m)
E dai segue que,
Alx].d(x) = Alx]. Py (x), ..., Alx]. By (x) € Alx].dy(x)

Ou seja, existe r(x) € Alx] tal que d(x) = r(x).d,(x)
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Definicdao 2.15. Um polinbmio ndo nulo e ndo invertivel P(x) € A[x] se diz
irredutivel sobre A[x] se uma decomposicdo de P(x) num produto de dois
polinbmios de A[x], ou seja, se P(x) = f(x).g(x) entdo f(x) é invertivel ou g(x)
invertivel. Se P(x) for ndo irredutivel sobre A[x] dizemos que P(x) é redutivel sobre
Alx].

Exemplo 2.20. O polindmio P(x) = x? — 3 € irredutivel em Q[x], porém P(x) = x? —

3 é redutivel em R[x], pois,
x? =3 =(x—+3).(x+V3),comV3 e R
Proposicdo 2.7. Todo polinémio de grau 1 sobre um corpo K é irredutivel.

Demonstracédo: De fato, seja P(x) um polinbmio de grau 1 e se P(x) = f(x).g(x),
entdo dP(x) = df(x) = dg(x). Mas, como dP(x) =1, entdo df(x) + dg(x) = 1.
Como essa igualdade so é possivel se df(x) =1 ou dg(x) = 0, ou vice-versa, entao

f(x) ou g(x) é invertivel.

Definicdo 2.16. Seja K um corpo. Se todo polindmio ndo constante de K[x] tem pelo

menos uma raiz em K,diz-se que K € um corpo algebricamente fechado.

Proposicdo 2.8. Um polinbmio sobre um corpo K algebricamente fechado é

irredutivel se, e somente se, tem grau 1

Demonstracdo: Seja P(x) € K[x] um polinbmio irredutivel. Como K é
algebricamente fechado, existe a € K tal que P(a) =0. Logo, x—alP(x) e,

portanto, existe g(x) € K[x] tal que:

P(x) = (x —a).g(x)

Como, porém, P(x) é irredutivel, entdo o polindmio g(x) € constante ndo nulo,

isto é, existe u € K tal que g(x) = u, para todo x € K. Portanto

P(x) = ux —ua
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Em que ua é constante. Logo, o grau de P(x) € 1. A reciproca € verdadeira,

devido a proposicao anterior

Teorema 2.7. Sejam K um corpo e P(x) € K[x]. Entdo as seguintes condigbes séo

equivalentes.

(i) P(x) € irredutivel sobre K

(ii) J = K[x]. P(x) € um ideal maximal em K|[x]
(iii) K[x]/J € um corpo, onde J = K[x]. P(x)

Demonstragdo: Vamos mostrar que (i) < (ii)

(i) = (ii) Suponha-se P(x) € K[x], com P(x) irredutivel sobre K e seja 7=
K[x].P(x) = {g(x).P(x);g(x) €K[x]}. Como o grau de P(x)=>1 temos
imediatamente que J # K[x]. Se I = K[x].h(x) € um ideal de K[x] tal que I o 7J.
Prova-se que I =7 ou I = K[x]. Assim, P(x) € K[x].P(x) c K[x].h(x) nos diz que
P(x) = g(x).h(x) para algum g(x) € K[x]. Como P(x) é irredutivel tem que g(x) = a
invertivel ou h(x) = b invertivel € K[x] — {0}, onde a e b sdo constantes. Se g(x) =
a # 0, temos que h(x) = a 1. P(x) e, portanto, I = K[x].h(x) c K[x].P(x) =7 e isto
nos da I=J. Se h(x)=b#0 tem-se I =K|[x].h(x) € K[x] e isso termina a
implicacao (i) = (ii).

(ii) = (i) Agora seja 7 = K[x].P(x) um ideal maximal em K[x]. Assim 7 # K[x] nos
diz que dP(x) = 1. Suponhamos g(x),h(x) € K[x] e P(x) = g(x).h(x). Assim, segue
imediatamente que 7 c I = K[x]. h(x) e como J € um ideal maximal, temos que 7 =1
oul = K[x]. Se 7 =1 segue que h(x) € J = K[x]. P(x) e isto nos diz que h(x) =
f(x).P(x), para algum f(x) € K[x]. Dai segue P(x) = g(x). f(x).P(x), como P(x) #
0 e K[x] € um dominio de integridade, teremos 1 = g(x). f(x), isto &, g(x) € K[x] é
um polindmio irredutivel em K[x]. Portanto, g(x) = a # 0 € um polindmio constante.
Se I = K[x] segue que h(x) = b # 0 constante, ou seja, P(x) € irredutivel sobre K.

Como queriamos demonstrar.
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Teorema 2.8. Seja K um corpo algebricamente fechado e f(x) um polinémio de
df (x) = 1 sobre K cujo coeficiente dominante denota-se por a. Entdo podem ser

determinados elementos u,, u,, ..., u, € K tais que.
fx) =alx —u)x —uy) ...(x —uy)
Demonstracado: Demonstra-se por inducéo sobre n:

Seodf(x) =1, entdo f(x) = ax + b, com a # 0. Pondo a em evidéncia, temos:

b
fx) =a(x+ 5)
O que demonstra o teorema para n = 1

Seja f(x) um polindbmio de grau n > 1 e suponha-se o teorema verdadeiro para
todo polindmio de grau n — 1. Como K é algebricamente fechado, f(x) tem uma raiz

u; em K e, portanto:

f() = (x —u)Q(),com Q(x) € K[x]

Como Q(x) tem grau n—1 e coeficiente dominante igual ao de f(x), pela

hipotese de inducao, existem uy,u,, ..., u, € K tais que:
Q(x) = alx —uy)(x —up) ... (x — up)
E com isso temos,
f(x)=alx —u)(x —uy) ...(x —u,),comuy; =1,2,..nraizes de f(x)
[ |

Definicdo 2.17. Um polinbmio ndo constante pertencente a K[x], se diz primitivo se

a unidade de K € um maximo divisor comum de seus coeficientes.

Exemplo 2.21. O polinémio f(x) = 2 + 2x + 3x? € Z[x] é primitivo, pois mdc(2,3) =
1

Proposicdo 2.9. Seja f(x) =ag+ ayx + -+ a,x™ € K[x] um polinbmio ndo nulo.
Entado existem um elemento d € K e um polindbmio f*(x) € K[x] de mesmo grau de

f(x), tais que f(x) =d.f"(x)

Demonstracédo: Se d = mdc(ay, a4,...,a,) €entdo ay=dqya, =dqq, ..., 0, = dqy,

onde qy, q1, ---, 9, € K s@o primos entre si. Dai:
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f(x) = (dgo) + (dg)x + - + (dgn)x"
Fazendo-se f*(x) = f(x) = qo + q1x + === + g x™
Entdo f*(x) tem 0 mesmo grau de f(x) é primitivo e f(x) = df*(x)
[ |

Proposicdo 2.10. Seja f(x) € K[x] um polinbmio ndo constante. Se f(x) é

irredutivel entdo f(x) é primitivo.

Demonstracado: Suponha-se que f(x) nao fosse primitivo e seja d o mdc dos seus
coeficientes, entdo, devido a proposicao anterior, temos f(x) =df*(x) em que
of*(x) = df (x). Como d ndo é invertivel em K, também ndo o é em K|[x]. Por outro
lado, f*(x) ndo é invertivel em K[x]. Entdo f(x) = df*(x) € uma composi¢cdo nao
trivial de f em K[x], o que contraria a hipétese de f(x) ser irredutivel sobre K de

onde, f(x) é primitivo.
|

Contraexemplo: Um polinbmio primitivo pode ndo ser irredutivel. O polinbmio
f(x) =2+ 5x + 2x? € primitivo, mas composto em Z[x], uma vez que f(x) = (2x +
D(x + 2).

Lema 2.1. Se f(x),g(x) € K[x] sao polindbmios primitivos e para elementos a,b € K

tem-se a igualdade af (x) = bg(x), entdo a~b e f(x)~g(x).

Demonstracdo: Faca-se af(x) = h(x) e seja d o mdc dos coeficientes de h(x).
Entdo h(x) = dh*(x), em que h*(x) € um polindmio primitivo com 0 mesmo grau de
h(x) (proposi¢éo anterior). Por outro lado, como af(x) = h(x), entdo a divide todos
os coeficientes de h(x) e, portanto, a divide d em K. Logo, d = ac, para c € K. Desse

modo,
h(x) = dh*(x) = ach*(x) = af (x)
Como a # 0, entdo a igualdade fica f(x) = ch*(x) 0 que mostra que c divide
f(x) e, portanto, seus coeficientes. Como f(x) é primitivo, entéo c é invertivel. Entao

da igualdade d = ac, conclui-se que d~a. Da mesma forma demonstra-se que d~b,

de onde a~b.
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Agora o fato de a e b serem associados implica a existéncia de um elemento
invertivel u € K tal que b =au. Usando esse fato em af(x) = bg(x), obtemos
af (x) = aug(x) e, portanto f(x) =ug(x). Isso mostra que f(x)~g(x) como

gueriamos demonstrar.
[ |

Lema 2.2. (Lema de Gauss) O produto de dois polinbmios primitivos f(x),g(x) €

K[x] também é um polinbmio primitivo.
Demonstracédo: Sejam f(x), g(x) € K[x], tais que
fx)=ag+ax+ax?+--+a,x"e
g(x) = by + byx + byx? + -+ + by x™
E que o produto f(x).g(x) =co+ c1x + cpx2 + -+ cpamx™™ ndo fosse
primitivo existiria entdo, em K, um elemento p irredutivel divisor de todos os
coeficientes de f(x),g(x). Mas p nao divide todos os coeficientes de f(x), nem

tampouco de g(x). Seja a, coeficientes de f(x) tal que p1{a, e, também bg

coeficientes de g(x) onde p } bg. Temos:
Crs = Qobrys + A1brysq + -+ apbs + -+ + @ry5_1b1 + arysbo

Devido as suposi¢cdes, temos que p divide as parcelas do segundo membro
dessa igualdade anteriores e posteriores ao produto a,.b;. Como p divide c,,¢ entéo
p divide a, b, e, sendo irredutivel, divide um desses fatores. Essa conclusdo nos leva

em um absurdo. Portanto f(x).g(x) é primitivo.
|

Lema 2.3. Seja A o corpo de fragBes de K. Se o polindbmio f(x) € K[x] € irredutivel

sobre A, entdo também é irredutivel sobre K.

Demonstracédo: Suponha-se por absurdo que f(x) fosse composto em A[x],
existiiam g(x), h(x) € A[x] de grau > 1, tais que f(x) = g(x).h(x). Os coeficientes
de f(x) e g(x) sdo fracdes cujos termos pertencem a A. Indicando-se por a 0

produto dos denominadores dessas fracdes, temos:

a.f(x) = g1(x). hy(x)
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Onde g,(x),h,(x) € K[x] com 0 mesmo grau de g(x) e h(x), respectivamente.

Sejam b, c e d maximos divisores comuns de f(x), g;(x), h,(x), entao:

fQx) =b.f1(x),g1(x) = c. g2, hy(x) = d.h,

Com fi(x),g,(x),hy(x) primitivos com mesmo grau de f(x),g,(x),hy(x).

(proposicao 2.9) temos:

a.b. fi(x) =c.d. g,(x).hy(x)

Como g,(x).h,(x) é primitivo, devido ao lema de Gauss entdo o lema 2.2

garante que ab~cd e f;(x)~g,(x).h,(x)

Assim, f;(x) = ug,(x)h,(x) com u € A invertivel, e, portanto,

fx) =bfilx) = (bugz(x))hz(x)

Como (ub)g,(x) e h,(x) sdo polinbmios de K[x] que tem graus iguais aos de
g1(x), hy(x), respectivamente, e, portanto, > 1, entdo f(x) é composto sobre A, 0

gue € absurdo, uma vez que essa conclusdo contraria a hipoétese.

Proposicédo 2.11. (Critério de Eisenstein)

Seja f(x) € K[x] tal que f(x)= ag+ a;x + ax? + -+ a,x™. Se existir um
elemento irredutivel p € K que seja divisor de ag, a4, ..., a,_, Mas nio de a, e se p?

ndo divide a,, entdo f(x) é irredutivel sobre o corpo das fracbes K.

Demonstracao: Seja A o corpo das fracbes de K e suponha-se f(x) composto em
Alx], entdo f(x) é o produto de dois polinbmios de grau >1 de A[x]. Mas,
considerando a contra positiva do lema anterior, f(x) também pode ser decomposto

em um produto de dois fatores néo triviais de K[x]
f(x) = (bg + bix + byx? + -+ + bx")(co + c1x + cx% + +++ + ¢;xb)

Como p divide ag=bhyc, € p? nado divide a,, entdo plb, ou plcy,
exclusivamente. Suponha-se que p | by, como p nao divide a, = b,.c;, entdo p 1 b,.
Isso posto, seja s (0 < s <r <n) o menor indice tal que p ndo divide b,. Portanto,

plby,p|by,..,plbs_; €pndo divide b,. Como:
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as = bocs + blcs_l + bzcs_z + -+ bs_lcl + bSCO
e, pois s < n, entdo p | bsc,. Nao dividindo ¢, entdo p | bs, 0 que € absurdo.
[ ]

Exemplo 2.22. O polinémio f(x) = 7 + 14x + x°° € Z[x] é irredutivel em Q[x]. De

fato, considerando o nimero primop = 7, vemos que 7 | 7,7 1 14, mas 71 1 e 72 { 7.
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3.EXTENSAO ALGEBRICAS DE CORPOS

Neste capitulo, anota-se os conceitos de extensfes de corpos atrelados as
equacdes polinomiais, onde iremos representar corpos K, tais que Q c K c C. Para
isso usam-se polindbmios irredutiveis no processo da demonstracdo do ultimo

teorema ao final do nosso trabalho.

Defini¢cdo 3.1. Uma extensdo de corpo € um monomorfismo ¢: K — L,emque K e L
sdo subcorpos complexos. Em outras palavras, diremos que K € 0 corpo menor e

gue L é o corpo maior. Simbolicamente, L O K.

Exemplo 3.1. As fungbes inclusdes ¢;:Q = R, ¢,:R—C e ¢;:Q — C séo

extensdes de corpos, tais inclusdées sdo monomorfismo

Definicdo 3.2. Uma extensdo simples de um corpo L sobre o subcorpo K tal que,
K> LelL=K(a) para algum «a € L, ou seja, uma extensdo simples é resultado da

adicdo de um Unico elemento ao corpo menor.

Exemplo 3.2. O subcorpo R(i) de C, contém os elementos da forma x + iy, com

x,y € R. Mas, estes elementos acabam por percorrer todo o conjunto C, assim, C =
R(7).
Definicdo 3.3. Seja K um subcorpo de L, e seja a € L. Entdo, dizemos que a €é

algébrico sobre K, tal que P(a) = 0. Caso contrario, dize-se que a é transcendente

sobre K.

Exemplo 3.3. O nimero a =+/2 é algébrico sobre Q[x], pois o polinémio P(x) =

x% — 2 tem & como raiz, isto &, P(a) = a? —2 = (VZ) =2 = 0.

Exemplo 3.4. O numero & € transcendente sobre Q[x]. Mas, m é algébrico em R[x],

pois é raiz do polinébmio P(x) = x — ™ € R[x].

Definicdo 3.4. Seja L uma extensao de K, e suponha-se que a € L € algébrico sobre
K. Entdo o polinbmio minimal de a sobre K, € o Unico polinbmio ménico P(x) sobre

K de menor grau tal que P(a) = 0.

Lema 3.1. Se a« € um elemento algébrico sobre o subcorpo K de L, entdo o
polinbmio minimal de a sobre K é irredutivel sobre K. Ele ainda divide qualquer

polinbmio em que a € um zero.
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Demonstracdo: Suponha-se que o polinébmio minimal P(x) de a sobre K é
irredutivel, isto €, P(x) = f(x).g(x), com f(x),g(x) € K[x] de graus menores que
P(x). Pode-se assumir que f(x),g(x) sdo modnicos. Entdo, como P(a) = 0, deve-se
ter f(a).g(a) =0, e como K[x] € um dominio de integridade, f(a) =0 ou g(a) =0,
0 que contraria a definicdo de polindmio minimal. Portanto, p(x) é irredutivel sobre
K.

Suponha-se agora que f(x) é um polinbmio sobre K, tal que f(a) = 0. Assim,
pelo algoritmo da divisdo, existem polindmios Q(x),r(x) € K[x], tais que f(x) =
P(x).Q(x) +r(x), com r(x) =0 ou dr(x) < dp(x). Entdo, 0 = f(a) = P(a).Q(a) +
r(a) =0.Q(a) + r(a) =r(a). Se tivermos r(x) # 0, entdo existe um multiplo
constante de r(x) que é mdnico, e deste modo, o grau deste é menor do que o grau
de P(x), gerando uma contradicdo com o fato de m = P(x) ser o polindmio minimal
de a sobre K. Portanto, r(x) = 0, e P(x) divide f(x).

Teorema 3.1. Se K € um subcorpo de L e P(x) € um polinbmio monico irredutivel
sobre K, entdo existe um « € L, algébrico sobre K, tal que a tem P(x) como o

polinbmio minimal sobre K.

Demonstracéo: Seja a um zero qualquer de P(x) em L. Entdo, P(a) = 0, portanto, o
polindmio minimal f(x) de a sobre K, divide P(x). Ora, P(x) é irredutivel sobre K, e

ambos f(x) e P(x) sdo monicos, logo f(x) = P(x)
]

Definicdo 3.5. (Extenséo Finita). Se uma extensao L de um corpo K tem dimenséao
finita n como espaco vetorial sobre K, entdo L € uma extensao finita e grau n sobre

K. Esse grau sera denotado por [L: K]
Proposicéo 3.1. Toda extenséo finita é algébrica.

Demonstracdo: Sejam L/K uma extensao finita e « € L. Entdo existe n > 1 inteiro
minimo tal que {1,q, ...,a™ 1} é um conjunto K —linearmente independente. Ou seja,
existem a, ..., a,, € K ndo todos nulos tais que

n

Zaicxi =0

i=0
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A fortiori, a € raiz do polinbmio ndo nulo

Definicdo 3.6. Seja L/K uma extensao algébrica. Suponha-se que existam

ay, ..., &, € L tais que:
K C Kl = K[al] C KZ = Kl[az] .. C KT' = Kr_l[ar] = K[al, ...,ar] = L

Diz-se que L/K é uma extensdo finitamente gerada e que L é gerada sobre K

por ay, ..., a,.

Proposicao 3.2. Seja L/K uma extensao algébrica. Entdo L/K é finita se, e somente

se L/K é finitamente gerada.

Demonstracao: Suponha que L/K seja finita. Se L = K acabou. Sendo existe a; €
L\ K. Seja K; = K[a;]. Se L =K; acabou. Sendo existe a, € L\ K;. Seja K, =

K;[a,]. Prosseguindo o argumento tem-se uma sequéncia de corpos estrita, isto €,
K;Kngzg“'.

Como L/K é finita esta sequéncia ndo pode ser infinita. Logo existe r tal que

L = K, e L/K é finitamente gerada.

Reciprocamente, se L/K é finitamente gerada entdo cada extensdo K;/K;_, é

finita e pela transitividade de extenséo finita, conclui-se que L/K também é finita.
|

Exemplo 3.5. Seja L/K uma extensdo com [L: K] =p numero primo. Entdo para
todo K c K' c K temos que K' = K ou K' = L. Em patrticular, dado « € L \ K, entédo
L = K[a].
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3.1. Extensao de isomorfismo de corpos

Teorema 3.2. Se « € L o K e se : K[x] — L € definida por ¥(f(x)) = f(a), entdo é
um homomorfismo tal que:

(i) Im@Y) =Klal,K c K[a] c L;

(ii) a é transcendente sobre K se, e somente se, ker(y) = {0};

(iii) Se a é algébrico sobre K e P(x) = irr(a,K), entdo ker(y) = K[x]. P(x)um ideal

maximal de K[x];
(iv) K[x]/ker() =K][a]

Demonstracédo: y esta claramente bem definida e agora se mostra que y € de fato

um homomorfismo de anéis.

Considere f(x) =ap+ a1 x + -+ a,x" e g(x) = by + byx + -+ by, x™ comm <

n. Assim

Y(f) +9)
=¥((ag + by) + (ay + b)x + - + (A + bp)xX™ + Ay x™H + -
+apx™) = ag + a1a + -+ ana™ + by + bia + - + bpa™ = f(a) + g(a)
= p(f(0) +¥(g(x)

E também:

Y(F(x), 9(x)) = ¢P(do + dyx + -+ dpx™ = do + dya + - + dpa™
= (ap + qya + -+ ana™).(by + bya + -+ + bpa™) = f(a). g(a)
= P(f (). ¥ (g(x)
Onde d; = X'y a;b;_;
Portanto, ¥ € um homomorfismo de anéis.
Agora se mostra os itens (i) a (iv)
i) Temos que,
Im@) = {f (@); p(f () = f(a)}

Mas ) esta definida em K|[x], de modo que todo f(x) € K[x].

Dai, Im() = {f(a); f(x) € K[x]}
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E por definicao, isto é K[a]. Logo, Im(y) = K|[«a]

Para verificar-se que K[a] contém K, basta tomar a fungcdo g(a;) = a;, a; €
K,i=1,2,..

ii) Seja,
ker(¥) = {f(x) € K[x]: ¥(f (x)) = 0}
Como « é transcendente sobre K, seja f(x) € K[x] — {0} segue, por definicdo,
que f(a) # 0. Mas ¥(f(x)) = f(a) o que implica que ¥(f(x)) # 0. Logo o Unico
polinbmio que anula a é o polinémio nulo. Portanto, ker = {0}. Reciprocamente,

supondo que ker = {0}, onde o polindmio nulo, vem que para todo f(x) # 0 € K|[x]

tém-se
Y(fx)#0
Como ¥(f(x)) = f(a), temos que,
Y(f(x) =f(a) 0
Deste modo «a é transcendente sobre K.

Feito isso, pode-se definir ¥:K[x] — L como uma aplicagdo injetiva, pois
ker(y) = {0}. Segue do Teorema 1.4 item (ii). Portanto, y» € um isomorfismo de
anéis.

iii) Como a é algébrico sobre K, entdo ker(y) # {0}. Considere entdo ker(y) =
K[x].P(x) um ideal em K[x]. Como P(x) € irredutivel sobre K, pelo Teorema 2.7

temos que ker(y) = K[x]. P(x) € um ideal maximal em K|x]

iv) Segue pelo item i) deste teorema que Im(y) = K[x] e agora é imediato do

Teorema 2. 3 item iii) que
K[x]/ker(}) = K|a]
Corolério 3.1. Sejam extensdo de K e a € L. Entdo:
i) Se a é algébrico sobre K, entdo K[a] € um subcorpo de L que contém K

ii) Se a é transcendente sobre K entdo K[a] é um subdominio de L isomorfo ao

dominio K[x] dos polindmios em uma indeterminada x
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Demonstracéo: (i) Adota-se um homomorfismo nas condicbes do Teorema 3.2.
anterior, ou seja, ¥: K[x] — L é definida por y(f(x)) = f(«). Suponha a algébrico
sobre K e seja P(x) = irr(a,K) € K[x]. Pelo item (iii) do Teorema 2.7. tem-se que

ker(y) = K[x]. P(x) é um ideal maximal e portanto,

K
ker(y) La]
Como K[a] é isomorfo ao corpo %segue que K[x] também é um corpo.

ii) Para demonstrar este item, precisa-se mostrar que K[a] € um subanel e que nédo

possui divisores de zero. Considere f(a), g(a) € K[a]. Note que

D fla) —g(a@) = (f —g)(@) € K[a]
2) f(@).g(@) = (f-g)(a) € K[a]

Agora, observe que K|[a] ndo possui divisores de zero, pois
fla).g(a) =0= f(a) =00uga) =0
Como « € transcendente sobre K[a], vem que
f(a) = 0(a) ou g(a) = 0(a)
[ |

Corolério 3.2. Se L uma extensdo de K e se «,f € L sdo raizes de um mesmo

polindbmio irredutivel sobre K, entdo K[a] e K[f] s&o corpos isomorfos.

Demonstracdo: Por hip6tese, P(x) =irr(a,K).Agora pelo item iii) do

Teorema 2.7, obtemos,

J = Kl[x].P(x)

E por (iv) temos K[a] = % e da mesma forma % =~ K[f] logo,

Kla] = K[B]
Sao corpos isomorfos.
[ ]

Proposicéo 3.3. Seja L uma extensdo de K « € L algébrico sobre K. Se o grau do

polinémio irr(a, K) € n, entéo:
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(i) Qualquer f(x) € K[x], f(a) pode ser expresso de modo Unico na forma,
fl@)=ay+aa+ -+ a,_ja" 1 ondea; €K.
(ii) K[a] = {ag + aya + -+ a,_,a™ 1, a; € K} € um subcorpo de L que contem K.
(iii) Se K = Z,, entdo K[a] € um corpo contendo exatamente p™ elementos.
Demonstracéo: Seja P(x) = irr(a, K). Por hipétese temos, dP(x) = n.
i) Se f(x) € K[x] entdo pelo algoritmo da divisdo existem q(x),r(x) € K[x] tais que
f(x) =q(x).P(x) +r(x),onde r(x) = 0 ou dr(x) < dP(x).
Assim r(x) = ap + a;x + -+ a,_1x" 1, onde a; € K.
Agora temos,
f(a) = q(a).P(a) + r(a)
Como P(a) = 0 segue que f(a) = r(a),ou seja, f(a) =ay+ a;a + -+ a,_;a™ .
Agora se demonstra a unicidade da expressao.

Se f(a) =ay+a;a+ -+ a,_a™t=by+bja+--+b,_1a"1,a;,b; €K,Vi€
{1,..,n—1}

Segue imediatamente que ao polindmio q(x) € K[x] onde
q(x) = (ag — bo) + (a; — by)x + -+ + (ap_q — bp_)x" "
E tal que q(a) = 0 e dq(x) < n = dirr(a,K). Assim q(x) = 0 e dai segue
a; = bi,Vi € {1, e, = 1}
(ii) Primeiro mostra-se que K[a] = {ag + a;a + -+ + a,_;a™ 1, a; € K}.Por definicdo
Kla] = {f(a); f(x) € K[x]}, agora pelo item (i) desta proposicao f(a) pode ser
expresso de modo Unico na forma f(a) = ag + a;a + - + a,_,a™ 1, onde q; € K, dai
temos:
Kla] = {f(@): f(x) € K[x]} = {ag + ey + - + ap_1a" "}, q; € K}

O fato de K[a] ser um subcorpo de L que contem K segue imediatamente do

item (i) do Corolario 3.1

(iii) Para demonstrar este item basta observar que pelos itens anteriores temos;

Zplal = {ag + a1 + -+ ap_1a™ ', a; € L}
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Assim existe uma correspondéncia bijetora entre Z,[a] e o conjunto de todas

as n —uplas (a,ay, ..,a,-1) onde cada a; € Z, = {0,1, ...,p — 1}.
n

3.2. Algumas aplicacdes

Aplicagdo 1. Seja a = ’{/5 € R,n > 2 inteiro e p = 2 um numero primo. Entédo a é
uma raiz real do polinbmio x™ —p que é, pelo critério de Eisenstein, irredutivel

sobre Q. E Q[a] € um subcorpo de R contento Q

Primeiro verifica-se o polinbmio x™ — p é irredutivel. Pelo critério de Eisenstein,
tem-se que existe um ndmero p primo. Entao p divide x™, por definicéo, e p divide p.
Mas p? ndo divide p. Logo, x™ —p é irredutivel. Pelo item (i) do Corolario
3.1,temos que Q[a] € um subcorpo de R contento Q. E ainda, Q[a] = {ay, + a;a +

vt ap-1a" 7 a; € Q)

Aplicacdo 2. Seja K um corpo, L/K uma extensdo e t € L transcendente sobre K.
Afirma-se que K € algebricamente fechado em K(z) = {f(7)/g9(t);f,g € K[x],g #
0}. De fato, se existisse a € K(t) \ K algébrico sobre K, digamos a = f(1)/g (1),
entdo K[a] / K seria finita. Observe que h = f(x) — ag(x) € (K[a])[x] e h(t) = 0, ou
seja, T € algébrico sobre K[a]. Portanto, K(z) = (K[a])[z] é algébrico sobre K, mas

isso € impossivel, pois 7 € transcendente sobre K.

Aplicacdo 3. Seja L/K uma extensao de corpos e A;(K) o conjunto dos elementos
a € L que séo algébricos sobre K. Agora se mostra que este conjunto € um corpo.
De fato, basta mostrar que dados a,f € A,(K) — {0}, entdo a + f,aB,a” ! € A, (K).
Pelo corolario 3.2 do teorema 3.2., temos que K[a] e K[B] séo corpos e K[a]/K e
K[B]/K sao finitas. Seja K[a,B] a extensdo gerada sobre K por a« e B. Vamos

analisar o seguinte diagrama.
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A extensdo K[a, f] é gerada por B sobre K[a]. Como B € algébrico sobre K e
K c K[a], conclui-se que p é algébrico sobre K[a]. Logo a extensdo K|[a, B]/K[a] é
finita. Pela transitividade de extensdes finitas, conclui-se que K[a, B]/K. Mas, K c
Kla + B] € K[a,B]. Logo K[a + B]/ K é finita, portanto a + € A;(K). Da mesma
maneira mostra-se para aff,a~t. Comisso, a + ,af,a”! € A, (K). Portanto, A, (K) é

um corpo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esta parte da dissertacdo desse trabalho sera usada para apresentar topicos
de estudos como sugestéo para trabalhos futuros, como abranger a teoria de Galois
e de construcdo de corpos através do processo de adjuncéo de raizes. Poderiamos
fazer um estudo mais aprofundado da questdo de grupos, mas foi mais que
suficiente mostrar as definicbes de grupos e das implicacbes das definicdes sobre
um dado conjunto munido de uma operagao *, para compreendermos a sequéncia
do trabalho. Da mesma maneira, as definicbes de estruturas de anéis e corpos que
contribuiram para abrangermos os nossos estudos sobre extensfes algébricas de

COrpos.

Contudo, com o objetivo de tratar no nosso trabalho a demonstracdo do
teorema 3.2. , que nos da uma andlise de como usar raizes algébricas ou
transcendente « de uma extensao de corpos, L/K com « € L D K, para verificar se
um polinémio é irredutivel pode estar satisfazendo a nocdo de corpos do conjunto

K|[x] de todos os polindbmios, ou verificar se K|[x] pode ser ou ndo um corpo.
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