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RESUMO

O presente trabalho de concluséo de curso objetiva desenvolver um estudo da fungéo quadratica
considerando duas diferentes abordagens. Na primeira € destacada o formalismo analitico da
funcdo quadratica considerando os principais elementos que a caracteriza tanto do ponto de
vista analitico quanto geomeétrico. ApoOs essa abordagem, realiza-se o0 estudo a partir de
aplicacdes que contextualizam o ensino da funcdo do 2° grau. Na segunda abordagem,
desenvolve-se um segundo formalismo analitico com demonstracfes que evidenciam o
surgimento de uma grandeza A como funcéo entre a altura méxima correspondente ao ponto da
ordenada do vértice com diferenca entre as abscissas do vértice com a variavel x. Em todo o
caso, a partir desses resultados, torna-se possivel estabelecer uma relacdo entre a grandeza A, a
abscissa do vértice com as raizes da fungdo quadréatica. Aplicam-se esse formalismo alternativo
em trés problemas que podem ser encontrados em situac6es do cotidiano. Conclui-se a pesquisa
considerando que com os formalismos analiticos/geométricos desenvolvidos tendo em vista as
aplicacdes apresentadas em ambos, que o estudo da fungdo quadratica pode receber um novo
“olhar” cientifico, tendo em vista que a teoria ndo se restringe apenas em técnicas separadas do
contexto do cotidiano, sendo esse Ultimo fundamentalmente necessério para aproximar a teoria
da pratica o que € de carater essencial para um processo de ensino e aprendizagem eficaz.

Palavras-Chaves: Func¢do quadréatica; Desenvolvimento analitico; Aplicagdes.

ABSTRACT

This article aims to develop a study of the quadratic function considering two different
approaches. In the first one, the analytical formalism of the quadratic function is highlighted,
considering the main elements that characterize it both from an analytical and geometric point
of view. After this approach, the study is applied from applications that contextualize the
teaching of the polynomial function of the 2nd degree. In the second approach, a second
analytical formalism is developed with demonstrations that show the emergence of a quantity
A as a function between the maximum height corresponding to the ordinate point of the vertex
with the difference between the abscissas of the vertex with the variable x. In any case, from
these results, it becomes possible to establish a relationship between the quantity A, the abscissa
of the vertex, with the roots of the quadratic function. This alternative formalism is applied to
three problems that can be encountered in everyday situations. The research concludes
considering that with the analytical/geometric formalisms developed in view of the applications
presented in both, that the study of the quadratic function can receive a new scientific "look",
considering that the theory is not restricted only to techniques separated from the context of
everyday life, the latter being fundamentally necessary to bring theory to practice, which is
essential for an effective teaching and learning process.

Keywords: quadratic function; Analytical development; applications.
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1-INTRODUCAO

O estudo de funcGes representa relevante contetdo aplicado no espago escolar e
volatado para o ensino bésico. Diferentes abordagens metodoldgicas séo realizadas com intuito
de adequar o conhecimento visando também o desenvolvimento teérico/pratico. Mostra-se que
no caso das funcdes linear e quadratica recebem um destaque na area da Fisica quando no estudo
da Cinemética, verifica-se movimentos de objetos regidos por essas funcdes a partir de uma
caracteristica comum nos movimentos que processam de forma uniforme e variado (RESNICK,
2008).

Para o entendimento do estudo da funcdo na area da Matemaética, usa-se 0 conceito
matematico de funcdo como uma relacéo entre dois conjuntos em que, a cada valor do primeiro,
corresponde somente um valor no segundo, ou seja, o estudo das funcdes pode ser entendido

como o estudo de relagGes entre grandezas que variam (DANTE,1999).

Segundo as Orienta¢es Curriculares para o Ensino Médio, 2006, ainda sobre o ensino
especifico de funcBes dentro da propria mateméatica e até mesmo em outras areas do
conhecimento, o estudo das fungdes permite que o discente compreenda a linguagem algébrica
do ponto de vista cientifico que deve ser necessario para expressar a relacdo entre grandezas e
modelar situac6es-problema (MURAKAMI, 2004)

Ainda no estudo pertinente a Matematica, restringe-se a funcdo como um conceito que
pode ser trabalhado de forma bem explorada, desde o entendimento da forma geral dela até a
representacdo da variavel tendo em vista o esboco grafico (LIMA,2005). Com base no
desenvolvimento anterior, o professor deve no contexto da sala de aula, desenvolver um
conteddo de funcdo onde consiga buscar uma metodologia que venha facilitar um melhor

entendimento do conceito de fungéo e a area onde podera ser aplicada (PARANA, 2006).

Em relacdo a construcdo grafica, sdo particularmente importantes para uma melhor
compreensdo dos elementos, como dominio, contradominio, raizes, estudos dos sinais, etc. Sob
esse aspecto geomeétrico e algébrico (LIMA, ELON, 2001), algumas metodologias de ensino,
procuram enfatizar aplicativos computacionais como recursos didaticos para uma melhor
compreensdo e visualizagdo. Nesse caso, muitos professores usam o software Geogebra como
uma ferramenta que tem como meta auxiliar no esboco e interpretacdo dos elementos dados por
uma determinada funcdo (GEOGEBRA, 2019)
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Tendo em vista 0 que foi exposto nesse contexto, o presente trabalho objetiva abordar
0 estudo e desenvolvimento da fungdo quadrética enfatizando o formalismo matematico que a
caracteriza, trazendo aplicacdes contextualizadas importantes para compreensao do conceito e
entendimentos dos elementos a ela intrinsecos. Tendo em vista essa tematioca, desenvolve-se
como os objetivos especificos: a) Verificar a relevancia do desenvolvimento da fungéo
quadrética analitico/geométrico analisando vertice, raizes e concavidade; b) Mostrar um
método alternativo de estudar a funcdo quadratica considerando o produto médio da altura
méaxima pela variagdo das raizes da referida funcdo quadratica; c) compreender o estudo teoérico

da funcéo elaborando problemas direcionados ao cotidiano.

Paraa justificativa, entende-se que o estudo de funcao tem sua maior relevancia quando
0 ensino acontece levando em consideracdo uma abordagem em que a teoria acompanhada com
problemas contextualizados contribui que o processo de ensino e aprendizagem seja muito mais
significativo, pois aproxima o aluno do cotidiano quando se trata de problemas que tende para
essa realidade. Outra abordagem interessante que é tratada, corresponde as determinacdes das
raizes em fungdo do semi-produto da altura méxima pela diferenca dos valores
quecorrespondem a raiz e a abscissa do Vértice, fazendo aplicacbes em probelamas que
envolvem esse semi-produto (RESNICK, 2008)
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2-DESENVOLVIMENTO

Torna-se interesssnante comopreender o estudo da fungdo, considerando o
conhecimento que acontece a partir de conceitos e formulacdes matematicas que ampliam o
entendomento de um afuncgdo quadratica. Dessa maneira, o presente topico procura desenvolver
0 estudo a partir de demonstragdes do célculo de raizes, vétices, formula canbnica e esboco

gréafico no sistema cartesiano.

2.1 ESTUDO DA FUNCAO QUADRATICA

Esse topico realiza uma abordagem levando em conta a definicdo da fungédo do 2° grau,
dando destaque aos elementos que a caracteriza no plano cartesiano. Assim sendo,
desenvolvem-se os formalismos analitico e geométrico da fungdo do 2° grau. Portanto, nessa
abordagem restringe-se o estudo apenas nas demonstracdes e comentarios acerca dos elementos
principais, a saber, a determinacao das raizes e discussdes, 0 ponto do vértice, a forma canénica
como métodos analiticos. Para a abordagem geométrica, traga-se no plano cartesiano a parabola
reconhecendo os elementos desenvolvidos o que pode ser aplicado em outras areas do
conhecimento humano (SANTOS, 2007).

2.1 DEFINICAO DA FUNCAO DO 2° GRAU E SEUS ELEMENTOS.

Antes de enunciar o conceito de funcdo polinomial do 2° grau, considera-se
primeiramente, duas situacdes problemas para verificar a utilidade do ponto de vista

contextualizado da funcédo do 2° grau.
Problema 1: Jogador de Golfe.

Um jogador posiciona-se para langar uma pequena bola com velocidade inicial de
20m/s. Sabe-se que a bola executa um movimento parabdlico num campo conservativo sem
levar em conta a resisténcia do ar. Determine tempo total de queda e a altura maxima atingida.
Considere que a aceleracdo da gravidade local seja de 10m/s?. Para resolver esse problema,
utiliza-se a funcdo quadratica verificado no estudo da cinematica para o0 caso do movimento
uniformemente variado (HALLIDAY, 2006).
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h =~ gt? + vot + hy 1)
Sendo que, vo = 20m/s, g = —10m/s? e hy = 0
Representam, respectivamente, a velocidade inicial, a aceleracéo da gravidade e a
altura inicial. Levando esses valores na funcdo dada, vem que:
h = —5t% + 20t )
Pode-se a partir dessa expressao calcular o tempo que a bola descreveu a trajetoria
parabdlica. Isto é. Quando a bola retornar na base do solo, tem-se que , h = 0, logo,

—5t2420t=0

Resolvendo essa expressao, vem que: t' = 0et” = 2,

Logo o tempo de queda da bola foi 2s. De acordo com o0 enunciado, 0 campo
gravitacional em que a bola realiza 0 movimento parabolico é conservativo. Logo, o tempo de
subida e o tempo de descida sdo iguais. Nesse caso, pode-se considerar que 0 corpo atingiu a

altura maxima no seguinte tempo:

t= —3—>t=1.
2

T
2
Levando na funcédo da altura e considerando t = 1s.vem que,

h=-5t2+4+20t > h=15

Portanto, a altura maxima atingida pela bola foi de h = 15m.

Problema 2: Avido sobrevoando horizontalmente e o lancamento de projétil

Um avido sobrevoa horizontalmente a uma altura de 2000m quando lanca um projétil
com velocidade de 60m/s. Determine o tempo e o alcance horizontal que o projétil explode.
Solucéo

Para resolver esse problema, usa-se a seguinte funcdo do movimento, considerando a

ndo existéncia de forca de resisténcia atuando no sistema durante 0 movimento.
h=-gt? 3)
Sendo a altura h = 2000m e a gravidade de g = 10m/s?, tem-se que 0 tempo que 0

projetil atingiu o solo sera,

1
2000 =E.101:2 - t=20

Para calcular o alcance, usa-se a seguinte fungéo:

X = 1.t 4
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Como a velocidade é v = 60m/s e o tempo foi de t = 20s, vem que o valor do alcance
serd,
x =1200m

Tendo em vista as aplicacGes apresentadas, verifica-se que a funcdo polinomial do 2°
grau se torna importante para ser aplicada em situac6es problemas para equacionar e interpretar
fendmenos que exigem o conhecimento cientifico-matematico tdo necessarios no cotidiano,

como serd verificado, posteriormente. Assim sendo, define-se a func¢do do 2° grau da seguinte
maneira, A funcdo T : R = R definida por:
f(x)=ax*+bx+c a=0 )

E chamada de fungio quadratica ou do 2° grau, onde a e b sdo valores reais. Existem
importantes elementos associados a ela que podem ser Uteis para serem aplicados em muitas
situacOes problemas do cotidiano (FRANCA, 2001).

2.2 CALCULO DAS RAIZES DA FUNCAO QUADRATICA

Toda equacédo da forma
ax®+bx+c=0 (6)

Pode ser resolvida por meio da férmula

NESLEAES @
2a
Em que,
A =b? —4ac, (8)

Que representa o discriminante da equacdo quadratica. (IMENES, L. M. 2002)

Demonstracao
Seja dada a seguinte equagdo, em que a, b, ¢ sdo reais. L0go,
ax’*+bx+c=0
Levando c para o segundo membro, tem-se que:
a.x*+b.x=—c

Multiplicando ambos os membros por 42, isto é,
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4.a(a.x’*+b.x) = —4.a.c
Ou
4.a%.x>+4.a.b.x = —4.a.c
Somando b2em ambos os membros, obtem-se que,
4.a’°x>+4.a.b.x + b =b%?—4.a.c
O primeiro termo € um quadrado perfeito. Logo:
4.a%x% + 4.a.b.x + b?> = (2.a.x + b)? = b? — 4.a.c

Isolando x, vem que,

3 —b + Vb2 —4ac

x 2a

Ou

_—b+VA

x 2a

Deve-se fazer uma discussdo com bases no discriminante da equacao.

2.3 DISCUSSOES DOS ZEROS DA EQUACAO QUADRATICA

A intersecdo da pardbola com o eixo x define os zeros da funcédo. Para determinarmos
0s zeros basta resolver a equacgéo do 2° grau
ax®> +bx+c=0. 9)
Para discutir o numero de raizes da funcdo, deve-se analisar a expressdo dada por (8),
cujos valores podem ser positivo, negativo e zero. Se a parabola intersecta o eixo x em dois
pontos distintos, a expressdo dada por (8) assume um valor positivo. Isto €,
A=b?-4ac>0 (10)
Se a expressao dada por (8) for nulo, a parabola intercepta o eixo das abscissa em
apenas um ponto. Isto é,
A=b*—-4ac=0 (12)
Se as raizes forem complexas, a exprersdo (8), torna-se negativo e a parabola néo

intercepta o eixo das abscissas em nenhum ponto.

A=b*-4ac<0 (12)
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2.4 FORMA CANONICA

Para iniciar o estudo analitico da funcdo quadratica, verifica-se ser possivel obter os
valores de maximo e minimo da funcdo, usando-se uma maneira de expressar a fungdo numa
notacdo denominada de forma canonica. Seja, a funcdo dada pela expressao (5). isto €,

f(x) =ax?+bx+c

Pode-se obter uma outra forma alternativa da funcéo anterior, considerando a seguinte

férmula candnica,
B N b, b? — 4ac
f@) =a|t+5" = ()

Ou

2a 4a?|’

f) =a [(x F2) oL (13)

Demonstracéo
Sendo a funcao,
f(x)=ax®*+bx+c
Colocando a em evidencia, vem que,
b c
= 2 —_ —_
f(x) a(x + ax + a)

2

. b
Somando e subtraindo o valor 2a2 VEm que,

2 2
fx)=a xz+—x+b——b—+E
a 4a?2 4a? a

Fazendo agrupamento dos termos, obtem-se que,
()_bz_ 2+b +b2 b2+c
fx “2az” Y\Y T T 42 4a° a
Fazendo a fatoracéo,
B N b, b*—4ac
fO) =a|@+5 = (5
Representando h? — 4ac por A, tem-se a a forma canénica.

o
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2.5 0 VERTICE DA PARABOLA

A intersecdo de uma parabola com o seu eixo de simetria € um ponto chamado Vvértice.
O vértice é o ponto de ordenada maxima ou minima, dependendo da concavidade da parabola.
Pode-se mostrar a coordenada do vértice que representam os pontos extremantes da funcéo, ou
seja os valores que conduzem a fungdo a valores méximo e minimo. Tomando a expressao
dada por (13), pode-se obter a cooredanda do vertice.

Distribuindo o valor literal de a, obtem-se que,

fG) =a(x+ i)z - (14)
- 2a 4a

Entende-se que o eixo de simetria divide a parabola em outras duas semi-parabolas
simétrica. Nesse caso, para obter a abscissa do vértice, deve-se considar que a expressao em

(14) tera um valor minmo ou maximo quando o 1° termo ao quadrado da expressdo (13) for
nulo. Ou seja,

Xp = —— (15)

2a’
Levando a expressdo (15) em (14), obtem-se para a ordenada do vértice.

Vo= —— (16)

4a

A ordenada para o0 eixo y. Para saber se trata de um maximo, verifica-se que a é negativo

€ No caso contrério, positivo, como se verificard no tdpico a seguir.
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2.6 GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA

O grafico de uma funcdo dada pela expressao (5). Isto é,
f(x)=ax® +bx+c
E uma parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo y. Se o coeficiente de x? for

positivo (a > 0), a pardbola tem a concavidade voltada para cima. Se a < 0, a parabola tem a
concavidade voltada para baixo.

Figura 1: Tracados de parabolas no plano cartesiano, mostrando pontos extremantes
concavidades e interseccdes delas com o eixo coordenado

Fonte: Acervo dos autores.

2.7 APLICACOES

Produto entre dois numeros
A soma de dois nimeros x e y vale 20. Qual deve ser o valor do produto que corresponde ao
maior valor?
Solucéo
Para resolver esse problema, monta-se o seguinte sistema:
x+y=20
P=xy
Logo,
x+y=20->y=20—x

Levando em P, vem que,


https://malbatahannerd.blogspot.com/2015/05/09-funcao-do-2-grau.html

20

P=x.(20—x) = —x? + 20x

Para que o produto seja maximo, deve-se obter o valor da abscissa do vértice. Isto é,

_,_h_ -0 _20_
TR TaT -y 2 T

Logo,
y=20—x-> y=20-10=10

Para que o produto seja méximo, os valores de x e y devem ser iguais a 10.

Agéncia de viagem

Na cidade de Abaetetuba, ha no terminal setores que vendem pacotes de viagens para
passageiros com destino a Capital (Belém-Pa) e para outras localidades, como Cametd, Igarapé-
Miri, Barcarena e etc. Assim sendo, uma determinada agencia de viagem, realiza um pacote
coletivo com destino a cidade de Mosqueiro apenas de ida e volta. O dnibus possui 40 poltronas,
onde cada uma ocupada, custa 80,00. Se caso ha desisténcia, verifica-se que cada passageiro
ird pagar um acréscimo de 20,00 no pacote. Dessa forma, para que essa agéncia obtenha lucro
maximo na venda desse pacote de viagem como destino a cidade de Mosqueiro, determine o

namero de pessoas que devem realizar a viagem.

Solucéo:

Seja x a quantidade de pessoas que irdo ocupar as poltronas. Nesse caso, se todas as
poltronas forem ocupadas, o valor recebido pela agencia sera R$ 2.400,00. No entanto, havendo
desisténcia, o custo obtido sera,

C(x) = x[(80+ 20(40 - x)]
C(x) = 80x + 800x — 20x?
C(x) = 880x — 20x?
Coniderando o ponto do vértice da abscissa da funcéo, vem que,

V_—b_ —880 880
¥ 2.a 2.(=20) 40

=22

Logo, tem-se um valor maximo para x = 22.
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Langamento de um bola
Um jogador chuta uma bola a partir do solo, com uma velocidade inicial de 20m/s e com
angulo de 69°. Considerando g = 10m/s?, determine: A) o alcance em relacdo o ponto de

lancamento, B) A altura méxima, C) O tempo de queda. Despreze a forga de resisténcia.

Solucéo

A) Considerando os dados do problema, tem-se que

g = 10m/s?
vy = 20m/s
Hy=0
vy = 20m/s
6 = 60°

Para obter a funcdo horéria de H(t), tendo em vista que 0 movimento é variado e portanto,

com aceleracdo constante, pode-se usar a seguinte expressao:

1
H=H, +voyt+§gt2

Como v,, = vysend = 20.sen60° = 20.? =10V/3 - Voy = 10v/3m/s

Logo, levando na funcédo anterior, obtém que,
H =0+ 10V3t — 5t% = 10V3t — 5¢t2
Tendo em vista que o langamento ocorre contra 0 campo gravitacional.
Sabendo-se que 0 movimento acontece de modo que a aceleragdo é constante, a
velocidade varia linearmente com o tempo, sendo dado pela expressao:
v =1, + gt

Considerando os valores dados, obtém-se gue,

v =10V3 — 10t
Para 0 eixo horizontal, 0 movimento é considerado uniforme sendo que a funcéo do

alcance em relacdo ao tempo é dada pela expresséo:

1
X = V.t = Vyc0s0.t = vyc0560.t = ZO.E.t = 10t

Isolando o tempo nessa Gltima expressdo, vem que:

X

t=—
10
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Levando esse valor na funcdo quadratica, pode-se obter a fun¢do H(x). Isto é:
X X
_ 52 — 103 — — 5(—)2
H =10vV3t — 5t* =10 310 5(10)
Resultante em,
H = V3x — 22 = x(V3 -
= V3x— g =XV o550

Nesse caso, 0 alcance da bola acontecera quando H = 0. Logo,

1
x(\/g—ﬁx> =0
1
@—EX =0
Ou
x" =20V3

Assim, a bola ocupa a posi¢do do alcance em x” = 20+/3m
B) A altura maxima ira ocorrer quando considera a metade do valor do alcance dado pela

alternativa A). Isto é,
x" =10V3

Como

H(x) = x(ﬁ—%x)
Logo,
1 1
H(x) = 10\/5(\/5—510\@) - H(x) = 10x/§<\/§—§\/§> =30—-15=15

Portanto, a altura maxima serd H(x) = 15m

C) Sendo
b= X
10
Para 10v/3m, vem que,
10V3
t="35 =3

Portanto, o tempo de queda foi de t = /3s
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Esvaziamento de um reservatorio
Certo reservatdrio, contendo 144 m?3 de agua, deve ser drenado para limpeza. Decorridas t horas
apos o inicio da drenagem, o volume de agua que saiu do reservatério, em m3, é dado por V(t) = 36t -

2t2. Sabendo-se que a drenagem teve inicio as 10 horas, determine 0 momento em que 0 reservatorio

estara completamente vazio.
AV =36t —2t* > 144 —36t+2t?=0 > 72—-18t+t*=0-
A= 324 —-7241 - A=324-288=36—-
=18+6= ﬁ - t=12h
2 2
Alternativa falsa, pois o segundo tempo ndo pode ser considerado de acordo com o gréfico a seguir:

!

E=10 —40

De acordo com o gréfico, verifica-se que o problema é real, ndo sentido de considerar volume
negativo, logo o grafico pode ser considerado para o intervalo de valores de o0 a 144m3 e no intervalo

de tempo 0 < t < 6h. Logo, 0 segundo tempo leva ao seguinte valor:

X
I
I

7—> t = 6h

Nesse caso, verifica-se que o volume é esvaziado num tempo de 6h. Como o inicio do
esvaziamento ocorreu s 10h. O momento em que o reservatdrio estara completamente vazio sera:
t =10h + 6h = 16h
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5-0 lucro de uma empresa
Considere que uma empresa que vende os produtos onde o prego unitario ¢ funcao da
quantidade de unidades adquiridas pelo comprador. Nesse caso, pode-se considerar que o lucro mensal
L, obtido com a venda seja dado pela seguinte funcao:
L(x) = —0,2x% + 200
Qual deve ser o valor dado a x para que o lucro obtido seja méximo?
Solucio:
Para obtencdo do valor maximo, tem-se que,
(o b
Y 2a

De acordo com a fungdo de L (X) ,tem-se que, a = 0,0022 ¢ b = 2.000. Logo, obtém-se a abcissa

do vértice,
—b
=34
Levando os valores de a e b, obtém-se para
-200 _ 200

— = 500.

X T30 o
Nesse caso, deve-se vender um numero de 500 produtos. Para obter o valor do lucro maximo,
leva-se o valor de x na funcao lucro. Isto ¢,
Logo,
L(500) = —0,2.500 + 200 = —100 + 200 = 100

Assim, tem-se que o lucro obtido pela empresa com a venda dos produtos é de R$ 100,00

O salto de um gato no solo

A incrivel habilidade dos gatos® de cair de grandes alturas e ndo sofrer, as vezes nenhum
dano é puramente uma questao de fisica, biologia evolucionéria e psicologia. Apesar de haver
poucas pesquisas nessa habilidade que os gatos adquiriram assim como outros animais possuem
também, sabe-se que segundo um estudo de 1987, realizado com 132 gatos que foram trazidos
para uma clinica veterinaria apds quedas muito grandes, constatou que 90% sobreviveu e apenas

37% precisou de tratamento de emergéncia.

1 Como gatos sobrevivem a quedas de grandes alturas? (hypescience.com)



https://hypescience.com/como-gatos-sobrevivem-a-quedas-de-grandes-alturas/
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Um deles caiu de uma altura de 32 andares e apenas quebrou um dente e danificou um
pulméo, sendo liberado 48 horas depois. Os cientistas procuraram justificar que os gatos tém
uma grande area superficial se comparada com o peso, o que reduz a for¢ca do impacto no chéo.

Ao cairem de uma altura consideravel, existe a presenca de forca de atrito que apds um
certo tempo, equilibra a forca peso o que possibilita que a partir da velocidade terminal
considerada constante, os adquiram uma velocidade terminal menor do que animais grandes.
Em termos de valores um gato de tamanho comum atinge velocidade terminal a cerca de 97
quildmetros por hora, enquanto que o ser humano caindo da mesma altura atinge a 193km/h. A
forma geomeétrica do corpo e a viscosidade do meio tem uma forte influéncia nessa diferenga
de velocidade.

Assim sendo, os gatos por serem animais “arboreos”, assim como macacos, répteis e
outras criaturas que possuem essas caracteristicas peculiares, sdo desenhados pela evolucéo
para serem incrivelmente resistentes a quedas. A partir da selecdo natural, os gatos
desenvolveram um instinto para girar 0 corpo e ao cair consegue obter éxito durante a queda.

Outra questdo é que os animais ao se desprenderem podem abrir as pernas de maneira a
criar um efeito “para-quedas”. Os musculos das pernas sevem como molas para absorver
choques, e os membros também estdo angulados em baixo do corpo, ao invés de se estenderem,
como no caso dos humanos. “Se o gato tivesse que aterrissar com as pernas diretamente abaixo
da coluna, os 0ssos iriam todos se quebrar. Mas eles colocam essa energia nas juntas, o que
forca menos 0 0sso e com isso consegue sobreviver a queda de grandes alturas.

O problema a seguir ilustra o pulo de um gato e a sua altura maxima que pode atingir,
razao pela qual conseguem alcangar um determinado objeto residencial, como armério, guarda-
roupa, etc.

Suponha que um gato, ao saltar do solo, tenha sua posi¢do no espaco descrita em fun¢do do

tempo (em segundos) dada pela expressdo h =2t —0,5t?, onde h é altura que o gato alcanga, em

metros.
a) Quanto tempo o gato vai levar para atingir a altura maxima?
Solucdo:

Nesse caso, deve-se usar a expressao (12). Isto €,

b
X, =——
2a

Do enunciado, tem-se que, b = 2,a = —0,5
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X et _
Y 2. (—O, 5)
Assim, o gato para atingir a altura maxima leva 2s.
b) Qual a altura maxima alcangada pelo gato?
Solucio:

Para esse problema, usa-se a expressao dada por (13). Isto &,

__A
V=
Logo,
A=b*—4ac=2"-4.(-0,5).0=4
Assim,
— 4 —
4.(-0,5)

Portanto, o gato chega a atingir uma altura maxima de 2m.

3- ESTUDO DA FUNCAO QUADRATICA PELO METODO GEOMETRICO

Nos tépicos anteriores, verificou-se o estudo da fungdo quadrética, as raizes, o vértice,
a formula candnica e o esbo¢o da pardbola no plano cartesiano. Nesse tdpico, desenvolve-se 0
estudo da funcdo do 2° grau, considera-se que a abordagem leva a duas grandezas que conduz
ao intervalo de tempo e altura maxima da parabola. Demonstra-se como obter essas grandezas
que representa como uma funcdo do discriminante da funcdo. Verifica-se ainda que ao realizar
0 produto das raizes, obtém além do primeiro termo ja conhecido, surgem duas parcelas que
correspondem as grandezas supracitadas. Apds esse formalismo, aplicam-se alguns problemas

que leve em conta essa forma alternativa de estudar a funcdo polinomial do 2° grau.
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3.1 DESENVOLVIMENTO DA GRANDEZA A

Considere a pardbola dada pela figura (Figura 1) onde se supfes duas areas

Figura 1: Lancamento obliquo de uma particula

— Eixo de simetria

A

o ¢

Fonte: Os autores (2021)

O valor X, representa a primeira raiz da parabola e o valor X, a segunda raiz.

Considere ainda que essa parabola representa a trajetoria de uma particula que sai das posicoes
determinadas pelas raizes da funcdo que representa a parabola. A principio, a trajetéria da
particula é parabolica (HIBBELER, R.C. 2011)

O ponto A é a altura maxima alcancada pela particula De acordo com a figura acima,
verifica-se que durante a subida o corpo executa a trajetéria da semi-parabola e sob ela varre
uma grandeza que relaciona a ordenada com o intervalo de tempo (de modo semelhante a area

de tridngulo ABC). Logo, tridngulo A, sera:

Al — | yt |'(Xv _Xl)
2
|yt |'(XV_X1):2'A1 (17)

Para a outra semi-parabola, a particula executa um tempo de descida e a grandeza A,

do triangulo, sera:
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_ 2A2
|V |

Como v representa 0 eixo de simetria que passa pelo ponto do vértice da parabola

X, =X (]_8)

\"

V(xy,Y, ), pode-se considerar que

A=A, (19)
Nesse caso, pode-se considerar as expressoes (17) e (18) da seguinte maneira:
X, =X, — 2A (20)
A
2A
X, =X, +—
|yl (21)

3.2 PRODUTO DAS RAIZES
Considerando-se o produto das raizes da parabola, isto é

P=x,X, (22)
e levando (18) e (21) em (22), obtém-se que,

( 2Aj[ 2Aj
P=|X,—— || X, +—
|yl Y|

2
Xy _op X _4,62\

P=x2-2A
Y| AR,

4A°
P=xl-—
Yi

\
Deve-se descobrir os valores de X, e y, . Logo, resolvendo o sistema composto pelas

(23)

equacoes (18) e (21), tem-se que:

X, +X, =2X,
= (24)
Como a trajetoria é parabdlica, tem-se que
y=ax’+bx+c e (25)
para y =0, vem que
ax?+bx, +c=0 (26)
ax; +bx, +c=0 (27)

Subtraindo (26) de (27) vem que,



(ax3 +bx, +c)—(ax] +bx, +¢)=0
ax; —ax’ +bx, —bx, =0
a(xg —xf)+b(x2 -x,)=0
a(X, +%,)(X, =%, )+b(x,-x,)=0

(x,—x;)[a(x, +x,)+b]=0

Como

X, =X, #0,
Entéo,

a(x,+x,)+b=0

Ou

X, +X, =——
Levando (24) em (30), vem que:

_ b
= "%
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(28)

(29)

(30)

(31)

Que representa a abcissa do vértice. Levando a expressao (31) na funcdo quadrética v

y=ax’+bx+c,

Obtém-se o valory, , isto é:

yt:_a

3.3 FORMULA DO VALOR MAXIMO DA FUNCAO PELO INTERVALO AX.

Tomando as expressdes (31) e (32) e levando em (23), vem que:

"= (_2_2) ) [ 4/2)

da
_baA®
42> A?
16a®

b’ 64A%’

4k AT

(32)

(33)
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Sendo,
b? = A+4ac (34)
Levando (34) em (33) vem que:

_A+4dac 64A%°

P
432 A?

A dac 64A%32
st 2
4a° 4a A

c A 64A%2
P=—t—-—5
a 4a A (35)

A expresséo (35) representa o produto das raizes x, e x,da funcdo quadratica. Verifica-

se que o produto das raizes em livros textos é dado como

c
P = g y (36)
. A 64A%a* ) ,
Ou seja, ndo aparece 0s termos 237 e I Posteriormente, demonstrar-se-a que
a
estes termos devem ser nulos, isto é
A B4A%% g
4a> A? (37)

De posse da expressao (36), verifica-se que a grandeza A pode ser determinada da
seguinte maneira:
A _eaaa
4a° A?
64A%a% 4% = A°

AZ = A—3
64a’.4a°
Ao
16a (38)
Ou se considerar a expressdo dada por (19), obtém-se que,
AJA (39)
A =—-
8a

Vale ressaltar que a grandeza dada pela expresséo (39), ndo representa uma area e sim,
0 produto médio entre o valor maximo ou minimo da funcéo pela diferenga entre uma das raizes

e a abscissa do vértice.
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3.4 RAIZES DA FUNCAO

Com base nas expressdes (20) e (21), torna-se possivel obter as raizes da fungdo
quadrética e isto é dado,

2A
X, =X, ——
A

E
2A
X, =X, +——
A

Fazendo a diferencga entre (20) e (21), vem que:

[ ZAJ ( ZAJ
X, =X, =| X, +— |-| X, ———
|Vl 1Y |

4A
X=Xy =— (40)
1Y:l
Considerando as expressdes dadas por (32) e (38), obtém-se que,
AVA (4a
X, =X, =4 ——.| — 41
—y @
Ou
X, =X, = ﬂ (42)
a
Tendo em vista as expressdes (30) e (42), chega-se ao seguinte resultado,
X, = —b+JA (43)
2a
E
2a
O que configura o fato de desprezar os termos
A 64A%R’
2 € 2
4a A

Tendo em vista a abordagem levando em consideracdo a grandeza A, pode-se elaborar
0 seguinte teorema que associa a grandeza citada definida como sendo semi-produto do valor

méaximo da func&o e a diferenca entre uma das raizes da funcdo com a abscissa do Vvértice. .
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3.5 APLICACAO

1-Dada uma funcéo quadrética e sabendo que a grandeza A possui 27m.s, determine a funcédo
do 2° grau, considerando a = —1
Solucéo

Tendo em vista que, a relagdo (18). Isto e,

ANVA
A =—
8a
Como: A; = 27m.s e a=-1, substituindo na expressao anterior, vem que
A _ AVA
L11 — ﬁ
Logo,
AVA
27 = 2T~ AVA=27.8 = 3323 — A3= 3626 — A=36
Observando o grafico, tem que:
_ b
X 2a
Logo,
4 b b=28
= — - =
2.(-1)
Usando,
A =b®—4ac

E substituindo os valoresde b = —8 e a = —1, vem que,

36 =82 —4.(-1).c
Assim, fazendo essa operacdo, obtém para o valor:

.c=7
Sendo,
y=ax’+bx+c
Tem-se para a funcdo,
y=-x%+8x+7

2- Determine a grandeza A cuja parabola que gera a seguinte funcdo:
5 5
y=—2x"+6x— >

Solucéo
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Observando a fungéo dada, vem que
a=-2,b=6ec=-5/2
Levando na expressao,
A =b?—4ac

E substituindo os valores, obtém que,
5
A= 36 — 4.(=2). (—5) =16

Usando a expressao da area do triangulo sob o grafico da pardbola, obtém-se que,
_ o

M1 T gq2

Logo,
_16v4
8.4
Portanto a grandeza A sob o grafico tem valor

A=2m.s

3-Um avido viaja horizontalmente a uma altura de 2000m em relacdo ao solo com velocidade
de 40m/s.encontre o tempo total de queda do objeto, sabendo-se que a grandeza A varrida tem
valor dado por A = 20.000m.s.
Solucéo.

Sejam os valores conhecidos, 4 = 20.000, g = —10m/s?, H = 2000m ex, =0

Logo, usando a expressdo

2A
X, =X, +—
[yl
E levando os valores dados, vem que,
_, 20000
¥2 = %000 ~

Logo, o tempo que o corpo leva para chegar ao solo é de 20s.
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CONSIDERACOES FINAIS

Tendo em vista 0 contexto abordado, constatou-se o quanto a fungdo do 2° auxiliam na
interpretacdo e na andlise de situacGes problemas que envolve o formalismo analitico e
geométrico. Assim sendo, o grafico da funcdo traz muitas informacdes a respeito dos elementos
ela associada. Pontos extremantes, raizes e concavidade sdo importantes para informar a
respeito de como pode ser tratado a natureza da funcdo que originou aquele grafico. Dessa
maneira, tornou-se possivel construir o seu esbogo no plano artesiano conhecendo a natureza
da referida funcdo.

A determinacdo algébrica do vértice da parébola contribuiu para a elaboracgéo do gréfico
e possibilitou determinar a imagem da funcao, bem como seu valor de maximo ou minimo como
foi mostrado neste trabalho nas aplicacdes realizadas. A forma candnica trouxe uma relevante
informacao a respeito da coordenada do vértice, enquanto que o sinal do coeficiente do primeiro
termo da fungdo quadratica, foi utili para saber a concavidade da funcéo. O valor que presentou
o termo independente representou, geometricamente, a intersec¢do da parabola com o eixo da
ordenada que foram verificados com base nas situa¢fes problemas que foram desenvolvidos.

Diante desse contexto, o processo de ensino e aprendizagem diante do que foi observado
nesse trabalho , mostrou a importancia de desenvolver um conteldo que ndo estivesse
distanciado da prética, pois a teoria também ocupa uma posic¢do relevante tendo em vista que
possibilita um processo de teoremas, axiomas que sdo fundamentais para o ensino. Todavia, 0
caréater cientifico apenas se completa diante da aplicabilidade desse conhecimento tedrico.

Quanto o estudo da funcdo quadratica que considerou um conhecimento baseado na
parte geométrica em que se levou em conta a formula que envolveu o semi-produto da altura
pelo intervalo da abscissa ( temporal ou espacial), tornou-se util, abrindo um novo rumo de
encarar a funcdo, bem como as demonstracdes de vértices e raizes, como da forma como foram
expostos no texto do trabalho. Portanto foi pensando nessa ideia cientifica entre teoria e pratica

que esse trabalho foi desenvolvido.
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