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RESUMO:

A pesquisa realizada nesse trabalho tem como principal objetivo evidenciar o quanto as Séries e
Transformada de Fourier sao de grande relevancia para a Matematica e a Fisica Moderna, o que
se iniciou na busca de aplicagoes que estavam ligadas as Equagoes Diferencias Parciais, ao que
levou notarmos as obras de Fourier, que trazem consigo tanto as EDPs, mas que também ra-
mificou nossa pesquisa para outros seguimentos, dai surgiu a ideia de realizarmos uma pesquisa
bibliografica de carater qualitativo, que nesse trabalho se trata sobre a analise de circuitos RL,
onde reescrevemos uma fonte de entrada, que se dava por um funcao peridédica, em uma série de
Fourier, entao encontramos o valor em volts da fonte de saida, e também usando a transformada
de Fourier para um sinal de tempo discreto, o que torna um assunto mais prazeroso para os dis-
centes da graduacao, j4 que estamos vinculando a parte tedrica com as aplicagdes que ocorrem
corriqueiramente no dia-a-dia, porém que passam despercebidas.
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1 INTRODUCAO

Jean-Baptiste Joseph Fourier foi um matematico e fisico francés, nascido na co-
muna francesa de Auxerre no ano de 1768, que iniciou a investigacao sobre a decomposicao
de fungoes periddicas em séries trigonométricas convergentes que ficaria conhecida como
Série de Fourier, que era aplicavel a um dos problemas mais recorrentes da época sobre a
conducao do calor, antes de sua obra mais conhecida, a Théorie analytique de la chaleur,
ele ainda ingressou no exército francés onde se tornou amigo de Napoleao Bonaparte, e
faleceu em Paris no ano de 1830.

O que Fourier nao poderia imaginar é que o seu trabalho iria ser de grande im-
portancia para solucao de problemas fisicos modernos, hoje a série e transformada de
Fourier tem uma vasta aplicabilidade em varias questoes relevantes como na andlise de
circuitos elétricos, na reducao de tamanho de midias digitais, nos sinais de tv e radio,
na analise de impressoes digitais e também para resolver a equacao de Schrodinger na
mecanica quantica.

Diante deste vasto leque de aplicacoes decidimos realizar este trabalho através de
uma pesquisa bibliografica, para evidenciar a importancia que Fourier tem para a socie-
dade atual, que as contribuicoes realizadas por esse matematico sao de muita relevancia,
e nao ficaram defasadas.

Decidimos realizar duas aplicagoes que estao recorrentes no cotidiano, mas que
nem todos sabem que envolve as obras realizadas por Fourier, a primeira se trata sobre
circuitos que sao ligados por resistores e indutores, que estao presentes e uma vasta quan-
tidade de eletrodomésticos. E a segunda na transformada sobre um sinal discreto, que é
utilizado nas midias digitais.

Dessa formas o trabalho propoe por meio dessas aplicacoes evidenciar como os
estudos realizados por Fourier sao importantes para o avanco da matematica e da fisica
moderna, utilizando anélises no dominio da frequéncia, onde a série e transformada desse

matematico estao presentes.



2 OBJETIVOS

Geral:

e Evidenciar a importancia da série e transformada de Fourier, na fisica e na analise

de sinais e sistemas, que estao relacionadas ao dominio da frequéncia.
Especificos:
e Compreender aspectos necessarios da série e transformada de Fourier.

e Analisar a aplicacao das séries de Fourier em correlacao com a Fisica, trabalhando

com circuitos elétricos.

e Solidificar a importancia da transformada de Fourier, em sinais e sistemas, na técnica
de compactagao digital, para reproduzir musicas digitais por streaming e para ver

imagens online de rapido carregamento.



3 REFERENCIAIS TEORICOS

De posse da teoria, buscamos aplicacoes onde as Séries de Fourier se fazem relevan-
tes, em particular estudos voltados para os circuitos elétricos, onde uma fonte periddica
nao senoidal pode ser substituida por uma série de Fourier, além disso ressaltamos o
principio da superposicao para analisar esse tipo de circuito elétrico, onde os bipolos ati-
vos sao fontes de tensao e/ou corrente de tipo periddico nao senoidal, j& que ”a questao
central na teoria das séries de Fourier é expressar uma dada fung¢ao como uma série de
senos ou (e) co-senos” (FIGUEIREDO,2003).

Observamos a importancia que a transformada de Fourier tem em varias midias
digitais, como musicas e imagens, na andlise de impressoes digitais, onde a matematica da
separacao se mostra de grande valor, ja que a transformada de Fourier consegue reduzir
bastante o tamanho desses arquivos sem a perda de qualidade, como na fala de Jamie
Condliffe no titulo da sua publicacao no site Gizmodo: “A musica digital nao existiria

sem a transformada de Fourier.”



4 METODOLOGIA

Inicialmente foi realizado um estudo bibliografico em relacao as Equacgoes Dife-
renciais Parciais, e a partir dessa pesquisa, um grande leque de assuntos relacionados a
EDPs surgiram, e o que se tornou mais atrativo para este trabalho foram as Séries e
Transformada de Fourier, por conta da sua vasta aplicabilidade e de sua relevancia nos
dias atuais, como foi dito por Lorde Kelvin das obras de Fourier que: “O teorema de
Fourier nao é apenas um dos mais belos resultados das andalises modernas, mas pode-se
dizer que fornece um instrumento indispensavel no tratamento de quase todas as questoes
reconditas da fisica moderna” (MILLER, 1988).

A partir dessas pesquisas sobre Fourier decidimos realizar o trabalho através da
pesquisa bibliografica, de carédter qualitativo, que de acordo com Severino (2014), realiza-
se a partir do registro disponivel decorrente de pesquisas elaboradas anteriormente, em

documentos impressos, como livros, artigos cientificos, dentre outros.



5 SERIES DE FOURIER NA ANALISE DE CIRCUITOS
ELETRICOS

Nesta seccao estudaremos as Séries de Fourier, definiremos o conceito de funcao
periodica e como ela pode ser escrita como a soma de senos e cossenos, modelando essa
sequéncia em componentes de um circuito elétrico, por fim encontraremos os fasores de

saida e usaremos o teorema da superposicao para encontrar o valor da fonte de saida.

Definicao 5.1 (Fungao Periédica). Uma funcao f é dita periédica com periodo T' se

seu dominio contém ¢ + T' sempre que contém ¢, e se f(t) = f(t + T) para todo t.

Considerando a func¢ao f(t) uma fungao periédica de periodo T

ft) = ft+1), (1)

f(t) pode ser escrita como uma soma infinita de fungoes seno e cosseno de frequéncias

que sao multiplas inteiras de wy

f(t) = ag + a3 cos(wot) + by sin(wopt) + ag cos(wot) + by sin(wot) + as cos(wot) + bz sin(wot) + ... (2)

f(t) =ao+ Z(an cos(nwot) + by, sin(nwot)) (3)

n=1
onde wy € a frequéncia angular fundamental, definida como

2
Wy = T (4)

Agora vamos representar a func¢ao f(t) utilizando a série de Fourier para decompo-
la em uma componente DC(corrente continua) e outras AC(corrente alternada) formadas
por uma soma infinita de senoides harmonicas. A componente DC serd representada por
ap ¢ a AC por Y > (a, cos(nwot) + by, sin(nwpt)), o que caracteriza o fato de uma ser

continua e outra alternada. Primeiro vamos definir os termos ag, a, € b, e assim poder

realizar a analise no circuito. Para o termo ag, temos

%z%lf@ﬁ (5)

vale ressaltar que por estarmos integrando e dividindo a funcao pelo seu periodo, temos
a média da fungao.

Para o termo a,,, temos



T
Ay = 2/ f(t) cos(nwot)dt (6)
T Jo
Para o termo b,,, temos
9 [T
b, = —/ f(t) sin(nwot)dt. (7)
T Jo

Agora vamos considerar a seguinte situagao na Figura 1, onde temos uma fonte
de tensao v,(t) que varia no tempo e que esteja associado a um resistor de 6€2(ohms) em

série com um indutor de 2H, como determinar a tensao v,(t)?

Figura 1: Circuito RL

Fonte: Prépria do Autor (2022).

Sabendo que wv4(t) é uma funcao periddica, pegaremos um periodo da mesma e
vamos caracteriza-la sendo da seguinte forma

(8)

vs(t) =

1,0<t<1
0,1<t<2’

graficamente obteremos uma funcao conhecida como onda quadrada com periodo igual a

2, como mostra na figura 2.



Figura 2: Onda Quadrada.

0 ‘ 1 2 3 4 5

Fonte: Prépria do Autor (2022).

Agora vamos representar vg(t) como uma série de Fourier, encontrando os valores

de ag, a, e b,. Onde v,(t) serd dado por

vs(t) = ap + Z(an cos(nwot)) + by, sin(nwot) (9)

n=1

I 1 /[?
apg = ?\/0‘ 'U5<t>dt = §A ’Us(t)dt

como vg(t) sé tem algum valor diferente de 0 no periodo de 0 a 1, vamos reduzir a integral

em que ag ¢ dado por

da seguinte forma

1 /! 1
ap = —/ 1dt = 5 (10)
0

Sabendo que a,, é dado por

2

ay, = f/o vs(t) cos(nwyt)dt, (11)

substituindo o periodo de v4(t) em (4) obtemos

2
WQ:7

Wo =T (12)



agora substituindo (12) em (11)

a, = 5/0 vs(t)cos(nmt)dt (13)

reduzindo a integral da mesma forma que foi feita em ay temos

o /01 Lcos(rmt)d — [sin(mrt)} ' sin(nm) —sin(0) 0

nm 0 nm

e b, é dado por

T
b, = z/ vs(t) sin(nwot)dt (14)
T Jo
substituindo (12) em (14)
9 [2
b, = 5/ vs(t) sin(nmt)dt (15)
0

reduzindo a integral

nm nm

nm

by = /O 1 1sin(nmt)dt = {M]l _ (COS(”W) COS(O)>

0

1 n % , n Impar
bn = —(1—(-1) ):{
nm 0 , npar

como o valor de a, ¢ 0 e os Unicos valores nao-nulos para b, é no caso em que temos n

fmpar, entao podemos representar a fungao vs(t) da seguinte forma

vs(t) = % + Z ﬁ sin((2n + 1)7t) (16)

1 2 2 2
vs(t) = 5t sin(7t) + o sin(37t) 4+ p sin(57t) + ...

vamos observar agora o que acontece toda vez que acrescentamos mais uma componente
AC.

Para o termo wvg(t)

1 2
’U0<t> = 5 + ; sin(mﬁ)
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Figura 3: Grafico 1

Fonte: Prépria do Autor (2022).

Para o termo vy(t)

1 2 2
vi(t) = 5t - sin(rt) + o sin(37t)

Figura 4: Grafico 2
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Fonte: Prépria do Autor (2022).

Para o termo vy (t)

1 2 2 2
vo(t) = 5 + - sin(7t) + o sin(3mt) 4+ p sin(5mt)
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Figura 5: Grafico 3
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Fonte: Prépria do Autor (2022).

E por fim, quando forem acrescentadas todas as infinitas harmonicas, teremos (16).

vs(t) = = + Z ﬁ sin((2n + 1)7t)

n=0

DN | —

Figura 6: Grafico 4

Fonte: Prépria do Autor (2022).

Assim conseguimos escrever a onda quadrada como uma série de Fourier, nesse
caso a fungao vs(t) representa uma fonte de tensao como entrada que esté variando entre
1 e 0 volts, como observamos no grafico da fungao, mas o que queremos é representar v,(t)
que ¢ a fonte de saida, primeiro vamos encontrar um valor somente com a componente
DC e depois com as componentes AC que estao em funcao da variavel n, por fim usamos

o teorema da superposicao para encontrar um valor aproximado em volts.
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Utilizaremos o principio da superposi¢ao onde afirma que a tensao (ou a corrente)
de um elemento em um circuito linear é a soma algébrica da soma das tensoes (ou das
correntes) naquele elemento em virtude da atuacao isolada de cada uma das fontes inde-

pendentes.

Definicao 5.2 (Fasores). Um fasor é um nimero complexo que representa a amplitude

e a fase de uma senoide.

z=rlp=er’?, (17)

onde r representa a amplitude, que no caso em questao sera a primeira harmonica de
vs(t), a fase é representada por ¢, e j se trata da parte imagindria.

Na situacao que estamos trabalhando, cada harmoénico estard relacionado a um
fasor tensao na saida, onde o primeiro é dado por

Vs () = — sin(nmt)
nm

quando escrevermos no dominio da frequéncia teremos um fasor tensao na entrada Vsm
o que resultarda em um fasor tensao na saida f/(m, e com isso iremos encontrar um valor
para a fonte de tensao na saida nessa harmonica v, ,(t), como todas estao em funcao de n,
iremos encontrar um resultado para a fonte de tensao na saida v,(t) utilizando o principio

da superposicao.

A A

Vi — Vo — Uon(t) — Superposigao — v,(t)

onde Vv,s(t) = %Z — 90°, e pela fase ser —90°, podemos escrever esse fasor de entrada

com a amplitude multiplicada por —j

Para encontrar esse fasor tensao na saida, vamos utilizar um divisor de tensao, pelo

fato da fonte de entrada no dominio da frequéncia esta sendo dividida por um resistor e

um indutor, no circuito RL mostrado na figura 1, teremos entao a impedancia do indutor

dividido pela soma das impedancias vezes o fasor de entrada, onde a resisténcia é R = 6
e o indutor é L = 2.

T Jqwnl -

on — 1~ . 7 Vsn 19
’ R+ jonL ™ (19)

substituindo os valores das varidveis em (19)

~ nm2 2 ,
omn — 4 . _a (_j)

6 + jnw2nw
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~ 2
Vo = —— 20
o,n 3 —|—jnﬂ' ( )
esse valor para IA/O,n foi encontrado para as harmonicas que estao relacionadas com as
componentes AC (Corrente Alternada), mas e se tivermos n igual a 0, valor quando

utiliza somente a componente DC (Corrente Continua), temos

V,0=0 (21)

ou seja para o nivel DC a tensao de saida ¢é 0, entao o que ird nos interessar sao os niveis

AC que sao as harmonicas da série. Vamos escrever (20) na forma polar, assim

N 2 nm
V,m = ————/ —arctan (—)
V9 + (nm)? 3

logo a harmonica de ordem n no dominio do tempo, para a fonte de saida, sera dada por
2

o o

assim como na fonte de tensao na entrada, na saida também so vale para n impar, pois

oS [mrt — arctan (%)} (22)

quando n é par o resultado vai ser 0, portanto

= N 2 COS n L — arctan M
Vo(t) = nZ:()\/9+[<2n+1)7T]2 {(2 + )7t t ( g ﬂ (23)
() = ——— coslmt — arctan(%)] + ——a— cos[3nt — arctan(m)
Vo = 9+7r2 COS|TT arctan 3 \/WCOS T arctan\m

5
cos[bmt — arctan(%)] + ...

2
V9 + 2572

Uo(t) =~ 0,46 cos(mt — 46.3°) + 0,20 cos(3nt — 72.3°) + 0,12 cos(bmt — 79.2°) + ...  (24)

portanto em (24) temos o valor aproximado para a fonte de tensao de saida que é dada
em volts, e cada vez que somamos mais termos da harmoénica, teremos um valor mais

aproximado ainda.
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6 TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER NAS MIiDIAS
DIGITAIS

Agora vamos entender como funciona a transformada discreta de Fourier, e sua
importancia para a compactacao de musicas, imagens e andlise de impressoes digitais.
Utilizaremos aqui a transformada de Fourier pelo fato de agora trabalharmos com fungoes
nao periédicas, diferente do que foi mostrado no circuito RL onde tinhamos uma funcao

periodica.

Definicao 6.1 (Sinais e sistemas). Qualquer fenomeno fisico variante no tempo que
se aplica a transferéncia de informacao é um sinal. Sinais sao modificados por sistemas.
quando um ou mais estimulos ou sinais de entrada sao aplicados a uma ou mais entradas

do sistema, este produz uma ou mais resposta ou sinais de saida em suas saidas.

Aqui iremos trabalhar com os sinais de tempo discretos, que sao os que estao
presentes nas midias digitais, de computadores, celulares e outros. O que diferencia estes
sinais discretos dos continuos é o fato deles serem definidos apenas para valores inteiros,

como mostra na figura 7.

Figura 7: Sinal continuo e discreto

&

cantinuo

tempo

discreto

Fonte: https://tecnico.ulisboa.pt/.

Para a transformada de Fourier de tempo discreto de um sinal z[n] teremos

“+o00

X(jw) = Z z[n].e~*". (25)

n=—oo

Para saber se a transformada de Fourier de um sinal converge, é preciso satisfazer

0 seguinte requisito
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ou

> len]P< o0

n=—oo

ou seja, o sinal z[n| deve ser absolutamente somével.

Exemplo 6.1. Dado o sequinte sinal, encontre sua transformada de Fourier

2] = (%)nu[n].

Utilizando a equagao (25) da transformada temos

X(jw) = f <%)nu[n]e_j“" - :i; (%)n Le—don _ S

n=—0oo n

g

(=)

observe que agora temos uma série geométrica, e como |r|< 1 entdo podemos escreve-la

I
=)

como ——, assim
1—r?

1

—
_ = Jw
1 5€

X(jw) = (26)

é possivel encontrar o grafico do médulo e da fase de X (jw), assim

1 1
X (jw)*= : :

X(iw)l*= A :
| (]w)‘ 1—%6]“’—%6_%1"“%
1
X (jw)|*=
X (jw)] 1 — cos(w) + i
1
X (jw)*=
| X (jw)| % — cos(w)
‘ 4
X (jw)|?
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Figura 8: Grafico do médulo
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Fonte: Prépria do Autor (2022).

Para encontrar e mostrar graficamente a fase dessa transformada de Fourier, basta
usar a fase do numerador menos a fase do denominador, no numerador temos uma cons-

tante, entao a fase é nula, assim

(X (jw)=/In—Ld=0—/d

(X (jw) = —/d. (27)

Vamos encontrar a fase do denominador expandindo a exponencial em (26) utili-

zando a férmula de Euler, assim

1
X(jw) =
() 1 — 2(cosw — jsinw)
. 1
X(jw) =

1 1 . .
I —3cosw+ 5ysinw
para encontrar a fase de um nimero complexo, basta calcular o arctan da parte imaginaria

sobre a parte real, em (27) teremos

sinw
/X (jw) = — arctan (1+>

— §COSW

/X (jw) = — arctan (&) .
2 — cosw
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Figura 9: Grafico da fase

Fonte: Prépria do Autor (2022).

Observamos que, com o grafico do médulo e da fase podemos concluir que o sinal
x[n] é de baixa frequéncia, pelo fato do gréfico apresentar uma maior quantidade de com-
ponente em frequéncias multiplas pares de 7.

Esse sinal utilizado no exemplo 4.1. de tempo discreto, pode ser o sinal de qual-
quer midia digital, na musica quando um dudio é gravado, algumas frequéncias sao des-
necessarias ou apenas ruidos, com a transformada, é possivel identificar essas frequéncias
intteis e reduzir o tamanho do arquivo, processo muito utilizado pelas plataforma strea-
ming de musica, ja nas imagens sao utilizados dois filtros encontrados pela transformada,
o0 passa-baixa que elimina as frequéncia altas, e o filtro passa-alta que elimina as frequéncia
baixas, e é justamente o filtro passa-alta que é utilizado na analise de impressoes digitais.

Na figura 10 temos uma representagao do que é o dominio da frequéncia e do tempo
graficamente, observe que quando olhamos pelo tempo, podemos notar que se trata da
soma de varias senoides, e pela frequéncia observamos cada uma separadamente, podendo

notar onde estao localizadas as frequéncias intuteis e as que realmente sao necessarias.

Figura 10: Dominio do tempo e dominio da Frequéncia

Fonte: https://ensus.com.br/analise-de-vibracao-tipos

-de-sinais-transformada-de-fourier-e-psd/
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho tem uma proposta voltada para o ensino, focado diretamente em
série e transformada de Fourier, fazendo utilizacao do conteuido e da aplicacao, onde de-
senvolvendo a teoria e aplicabilidade desse assunto as tarefas se tornam mais prazerosas.

Nessa perspectiva, a proposta constou em realizar aplicacoes que estimulam de
forma positiva a vontade de estudar sobre tal conteido, onde concluimos que as aplicagoes
na analise de circuitos e estudos nos sinais de tempo discreto satisfazem esta proposta.

Ainda se trata de um assunto pouco visto nas graduacoes de Matematica, e se visto,
somente em disciplinas optativas, porém desperta muita curiosidade dos discentes do en-
sino superior quando as diversas aplicabilidade sao mostradas a eles, e assim desperta até
a vontade de querer ingressar em um mestrado e doutorado parar maior aprofundamento.

O trabalho se mostrou de grande relevancia para evidenciar as contribuigoes que a
série e a transformada de Fourier tem para o desenvolvimento da Matematica e da Fisica
Moderna.

Também se mostra importante para futuros trabalhos que pretendem se aprofun-
dar nas contribuicoes realizadas por Fourier, e até mesmo um estimulo para quem busca
algum estudo sobre assuntos relacionados com o trabalho, como sinais e sistemas, e na

analise de circuitos.



19

Referéncias

1]

ALEXANDER, Charles K.; SADIKU, Matthew NO. Fundamentos de circuitos
elétricos. AMGH Editora, 2013.

CONDLIFFE, Jamie. A miusica digital nao existiria sem a trans-
formada de Fourier. Gizmodo, 25 de maio 2015. Disponivel em:

https://gizmodo.uol.com.br /transformada-fourier-usos/. Acessado em: 10/11/2022.

FIGUEIREDO, D. G. Analise de Fourier e equacoes diferenciais parciais, 4a
Edigao. Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro, 2003.

MILLER, Richard M. et al. Fourier transform techniques in chemistry. In:
Analytical Proceedings. Royal Society of Chemistry, 1988. p. 350-359.

MONICA, Paulo; M()NICA, Diogo. Momento e oportunidade: Uma nota na
histéria da Transformada Rapida de Fourier. Boletim da Sociedade Portuguesa
de Matematica, 2011.

MIRANDA, Carlos Valdivia. Jean Baptiste Josep Fourier: la armonia en la
historia de la ciencia. Manual formativo de ACTA, n. 45, p. 55-60, 2007.

ROBERTS, Michael J. Fundamentos de sinais e Sistemas. AMGH Editora, 2009.

SEVERINO, Antonio Joaquim. Metodologia do Trabalho Cientifico. Sao Paulo:
Cortez, 2014.



20

Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus que sempre me iluminou nessa jornada académica,
a Nossa Senhora que rogou por mim nos momentos mais dificeis, ao meu querido padro-
eiro Sao Miguel Arcanjo.

Um agradecimento especial a meu pai José Antonio que me apoiou muito e sem ele
eu nao teria nem ingressado na faculdade, a minha mao Ruth Lene que batalhou muito na
reta final do curso para me manter estudando, e a todos amigos e familiares que sempre
acreditaram nessa conquista.

E por fim, agradeco a todos os professores da faculdade que foram alicerces para
minha formagao, porém destaco muito mais a minha querida orientadora Marly Anjos,
que nunca desistiu de mim, até quando eu mesmo ja havia desistido, e digo mais, sem ela
como professora, nao teria nog¢ao de como ser um professor de verdade, e nela tenho em

quem me espelhar, muito obrigado.



	INTRODUÇÃO
	OBJETIVOS
	REFERENCIAIS TEÓRICOS
	METODOLOGIA
	SÉRIES DE FOURIER NA ANÁLISE DE CIRCUITOS ELÉTRICOS
	TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER NAS MÍDIAS DIGITAIS
	CONSIDERAÇÕES FINAIS

