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Resumo

Este trabalho visa explorar a caracteristica de Euler de poliedros, superficies e
somas conexas de superficies. Serd apresentado, inicialmente, a demonstracao do teo-
rema de Euler para poliedros convexos devida ao matematico Adrien-Marie Legendre.
Em seguida, discute-se o conceito de superficie regular e apresentamos os exemplos da
Esfera e do Toro. Além disso, O estudo também aborda a triangulagao de superficies
e a caracteristica de Euler de uma triangulacao e de somas conexas de superficies.
Palavras-chaves: Caracteristica de Euler. Poliedros. Superficies. Triangulagao. Somas

conexas.



Abstract

This work aims to explore the Euler characteristic of polyhedra, surfaces and
connected sums of surfaces. Initially, the proof of Euler’s theorem for convex polyhedra
due to the mathematician Adrien-Marie Legendre will be presented. Then, the concept
of regular surface is discussed and we present the examples of the Sphere and the
Torus. In addition, the study also addresses the triangulation of surfaces and the Euler
characteristic of a triangulation and connected sums of surfaces.

Keywords: Euler characteristic. Polyhedra. Surface. Triangulation. Connected sums.
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Introducao

Por meio de uma tnica relagao, V — A+ F' = 2 que relaciona V vértices, A arestas
e F faces de um poliedro, podemos adentrar em diversas areas de estudo da matemaética
como Topologia, Teoria dos Grafos e Geometria Diferencial. Sao assuntos instigantes
que por vezes é passado despercebido por estudantes da licenciatura em matematica.
E interessante destacar que a caracteristica de Euler é um importante invariante topo-
logico, no entanto, nao é objetivo de nosso trabalho aprofundar esse estudo estudando
defini¢oes em topologia e topologia algébrica. Nosso principal intento é estudar essa re-
lacao estendida para algumas superficies como o Toro, Garrafa de Klein, Esfera, Plano
Projetivo Real e a Faixa de Mobius.
A descoberta que Euler (porém, ha evidéncias que sugerem que Descartes ja conhe-
cia essa formula ver [13]), fez é apenas o comego de um longo percurso historico que
teve contribuicoes grandiosas de diversos mateméaticos como Euclides, Kepler, Euler,
Legendre e muitos outros para o desenvolvimento dessa tematica.
No primeiro capitulo serao abordados defini¢oes essenciais para o desenvolvimento do
trabalho principalmente para discutirmos o capitulo dois. Nele sera apresentado a de-
finicao de poliedros e defini¢coes relacionadas a geometria esférica que vao fornecer a
base para estudarmos a elegante demonstracao de Legendre para o nosso teorema.
O capitulo 2 vai explorar alguns aspectos historicos relacionados ao tema desde os soli-
dos platonicos aos matematicos envolvidos na demonstragao do Teorema de Euler para
poliedros convexos. Em seguida, apresentamos a demonstracao do Teorema de Euler
que usa um importante teorema da geometria esférica formulado pelo matematico Al-
bert Girard.

No capitulo 3 apresentamos o objeto de estudo principal desse trabalho. Apresenta-
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mos uma definicao para superficies no R?, estudaremos o processo de triangulacao de
superficies e calculamos a caracteristica de Euler da esfera, toro, plano projetivo real,

faixa de Mobius e garrafa de Klein e de somas conexas dessas superficies.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

1.1 Definicoes Iniciais

Nesta secao, serao apresentadas as defini¢oes iniciais fundamentais para com-
preender o Teorema de Euler e a sua demonstracao formulada por Legendre. Essas
defini¢oes fornecerao a base necessaria para o entendimento do Teorema de Euler, bem
como para a compreensao da demonstracao proposta por Legendre. As defini¢oes aqui
expostas podem ser vistas com mais profundidade em [5], [14] e [7].

Definicao 1.1 Um poliedro é a reuniao de um numero finito de poligonos planos,

denominadas faces do poliedro, tais que:
(i) Cada lado de um poligono € lado de um, e apenas um, outro poligono;

(11) A intersec¢ao de dois poligonos quaisquer € vazia ou € um lado comum, ou um

vértice comum.

Os lados do poligono sao denominados as arestas do poliedro e os vértices de cada
poligono sao denominados os vértices do poliedro. Todo poliedro limita uma regiao do

espago denominada interior do poliedro ( [5]).



ARESTAS

(a) Face de um poliedro. (b) Aresta de um poliedro.

N/ VERTICE

(¢c) Vértice de um poliedro.

Figura 1.1: Elementos de um poliedro.
Fonte: A autora.

Definicao 1.2 Um conjunto C do espago € chamado convexo se, para quaisquer dois

pontos A e B pertencentes ao conjunto C, o segmento AB estd inteiramente contido

em C.

Definicao 1.3 Um poliedro é chamado convero se o seu interior for um conjunto
convezro.

A figura a seguir mostra um exemplo de poliedro convexo e um nao convexo.

(a) Poliedro convexo. (b) Poliedro nao convexo.

Figura 1.2: Poliedros convexo e nao convexo.
Fonte: A autora.
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Defini¢ao 1.4 [5] Sejam O um ponto e r um nimero real positivo. Chamamos de

esfera de centro O e raio r ao conjunto de pontos do espago cuja distancia ao ponto O

er.

Definicao 1.5 A intersec¢ao de um plano v que passe pelo centro de uma esfera £ é

um circulo mdximo.

Esfera &
Plano ~

N g

Figura 1.3: Intersec¢ao do plano v com a esfera &
Fonte: A autora.

Definicao 1.6 Um hemisfério é uma regiao que corresponde a uma semi-esfera, ou
seja, a regiao da esfera dividida por um circulo mdximo.

Defini¢ao 1.7 Dado um ponto qualquer X na esfera £, seu antipoda X' €, por defi-

nicao, o unico ponto da esfera, tal que o segmento de reta X X' contém o centro O da
esfera £.

Definigao 1.8 Um fuso F € uma regiao da esfera compreendida entre dois circulos
maximos. A interseccao desses dois circulos mdzimos sao dois pontos antipodas, cha-
mados os vértices do fuso. O dngulo do fuso €, por defini¢cao, o menor dngulo v entre

dois circulos mdzimos que correspondem aos lados do fuso.

Figura 1.4: Fuso Esférico
Fonte: A autora.
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Definicao 1.9 Dado um fuso F, o conjunto formado pelos antipodas dos pontos de
F € ainda um fuso F', chamado de fuso antipoda de F. A reuniao Fo = F U F' €

chamada fuso completo.

Figura 1.5: Fuso completo.
Fonte: A autora.

Proposicao 1.10 [14] A drea do fuso esférico F de dngulo o, medido em radianos,

¢ igual a 2ar?.

Demonstracao: Se o angulo o do fuso esférico F for 7w radianos ele cobrird metade
da esfera. Se sua medida for igual a 27 radianos o fuso cobrira toda a esfera fazendo
coincidir os seus lados. Sabemos que a area de uma esfera £ de raio 7 é igual a 4772,
Como a area A, de um fuso de abertura « é proporcional a seu dngulo «, temos que

para o = 27, a area Ao, = 4mr?. Entdo, para obter A, usamos uma regra de trés:

Ao Amr?
a 2
Ou seja,
o - Ay, = o - dar?
24, = dar?
A, = 2ar?.
Portanto, a area de fuso F de angulo o, medido em radianos, é 2ar?. 0

Definicao 1.11 Chama-se tridngulo esférico a regidao na superficie da esfera compre-

endida entre trés arcos de circulos mdximos menores do que uma semi-circunferéncia.



Figura 1.6: Triangulo Esférico AE
Fonte: A autora.

Teorema 1.1 [7] Seja Fe um fuso completo com um dngulo de menor medida o
radianos. Considere um plano v que passe pelo centro da esfera & decompondo-a em
dois hemisférios H e H'. O fuso completo F¢ fica dividido em duas partes, R e R’

contidas em cada um desses hemisférios e com a mesma drea 201,

Demonstracao:Seja a funcao F' : £ — £ que transforma cada ponto X € £ em seu

antipoda f(X) = X'. Tal func¢do tem as propriedades:
(i) Se X € H seu antipoda f(X) = X"€ H;
(ii) Se X € F¢ seu antipoda também pertence ao fuso completo F¢;

(iii) Seja R uma regiao qualquer na esfera, a regiao antipoda f(R) = R’ formada pelos

pontos antipodas dos pontos da regiao R, tem a mesma area que R.

Entao, se chamarmos por R a regiao do fuso completo F¢ contida no hemisfério H e

R’ a parte de F¢ contida no hemisfério H', podemos notar que:
Ar. = Ar+ Ap = 2Ag

Portanto, a area de R é igual 2ar?. 0



1.2 Principio da Inducao Finita

Nesta secao faremos uma breve revisao sobre o principio de inducao finita que
utilizaremos no capitulo 3. O leitor, se desejar, podera consultar a referéncia dessa
segdo em |[8], pagina 24.

Sao dados, como objetos nao-definidos, um conjunto N, cujos elementos sao cha-
mados numeros naturais, e uma fun¢do s : N — N. Para cada n € N, o nimero s(n),
valor que a funcao s assume no ponto n, é chamado o sucessor de n. A funcao s satisfaz

aos seguintes axiomas:

(i) s: N — N ¢ injetiva. Em outros termos: m, n € N, s(m) = s(n) = m =n. Ou

seja, dois nimeros com o MesMmMo sucessor sao iguais;

(ii) N — s(N) consta de um sd elemento. Ou seja, existe um unico nimero natural
que nao ¢é sucessor de nenhum outro. Ele se chama "um" e é representado pelo
simbolo 1. Assim, qualquer que seja n € N, tem-se 1 # s(n). Por outro lado, se

n # 1 entdo existe um (tnico) ng € N, tal que s(ng) = n;

(iii) (Principio da Indugdo) Se X C N é um subconjunto tal que 1 € X e, para todo

n € X tem-se também s(n) € X, entdo X = N.

Podemos enunciar o principio da inducao da seguinte maneira:

Definicao 1.12 Seja P uma propriedade referente aos niumeros naturais. Se 1 possui
a propriedade P e se, do fato de um nimero natural n possuir a propriedade de P
pode-se concluir que n + 1 possui a propriedade P, entao todos os numeros naturais

possuem dessa propriedade.

Uma demonstracao na qual o axioma (iii) é usado, chama-se demonstragao por

inducao.



1.3 Continuidade e Diferenciabilidade

Essa se¢ao ¢ fundamentada em [3], nela apresentamos uma breve revisao de al-
gumas nocoes de continuidade e diferenciabilidade. As proposi¢oes apresentadas nessa
secao serao admitidas sem demonstracao. O leitor podera consultar as demonstragoes
em [3].

0

o) eraioe>0€o

Definigao 1.13 Uma bola aberta em R™ com centro Py = (29, ...,z

conjunto
B(Py) = {(x1, .., xn) ER" 5 (x1 — 29 + ... + (x, — 20)? < €2}

Definicao 1.14 Um conjunto U C R™ € um conjunto aberto se para cada P € U existe
uma bola B.(P) C U.

Convém dizer que um conjunto aberto em R™ contendo um ponto P € R™ é uma

vizinhanga de P. De agora em diante, U C R™ denotara um conjunto aberto de R".

Definicao 1.15 Uma aplicagio F' : U C R* — R™ € continua em P € U se dado
e >0, existe 6 > 0 tal que

F(B;(P) € B.F(P)
Em outros termos, F' é continua em P se pontos arbitrariamente proximos a F(P)

sao imagens de pontos suficientemente proximos a P. Diz-se que F' é continua em U

se F' é continua para todo P € U.

Definicao 1.16 Dada uma aplicagao F : U C R™ — R™, podemos determinar m fun-
¢oes de n varidveis da sequinte maneira. Sejap = (x1,....,x,) € U e f(p) = (Y1, .y Yn)-

Entao podemos escrever

y1 = f1(x1, s n)y ooy Ym = (1, ).

As fungoes f; : U = R, i =1,...,m sao fungoes componentes de F.

Exemplo 1.17 (Simetria) Seja F : R — R3 a aplica¢io que associa a cada p € R® o

ponto que € simétrico a p em relagao d origem O € R3. Entdo F(p) = —p, ou
F([E, Y, Z) = <—ZE', —-Y, _Z)a
com as sequintes funcoes componentes:

fl(x7y7 Z) = =T, f2(x7y72) = Y, fg(ZL’,y,Z> = —Z.
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Exemplo 1.18 (Projecio) Seja m : R®> — R? a proje¢io w(x,y,z) = (z,y). Entdo
f1(377y72) =z, fg(x,y,z) =Y.

A proposicao a seguir mostra que a continuidade de uma aplicagao F' é equivalente
a continuidade das suas fung¢oes componentes.

Proposicao 1.19 F': U C R" — R™ ¢ continua se e somente se cada fun¢ao compo-
nente f; : U CR" = R, i =1,...,m, € continua.

Demonstragao: [3]. O

Dessa proposi¢cao podemos concluir que as fungoes dos exemplos 1.17 e 1.18 sao
continuas. Na grande maioria das aplicagoes, convém expressar a continuidade em
termos de vizinhangas ao invés de bolas.

Proposicao 1.20 Uma aplicagao F' : U C R"™ — R™ € continua em p € U se e

somente se, dada uma vizinhan¢a V de F(p) em R™ existe uma vizinhanga W de
pem R" tal que F(W) C V.

Demonstragao: [3]. O

Definicao 1.21 Dada uma aplicagao continua F' : A C R" — R™ é um homeomor-
fismo sobre F(A) se F € injetiva e a inversa F~': F(A) C R" — R" € continua.

Nesse caso, A e F(A) sao conjuntos homeomorfos.

Definigao 1.22 Seja f : U C R — R. A derivada f'(x¢) de f em xg € U € o

limite(quando existe)

lim J(zo+h) — f(xo)

e A ,$0+hEU.

Quando f possui derivada em todos os pontos de uma vizinhanca V' de xq, po-
demos considerar a derivada f' : V — R em z(, que é chamada a derivada segunda
f"(xp) de f em zg, e assim por diante. f ¢é diferenciavel em zy se possui derivadas
continuas de todas as ordens em xy. f é diferencidavel em U se é diferencidvel em todos

os pontos de U.

Definicao 1.23 Seja f : U C R — R. A derivada parcial de f com relagao a x em
(x0,%0) € U, denotada por %(l’g,yo), ¢ (quando existe) a derivada em xy da fungao
de uma varidvel: © — f(x,y9). Analogamente, a derivada parcial em relag¢io a y em

(20, Y0), %(wo,yo), ¢ definida como a derivada em yy de y — f(xo,y).



9

Quando f possui derivadas parciais em todos os pontos de uma vizinhanca V' de (zg, 4o),

podemos considerar as derivadas parciais de segunda ordem em (zg, o):
O (0PI 0 (0f\_ ¥
ox \O0x ) 02" 0x \0y/) 0xdy’
O (0FN_Of 9 (of\ _Of
oy \Ox ) oyox’ Oy \dy) Oy?

E assim por diante, f é diferenciavel em (g, yo) se tem derivadas parciais conti-

nuas de todas as ordens em (g, o). f ¢ diferenciavel em U se ¢ diferenciavel em todos
os pontos de U.
Um fato importante é que as derivadas parciais obedecem & chamada regra da cadeia.
Por exemplo, se z = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) sdo fungdes diferenciaveis reais
em U C R? e f(x,y,2) ¢ uma fungio diferenciavel real em R3, entdo a composicao
f(z(u,v)), y(u,v), z(u,v) é uma fungao diferenciavel em U, e as derivadas parciais de
f em relacao a, digamos, U é dada por

of _ofox  0foy  0f0z

Ou Ordu Oydu 0z0u

Vamos estender a nocao de diferenciabilidade para aplicagoes F': U C R" — R™.

Definicao 1.24 Dizemos que F € diferencidvel em p € U se as suas fung¢oes compo-

nentes sao diferencidveis em p; isto €, escrevendo

F(zy,za,...,xn) = (fi(z1, T2y ooy Tn), oony fin (@1, T2y .. T0)),

as fungoes componentes f;, i = 1,...,m, tem deriwadas parciais continuas de todas as

ordens em p. F € diferencidvel em U se € diferencidvel em todos os pontos de U.
Exemplo 1.25 Seja F : U C R? — R? dada por
F(u,v) = (cosucos v, cosusenv, cos>v), (u,v) € U.

As funcoes componentes de F sao:

fi(u,v) = cosucoswv,
fao(u,v) = cosusenv,
fs(u,v) = cos?w.

F tem derivadas parciais continuas de todas as ordens em U. Logo, F' é diferencidvel
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em U.

Definicao 1.26 Um wvetor tangente a uma aplicacio o : U CR — R™ em to € U € o

vetor em R™

o (to) = (' (to), -, 7, (0))-

Definicao 1.27 Seja F : U C R™ — R™ uma aplicagao diferencidvel. Associamos a
cada p € U uma aplicagao linear dF,, : R® — R™ chamada a diferencial de F' em p, e €
definida da sequinte maneira. Sejam w € R™ e o : (—¢,€) — U uma curva diferencidvel
tal que «(0) = p e &/(0) = w. Pela regra da cadeia, a curva f = Foa: (—¢€e) — R™
também € diferencidvel. Entdo,

Proposicao 1.28 A definicao dada acima para dF, nao depende da escolha da curva

que passa por p com vetor tangente w, e dF, €, de fato, uma aplicacao linear.

Demonstragao: [3]. O

Definicao 1.29 A matriz de dF, : R" — R™ nas bases candnicas de R" e R™, isto

€, a matriz (gf) i =1,....,m,5 = 1,...,n, € chamada a matriz Jacobiana de F' em
J

p. Quando n = m, ela € uma matriz quadrada e o seu determinante é chamado o

determinante Jacobiano; € comum denotd-lo por

Ofi\ _ Ofrs-es fu)
det (5’:1:]) N (9(2:1,...,1’”)'




Capitulo 2

Teorema de Euler para poliedros

convexos

Neste capitulo, apresentamos alguns aspectos historicos relevantes para a tema-
tica do trabalho assim como exploraremos a demonstragao do matematico Adrien Marie
Legendre para o Teorema de Euler. Foi através do uso da geometria esférica e da ele-
gante formula de Girard para a soma dos angulos internos de um triangulo esférico
que Legendre conseguiu estabelecer de maneira sélida e rigorosa a demonstragao para

o famoso teorema.

2.1 Aspectos Histoéricos

Nessa se¢ao as principais referéncias historicas sao [4], [15] e [13], caso o leitor
deseje se aprofundar mais podera consulta-lés.

Platao (428 a.C.- 348 a.C.), filosofo e matematico, acreditava que os poliedros
regulares eram os blocos de construgao de toda a matéria. Em sua obra Timeu, Platao
apresentou um elaborado modelo atémico, em que cada um dos quatro elementos, que
Platao chamou de corpos, esta associado a um dos solidos regulares: a terra associada
ao cubo, o fogo ao tetraedro, o ar ao octaedro e a dgua ao icosaedro (ver [13]). Havia
apenas a dificuldade de explicar o quinto sélido, o dodecaedro. Este tltimo sendo
associado ao universo. Em razao dessa associagao os cinco sélidos sao conhecidos como

solidos platonicos (ver [4]).
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Nos Elementos, o matematico grego Euclides (300 a.C.) apresenta no Livro XIII
uma prova de que existem apenas cinco poliedros regulares. A maior parte do Livro
XIII, o livro final dos Elementos, é dedicado aos sélidos platonicos. Primeiro Euclides
mostra que ha pelo menos cinco sélidos platdnicos que sao o tetraedro, o octaedro, o
icosaedro, o cubo e o dodecaedro e que eles sao de fato regulares. E por fim, prova
que nao hé mais do que estes cinco. A contribui¢cao mais importante do Livro XIII é

a prova de que existem cinco, e apenas cinco, solidos platonicos (ver [13]).

Figura 2.1: Solidos platonicos
Fonte: [13]

Johann Kepler (1571 - 1630) foi um matematico e astronomo alemao que ficou
famoso por enunciar as leis do movimento planetario. Kepler elaborou um modelo de
sistema solar em que os poliedros regulares ficavam posicionados de tal maneira a pro-
duzir seis esferas de raios proporcionais as distancias dos seis planetas entao conhecidos
naquela época (ver [15]).

De acordo com [13], seu novo modelo apareceu em seu primeiro livro, Mysterium Cos-
mographicum em 1596. Kepler argumentou que a existéncia dos cinco sé6lidos platonicos
devem estar relacionados com a existéncia dos seis planetas conhecidos: Saturno, Ju-
piter, Marte, Terra, Vénus e Mercirio. Com isso, Kepler afirma que as érbitas do
os planetas estavam relacionadas ao posicionamento dos sélidos platénicos dentro das

esferas.
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Figura 2.2: Visao inicial de Kepler do sistema solar.
Fonte: [13].

Leonhard Euler (1707 — 1783) foi um matematico sui¢o que estudou teologia pre-
tendendo seguir carreira nesse campo, porém, encontrou sua vocag¢ao na matemaética.
Com o auxilio de seu pai, um pastor calvinista com aptidao para matematica, Euler
passou a aprender os fundamentos dessa ciéncia. O pai, que havia estudado com Jakob
Bernoulli, conseguiu que o filho fosse estudar com Johann Bernoulli. Em 1727, aos
20 anos, Euler passou a ser membro da Academia de Sao Petersburgo, chefiando a
secao de matematica da Academia. Fez numerosas contribui¢ées em diversos campos
da matemética. Em um de seus artigos, Euler traz a relagao V — A+ F' = 2 que figura

papel de destaque nesse trabalho (ver pagina 471 em [4]).

&

LEONHARD EULER 1707-1783

Figura 2.3: Selo em memoria aos 200 anos da morte de Euler
Fonte: [13]

Conforme [15], se um poliedro tem V vértices, A arestas e F faces, entdo sua
caracteristica de Euler ¢ V — A + F = 2. FEuler mostrou que essa é uma relagao
invariante para todos os poliedros convexos, um resultado agora conhecido como a

formula do poliedro de Euler.
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Entre os anos de 1750 e 1751, Euler escreveu dois artigos sobre sua relagao para
os poliedros. No primeiro artigo, Euler faz observagoes gerais sobre os poliedros e
posteriormente comega sua discussao acerca da relagao entre o nimero de faces, vértices
e arestas. Ele verificou que V' — A + F' = 2 vale em varios casos especiais, porém, nao
apresentou uma prova de que a féormula é valida para todos os poliedros. No seu segundo
artigo, Euler fornece uma prova para essa relacao, no entanto, sua demonstracao nao
atendia os padroes de rigor da época. A demonstracao verdadeiramente rigorosa so
veio quatro décadas depois com Legendre (ver pagina 67 em [13]).

Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833) foi um matemético francés que pertenceu
a Académie des Sciences em Paris e a Royal Society de Londres. Seu legado inclui
seu livro sobre geometria elementar que ele escreveu em 1794, Elements de Géométrie
(Elementos de geometria). Legendre incluiu a férmula de Euler para poliedros em seu
livro, apresentando uma nova demonstragao com argumentos baseados em conceitos
de geometria esférica e propriedades métricas, como angulo e area. A chave para essa
prova ¢ uma férmula elegante de geometria esférica atribuida ao matematico Albert

Girard (ver em [13]).

b
E

Figura 2.4: Adrien-Marie Legendre
Fonte: [13]

Conforme [4], Albert Girard (1595-1632) foi um matemético francés que tinha
grande interesse por geometria esférica e trigonometria. Em 1626, ele publica um
tratado sobre trigonometria contendo o mais antigo uso registrado das abreviagoes
sen, tan e sec. Girard nos fornece um teorema que relaciona a érea de um triangulo
esférico, a soma de seus angulos internos e o raio da esfera sobre qual o triangulo se

encontra, esse teorema é o fator principal para a demonstracao do teorema de Euler
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que Legendre utiliza ( [13]).

2.2 Demonstracao de Legendre

Ao longo desta segao, examinaremos as etapas da demonstracao de Legendre,
explorando o uso de alguns artificios da geometria esférica como ferramenta principal.
Veremos como a féormula de Girard desempenhou um papel essencial na construgao
dos argumentos apresentados por Legendre, permitindo-lhe obter resultados precisos e
clegantes. Essa segao foi baseada na referéncia [7].

Teorema 2.1 (Formula de Girard) A soma dos dngulos internos o, fe vy, de um

triangulo esférico, medidos em radianos, em uma esfera £ de raio r, é dada pela for-

mula: 4
a+B+y=m+—7,
r

em que An € a drea do tridngulo considerado.

Demonstracao: Considere um triangulo AABC em um hemisfério H de uma esfera £

de raio r conforme a figura 2.5.

Hemisfério H

Figura 2.5: Triangulo esférico AABC' no hemisfério H
Fonte: A autora.

Vamos prolongar os lados que formam os angulos «, 8, v do AABC' até o bordo
do hemisfério H. Primeiro prolongamos os lados que formam o dngulo « até o bordo
do hemisfério H, assim, encontramos uma regiao R, C H de area igual 2ar? conforme

o teorema 1.1.
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Hemisfério H

Figura 2.6: Regiao R,
Fonte: A autora.

De maneira analoga para os demais angulos 3 ey, obtemos as regioes Rge R, de

areas 203r% e 2vyr? respectivamente, conforme a figura abaixo:

Hemisfério H Hemisfério H

(a) Regides R, Rg (b) Regides Ry, Rg, R,

Figura 2.7: Hemisfério H coberto pelas regices R,, Rg, R,.
Fonte: A autora.

Observe que a soma das regides R, + Rz + R, contém duas copias do tridngulo
B Y

AABC. Entao, ao somarmos essas trés regioes obtemos uma regiao cuja area é corres-

pondente a area do hemisfério H contada trés vezes com a éarea do triangulo AABC

(duas vezes a mais do que deveria). Ou seja,

Ry + Rs+ R, =2mr® + 24,

207 4 28r% + 2yr? = 2mr? + 2A,.
Simplificando a igualdade, obtemos:

A
a—l—ﬁ—l—’y:ﬂ—kr—f. (2.1)

Com esse resultado demonstrado podemos avancar para o teorema de Euler.
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Teorema 2.2 (Teorema de Euler) Seja P um poliedro convexo com V wvértices, A

arestas e F faces. Entdo vale a relacao: V — A+ F = 2.

Demonstracao: Considere um poliedro P convexo e regular com V' vértices, A arestas
e F faces. Suponha que as faces de P sao triangulos. Se isso nao for verdade, podemos
tragar diagonais de modo que as faces de P se tornem triangulos e a relacao V—A+F =
2 nao se altere. Considere £ uma esfera de raio r e centro O contido no interior do
poliedro P. Projetando radialmente o poliedro P sobre a esfera £ obtemos como
resultado a decomposicao da esfera £ em F' triangulos esféricos, organizados conforme

as faces do poliedro.

Esfera &

Poliedro P

Figura 2.8: Projegao radial de um ponto do poliedro sobre a esfera.
Fonte: A autora.

O ponto A’ da esfera é a projegao radial do ponto A do poliedro P considerado.

Figura 2.9: Projecao radial de uma face do poliedro.
Fonte: A autora.

Assim, por meio da projecao radial, temos uma esfera £ coberta de F' triangulos
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esféricos, com um total de A lados e V vértices. Para cada um dos triangulos A,

com ¢ = 1,2,.., F, que decompde a superficie da esfera £ | vale a formula de Girard

An
o)

Sp, =T+ (=3), em que Sx, é a soma dos dngulos internos do tridngulo esférico e Ax,
¢ area do triangulo esférico. Como sao F' triangulos esféricos, serao F' igualdades como

a seguinte:

g An, A Ar Yisy Aa,
mtSr o+ Sap =1+ —+T1+—F +..+T+—-=7F+ 5 (2.2)
r r r r
Somando-as temos:
F F
, . . AN
Z(o/ + B8 ++") =7F + —erlz i (2.3)
i=1
Como a esfera £ esté coberta por F' triangulos esféricos, entao:
F
> Ap, = 4w, (2.4)
i=1

Ou seja, a soma da area de todos esses triangulos esféricos corresponde a area da esfera.

Ademais, a soma dos angulos em torno de cada vértice é 27, logo:

F

D (@' + 8 +4") =27V (2.5)

i=1

Reescrevendo a equagao (2.3), temos:

4 2
27V =7 F + 7T27’
r
2V = F + 4. (2.6)

Podemos fazer uma relacao entre o nimero F' de triangulos esféricos e o ntimero
A de lados desses triangulos. Observe que cada aresta do triangulo é lado de duas

faces, isto é, cada triangulo tem trés lados e cada lado é comum a dois tridngulos, vem:
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3F =24 (2.7)
F=2A4-2F

Substituindo o valor de F, que foi obtido acima, em (2.6) :

2V —2A+2F =4

V-A+F=2 (2.8)

O
Para ilustrar esse teorema podemos calcular a relacao de Euler para os poliedros

da figura (1.1).

(a) Poliedro convexo. (b) Poliedro ndo convexo.

Exemplo 2.1 Na figura (a) temos:

V-A+F= 2
8—12+6 =
2= 2.

N}

Para a figura (b) temos:

V-A+F= 2
12-18+8= 2



Capitulo 3

Caracteristica De Euler De Superficies

Neste capitulo, exploraremos a definicao de superficies regulares e em seguida
examinaremos o processo de triangulagao de uma superficie, passo fundamental para
o realizarmos o calculo da caracteristica de Euler de uma superficie. Por fim, explora-
remos o conceito de somas conexas de superficies, que envolve a combinagao de duas

ou mais superficies para criar uma nova superficie.

3.1 Superficies Regulares

De modo intuitivo, uma superficie regular em R? é formada tomando-se pedacos
do plano e deformando ou colando-os entre si de maneira que o resultado seja uma
figura sem vértices, arestas ou auto-intersec¢oes. No que se segue apresentamos uma
defini¢ao. A referéncia para essa se¢do pode ser consultada em |[3].

Definicao 3.1 Um subconjunto S C R? € uma superficie reqular se, para cada p € S,

existe um aberto V.C R3, com p C V', e uma aplicagio X : U — V NS, definida num
aberto U de R? tal que:

(i) X é diferencidvel. Isto €, se escrevermos X (u,v) = (x(u,v),y(u,v),
2(u,v)), (u,v) € U, as fungoes x(u,v),y(u,v) e z(u,v) tem derivadas parciais

continuas de todas as ordens em U.

(ii) X € um homeomorfismo. Por (i) X é continua, portanto, tem inversa X' :
VNS —=U continua.

(i) Para todo q € U, a diferencial dX, : R* — R? ¢ injetiva.



21

A aplicagao X é chamada de parametriza¢do ou um sistema de coordenadas (locais) em
(uma vizinhanga de) p. A vizinhanga V' NS de p em S é chamada de uma wvizinhanga
coordenada. Faremos alguns comentarios importantes acerca da definicao.

A condigao (i) é natural se deseja fazer alguma geometria diferencial sobre S. Por
exemplo, para se definir o conceito de plano tangente é necessario haver essa condigao.
Na condigao (ii), a injetividade evita autointersec¢oes em superficies regulares, essa
condica@o é necessaria para falar de plano tangente em um ponto p € S. A continuidade
da inversa é uma condicao essencial para provar que certos objetos definidos em termos
de uma parametrizacao nao dependem dessa parametrizacao, mas, apenas do proprio
conjunto S.

Para expressar a condicdo (iii), temos a aplicacao diferencial dX, e as derivadas parciais

X ., 9X

das fun¢oes componentes de X indicadas por ZX e 2X no ponto ¢. Se fixarmos um dos
ou v

parametros e variarmos o outro, é obtido uma curva na superficie S. Denominamos

essa curva como curva coordenada. Os vetores tangentes a essas curvas em X, sao %—f

ax

5. - Cada uma dessas derivadas compoe as colunas da matriz jacobiana da aplicagao

e

linear dX, nas bases canonicas do R? e R3.

o oc
ou  Ov

= 9y Oy

dl'q ou  Ov
0z 0z

ou  Ov

A condigdo (iii) afirma que a aplicagao diferencial dX, : R? — R? & injetora, ou

seja, essa condicao é equivalente as sequentes afirmativas:

A matriz da aplicacao diferencial dX, tem posto 2;

0X 0X .
e NGy 7 0;

Os vetores coluna da matriz dX, sao linearmente independentes.

Exemplo 1 (Esfera) Seja S* = {(z,y,2) € R¥/2* + y* + 22 = 1} a esfera unitdria.
Vamos mostrar que S* € uma superficie reqular. Vamos parametrizar a esfera por
coordenadas esféricas (p,0), com ¢ sendo a longitude e 0 € a colatitude (complemento
da latitude). Seja a aplicagio X: U — R? dada por

X (0,¢) = (send cos p, senf senp, cosl) ,
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definida em um aberto:
U={0,p) eR}0<<meld<p<2r}.

Entio X: U — X (U) € uma parametrizacio de S*.

b°

Figura 3.1: Coordenadas Esféricas
Fonte: A autora

De fato, existem derivadas parciais continuas de todas as ordens das fungoes
componentes de X, portanto, X € diferencidvel e a condigcao (i) € satisfeita. Perceba

que para os determinantes Jacobianos

I(z,y)

= cosf senyp,
90, ) ’
a<y7 Z) 2

= sen“f cos @,
20, ) 7
8(‘7:7 Z) 2

= —sen“f seny,
20, ) 7

se anularem de modo simultineo, é necessdrio que:
cos? fsen?0 + send cos? p + senfsen?p = sen?d = 0.

No entanto, isso nao ocorre no aberto U e senf # 0. Portanto, a condi¢ao (iii) também
€ satisfeita. Para a condigdo (i), observe que X (U) omite um semicirculo de S* — C,

onde C € o semicirculo

C={(z,y,2) € S*; y=0, > 0},
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Perceba que 0 fica bem determinado por arccosz = 6 com 0 < 0 < w. Conhecendo o
valor de 0, temos que

Yy
senf’

x

CosSp = —— | senyp =

senf
onde ¢ fica determinado de maneira unica pois 0 < ¢ < 2mw. Consequentemente, se
tomarmos um ponto (z,y,z) € S* — C teremos que X Y(x,y,2) — (0,9) existe pois
¢ fica bem determinado por ¢ = arctan(¥), onde ¢ € (m,2m). Logo, X' € continua
e portanto, existe um homeomorfismo. Concluimos que X : U — S? — C é uma
parametrizagcao de S* que cobre toda a esfera, exceto o semicirculo C. Podemos usar
outra parametrizacdo para cobrir totalmente S?. Vamos considerar Y : V. — R® a
sequinte aplicagao
Y (0, ¢) = (senf cos p, cos 0, send seny),
definida no aberto
V={0,0) eR}—1<0<0e0<p<2n}.
Entao Y (V) = 5% — C" € o semicirculo:
C'={(x,y,2) € S*lx <0ez=0}

Analogamente, podemos verificar que Y também é uma parametrizacao de S*. Logo
temos que X (U)UY (V) = S2.
Exemplo 2 (Toro) O toro de revolugio T? € a superficie obtida através da rotagao
da circunferéncia C' centrado no ponto (a,0,0) com raio r > 0 e a > r dada por
C={(x,y,2) € R3|(x —a)® + 22 =12, y =0} em torno do eiro Oz

z

o

Figura 3.2: Toro
Fonte: A autora.
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Uma parametrizacao para o toro T? € dada pela aplicacio X : U — R3? :
X (u,v) = ((a+ rcosu) cosv, (a + rcosu) senv, rsenu) ,

definida em um aberto:
U={(u,v) eER}0<u<2rel<v<2r}.

De fato, X ¢ diferencidvel e a condigao (i) é facilmente verificada. Perceba que essa
parametrizagao X (U) omite um paralelo e um meridiano, ou seja, ndo estd definida
no conjunto C = {(z,y,2) € T% y =0, x > 0}. Tomando um ponto (x,y,z) € T?> - C
veremos que a inversa de X' existe pois teremos u = arcsen(2) com 0 < u < .
Conhecendo o valor para u podemos determinar v = arctan(?) definida no intervalo
(z 3n
27 2
fismo e a condigao (ii) estd verificada.

). Logo, existe uma inversa X ' que € continua. Portanto, hd um homeomor-

Para condigao (iii) temos que

—rsenu  —(a+ rcosu)senv
dX (v = | —rsenusenv (a+ rcosu)cosv
T Cos U 0

Entao,

|| X x XvHQ = HXuHZHXvHZ— < Xy, Xy >
= (r?sen®u(cos® v + sen®v) + cos® u)((a + 7 cos u)*( sen’v 4 cos® v))—
— (r(a + cos u) senusenv cos v + (—r)(a + 7 cos u) senu senv cos v)*

= \/r2(a + rcosu)?

=r(a+rcosu).

Comor >0 ea > r podemos que X, e X, sao vetores linearmente independentes

e portanto, a condigdo (iii) é satisfeita.

3.2 'Triangulacao

Nessa secao apresentamos alguns argumentos topoldgicos necessérios para defi-
nirmos uma triangulacao de uma superficie. Novamente, a referéncia utilizada nessa

segao ¢é [3].

Definicao 3.2 Seja A um subconjunto de R3. Um ponto p € R® é um ponto de acu-

mulacao de A se toda vizinhanca de p em R? contém um ponto de A, distinto de p.
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Definicao 3.3 Um conjunto € fechado se ele contém todos os seus pontos de acumu-
lacao.
Definicao 3.4 Um conjunto € limitado se estd contido em alguma bola de R3.

Se A é um conjunto fechado e limitado, dizemos que é um conjunto compacto. A
esfera e o toro sao exemplos de superficies compactas enquanto a faixa de Mobius é

limitada mas, nao é fechada e portanto, nao é compacta.
Definigao 3.5 Uma superficie S C R3 ¢ conexa se quaisquer dois de seus pontos
podem ser ligados por uma curva continua contida em S.

Seja S uma superficie regular. Uma regiao conexa R C S serd regular se R
é compacta e a sua fronteira R é uma uniao finita de curvas regulares por partes
fechadas e simples que nao se intersectam. Neste trabalho vamos considerar uma
superficie compacta como uma regiao regular com a fronteira sendo o conjunto vazio
(ver [3]).

Defini¢ao 3.6 (Triangula¢io) Uma triangula¢ao de uma regiao reqular R C S € uma

familia finita T de triangulos T;, © =1,..,n, tal que:
(Z) Ui, T; = R;

(ii) Se T;NT; # 0, i # j, entao T;NT; é uma aresta comum de T; e T; ou um vértice

em comum de T; e Tj.

A figura a seguir é um exemplo de nao triangulagao para o toro. Observe que mesmo
os triangulos possuindo apenas um vértice em comum, apos a identificacao e colagem
dos bordos do quadrado, conforme indicado na figura, passaram a ter dois vértices em
comum. Ou seja, esse fato contradiz a condigao (ii) da definigao (3.6). Logo, nao é

uma triangulacao (ver [1]).

Figura 3.3: Exemplo de nao triangulacao do Toro
Fonte: A autora.
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3.3 Caracteristica de Euler de uma superficie

Como foi visto no capitulo anterior todo poliedro convexo tem caracteristica de
Euler igual a 2. Nossa intencao agora é calcular a caracteristica de Euler utilizando
a triangulagao de superficies como a esfera, o toro, o plano projetivo real, a faixa de
Mobius e a garrafa de Klein. As triangulacoes presentes nessa segao foram elaboradas

com base nas referéncias [2], [10] e [11].

Definicao 3.7 Seja T wma triangulacao de uma regiao reqular R C S de uma super-
ficie reqular S, denotamos por F o nimero de tridngulos (faces), por A o nimero de

lados (arestas) e por V' o nimero de vértices da triangulagdo. O nimero
V—A+F=x(T) (3.1)
€ chamado de caracteristica de Euler da triangulagao.

As proposig¢oes abaixo serao admitidas sem demonstragoes.

Proposicao 3.8 [3/ Toda regido reqular de uma superficie reqular admite uma trian-

qulagao.

Proposigao 3.9 [3/ Se R C S € uma regiao regqular de uma superficie S, a caracte-

ristica de Euler nao depende da triangula¢do de R. Denotaremos, portanto, por x(R).

(a) Esfera (b) Bitoro

(c) Tritoro

Figura 3.4: Superficies compactas orientéveis.
Fonte: A autora.
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Defini¢ao 3.10 [12/ Uma superficie cilindrica obtida de um cilindro encurvado serd

denominado de alga.

Proposicao 3.11 Toda superficie compacta e conexa S C R* é homeomorfa a uma

esfera com um numero g de al¢as. O nimero

_27x9) (3.2)

g 2

é chamado o género de S.

Na figura (3.4), o género da esfera é 0, do bitoro ¢ 2 e do tritoro ¢ 3. Iniciaremos,
agora, o processo de triangulagoes de algumas superficies e em seguida calcular a suas

caracteristicas de Euler.

Exemplo 3 (Esfera) Uma triangulagcao para a esfera € apresentada na figura a sequir.

Figura 3.5: Triangulacao da esfera S?
Fonte: A autora.

Usando a relagao (3.1) e a triangula¢io acima, temos 4 vértices, 6 arestas e }
faces:
X(S*) =V —-A+F
X(S?) =4—-6+4
X(5%) = 2.

Portanto, a caracteristica de Euler da esfera é 2.
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Figura 3.6: A esfera
Fonte: A autora.

Exemplo 4 (Toro) Um toro T? pode ser obtido de um retingulo fazendo as identifi-
cagoes retratadas na figura a sequir (ver [11]).

2@

Figura 3.7: Identificacao do Toro
Fonte: [11]

W

#

By YB —
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AT

R

Para fazer o cdlculo da caracteristica de Euler do toro usaremos a triangula¢ao
da figura a sequir:

Figura 3.8: Triangulagao do Toro.
Fonte: A autora.
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Podemos verificar na triangulacao do toro que temos 9 vértices, 27 arestas e 18

faces, entao:

X(T?)=V —A+F
X(T?) =9 —-27+18
X(T?%) =0.

Portanto, a caracteristica de Fuler do toro € 0.

Figura 3.9: Toro
Fonte: A autora.

Exemplo 5 (Faiza de Mobius) A faiza de Mobius é obtida identificando-se as duas ex-
tremidades opostas de um retdngulo apos gird-lo em 180°. Isso pode ser feito facilmente

com uma tira de papel (ver [2]).

| =X = (S

Figura 3.10: Construgao da Faixa de Mobius.
Fonte: [14]

Uma forma de triangulacao da faixa de Mobius é apresentado a sequir:

Figura 3.11: Triangulagao da faixa de Mdbius.
Fonte: A autora.
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Para fazer o cdlculo da caracteristica de Fuler da faixa de Mobius, observe que a
sua triangulagdo tem 6 vértices, 12 arestas e 6 faces, entao:

X(M)=V —-A+F
X(M)=6—12+6
X(M) = 0.

Portanto, a caracteristica de Fuler da faixa de Mobius € 0.

Figura 3.12: Faixa de Mobius.
Fonte: A autora.

Exemplo 6 (Plano Projetivo Real RP) Para fazer a construgao do plano projetivo,
em vez de uma regidao poligonal plana, vamos considerar inicialmente o hemisfério sul
da superficie de uma esfera, uma semi-esfera. Colamos entao cada ponto da linha

do equador (bordo da semi-esfera) ao ponto do equador diametralmente oposto. A
superficie assim produzida é chamada plano projetivo (ver [14]).

Figura 3.13: Construcao do plano projetivo real
Fonte: [14]

Na figura 3.13 € representado a construcao do plano projetivo real. Os pontos A,
B e C sao colados nos pontos antipodas A', B' e C', respectivamente. Assim sendo, o
arco AB serd colado no arco A'B’, apds uma tor¢cao. Também serao colados, com uma

tor¢ao, o arco BC em B'C’, e 0 arco CA em C'A’ (ver [14]). Uma triangulagao para
o plano projetivo real é dada na figura abaizo:
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Figura 3.14: Triangulagao do plano projetivo real.
Fonte: A autora.

Usando essa triangulagao, temos 6 vértices, 15 arestas e 10 faces, entao:

XRP) =V — A+ F
X(RP) =6 — 15 + 10

Portanto, a caracteristica de Fuler do plano projetivo real € 1. A esfera com
cross-cap, a superficie romana de Steiner e a superficie de Boy, representadas respec-
tivamente na figura abaixo sao os trés modelos do plano projetivo no espaco tridimen-

sional mais conhecidos na literatura (ver [9]).

€D

-]
N

Figura 3.15: Modelos do plano projetivo no R3.
Fonte: 9]



32

Exemplo 7 (Garrafa de Klein) A garrafa de Klein plana é uma superficie que pode
ser obtida da sequinte maneira: Tomamos como ponto de partida, um retdngulo plano.
Colamos a aresta superior na inferior, em sequida, colamos a aresta esquerda na direita,

apds aplicarmos uma torgao de 180° numa das extremidades da faiza retangular (ver

[14]).

Figura 3.16: Construgao da garrafa de Klein
Fonte: [14]

A garrafa de Klein pode ser triangularizada conforme a figura a sequir:

Figura 3.17: Triangulacao da garrafa de Klein
Fonte: A autora.

Com essa triangulacao temos 9 vértices, 27 arestas e 18 faces, entao:

X(KB)=V —A+F
X(KB) =9 — 27+ 18
X(KB) = 0.

Portanto, a caracteristica de Euler da garrafa de klein € 0.
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Figura 3.18: Garrafa de Klein
Fonte: A autora.

3.4 Soma conexa de superficies

As referéncias utilizadas nessa segao foram [10] e [6].

Proposicao 3.12 A superficie S=S —{P,..., Py} obtida retirando N pontos
{P,,..., Py} de uma superficie compacta e conexa S de género g, tem caracteristica
de Euler x(S) =2—2g — N.

Demonstracdo: A superficie obtida ao retirar N pontos da superficie S de género g é

homeomorfa a superficie tirando N triangulos de S. Entéo,

VS:V§, A5:A§, GFSZFg—N.

Logo,
X(S) =x(8) - N
Como,
x(S) =2 —2g,
temos que

x(S)=2—-2g— N.

[l

Defini¢ao 3.13 [6] Sejam Sy e Sy duas superficies quaisquer. Remova um disco de
S1 e Sy e cole o restante através de seus bordos para formar uma nova superficie. Essa

operacao € chamada de soma conexa de Sy e Sy, sendo denotada por S1#Ss.
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Proposicao 3.14 [10] Sejam Sy e Sy duas superficies compactas. As caracteristicas

de Fuler de S1 e Sy e de sua soma conexa, S1#Ss, sao relacionadas pela formula:

X(S1#S2) = x(S1) + x(S2) — 2.

Demonstracao: Suponha que S; e Sy sejam duas superficies trianguladas. Entao,
S1 tem I faces, V) vértices e A; arestas e Sy tem F, faces, Vs vértices e Ay arestas.

Teremos:

X(S1) =Vi— A + Fy,
X(Sg) = ‘/2 — A2 + Fg.

Ao realizarmos a operacao de soma conexa de S; e Sy removemos um triangulo
de cada uma das superficies e em seguida colamos o restante de maneira que as arestas
coincidam com arestas e vértices com os vértices. Entao, obtemos a seguinte triangu-

lagao para S1#S, com as seguintes expressoes para as F' faces, V vértices e A arestas:

F=F,+ F, —2, pois é retirado um triangulo de cada superficie;
V =Vi 4+ V5, — 3, pois trés vértices de Sy foram colados com trés vértices de Sy;

A=A+ Ay — 3, pois trés arestas de S; foram coladas com trés arestas de Ss.

Segue que:

X(S1#S5:) =V — A+ F
=WV—-Ai+F)+(Va—Ay+ 1) —3+3-2

= x(S1) + x(S2) — 2.

O

Exemplo 8 (Soma coneza de dois toros) Usando a proposi¢ao (3.14) podemos calcular

a caracteristica de Euler de um bi-toro:
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X(TEHTS) = x(T?) + x(T2) — 2
=0+0-2
=2 (3.3)

A figura sequinte indica como ocorre o processo da soma conexa entre 0s dois
toros. Primeiro retira-se um disco D? de cada um dos toros e depois cola-se o restante

através dos bordos.

(a) Toro T} e Toro T3 (b) T — DY # T3 — D3

(c) TP#T3

Figura 3.19: Soma conexa de dois toros.
Fonte: A autora.

Podemos verificar esse resultado com (3.2), se temos o bi-toro, entdo:

_ 2 X(TP#T3)

2 ;
2

logo
X(TT#T5) = —2.

Concluimos, entao, que uma superficie de género 2 é wma superficie que € a soma

conexa de dois toros.

Proposicao 3.15 [10] As caracteristicas de Euler das superficies: soma conexa de
n toros, soma conexa de n planos projetivos, soma conexa de um plano projetivo e n

toros e soma conexa de uma garrafa de Klein e n toros sao dadas pela tabela abaizo:
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Tabela 3.1: Superficies e suas caracteristicas de Euler

’ Superficie ‘ Caracteristica de Euler ‘
Soma conexa de n toros 2—2n
Soma conexa de n planos projetivos 2—n
Soma conexa de um plano projetivo e n toros 1—2n
Soma conexa de uma garrafa de Klein e n toros —2n

Fonte: A autora

Demonstracao:

Vamos provar essa proposi¢ao usando o principio de inducao finita.

Seja S = T?#..#T? a soma conexa de n toros, com n > 1. Se n = 1 entdo
xX(S)y=2-2-1=0.

Vamos supor que essa afirmacao também ¢é valida para um inteiro positivo n = k,
isto &, x(Sk) = 2 — 2k. Seja Sk41 a soma conexa de (k+ 1)—toros. Vamos provar
que a formula também é verdadeira para n =k + 1.

De fato, como
X(Ski1) = X(T?#.. #T7%) #T°),

temos

X(Sps1) = X(T?*#...#T?) + x(T?%) — 2

=2—-2k4+0-2
— ok
=2 2(k+1).

Portanto, usando o principio da indugao finita, a caracteristica de Euler da soma

conexa de n-toros ¢ 2 —2n,Vne Z7.

Seja S = (P?#...4P%)# P? a soma conexa de n planos projetivos, com n > 1.
Se n =1 entdao x(S) =x(P)=2—-1=1.

Vamos supor que essa afirmacao também ¢é valida para um inteiro positivo n = k,
entdo x(Sr) = 2—k. Seja Sy a soma conexa de (k+1) planos projetivos. Vamos
provar que a formula também é verdadeira para n = k + 1.

De fato, uma vez que

X(Sk1) = X((P*#..#P%) #P?),
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temos

X(Sks1) = X(P*..4#P?) + x(P?) —2

—2—k+1-2
=—k+1
=2 (k+1).

Portanto, usando o principio da inducao finita, a caracteristica de Euler da soma

conexa de n-planos projetivos é 2 —n,Vn e Z7.

(iii) Seja S = (T?#...#T?)# P? a soma conexa de n toros e um plano projetivo, com
n>1. Sen=1entao x(S) = x(T*#P?)=1-2-1=—1.
Vamos supor que essa afirmacao também ¢ valida para um inteiro positivo n = k,
isto é, x(Sk) = 1 — 2k. Seja Sii1 a soma conexa de (k 4 1)-toros e um plano
projetivo. Vamos provar que a féormula também é verdadeira para n =k + 1.

De fato,

X(T*H#T? 4. #T?) + P?| =x[T? + (T*4#..#T? + P?)]
=x(T?) + x[(T?*#...#T?*) + P*] — 2
=X(T?) + x(Sk) — 2
=0+ (1 —2k) —2

=1—2(k+1).

Portanto, usando o principio da indugao finita, a caracteristica de Euler da soma

conexa de n-toros e um plano projetivo é 1 —2n,V n € Z*.

(iv) Seja S = (T?#..#T?)# KB a soma conexa de n toros e uma garrafa de Klein,
comn > 1. Se n =1 entao x(S) = x(T*#KB) = -2-1= 2.
Vamos supor que essa afirmacao também é valida para um inteiro positivo n = k,
isto &, x(Sk) = —2k. Seja Sy a soma conexa de (k + 1)—toros e uma garrafa

de Klein. Vamos provar que a férmula também é verdadeira para n = k + 1.
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De fato,

(TP H#T2 4. #T?) + KB] =x[T? + (T?#..#T? + KB)]
=x(T?) + x[(T*#...#T?) + KB] — 2
=x(T?) + x(Sk) — 2
—0 — 2k — 2

=2k +1).

Portanto, usando o principio da indugao finita, a caracteristica de Euler da soma

conexa de n-toros e uma garrafa de Klein ¢ —2n,Vn € Z™. O
Usando os resultados da proposi¢ao anterior e a proposi¢ao (3.14) podemos cal-

cular a soma conexa de n toros e m planos projetivos.

Exemplo 9 Seja 2—2n a soma conexa den toros e 2—m a soma conexa de m planos

projetivos, entao

(T #mP?) =x(nT?) + x(mP?) - 2
=2-2n+2—m—2

=2 —2n —m.

Portanto, a soma conexa n toros e m planos projetivos € 2 — 2n — m.



Conclusao

Inicialmente, situamos o leitor no contexto histérico acerca do Teorema de Euler.
Diante da relevancia historica, expusemos os principais resultados da nossa pesquisa
com estudo do Teorema de Euler para poliedros convexos e uma demonstracao para
esse teorema fornecida pelo mateméatico Legendre usando artificios da geometria esfé-
rica.

Também estudamos a definicao de superficie regular, o processo de triangulacao de
uma superficie e a caracteristica de Euler das superficies trianguladas da Esfera, Toro
e da garrafa de Klein. Por fim, exploramos as somas conexas de superficies, destacando
a sua aplicagao na construcao de novas superficies a partir de operagoes de soma.

Ao término deste trabalho, esperamos ter proporcionado uma visao abrangente sobre o
tema. Esperamos, ainda, que este trabalho sirva como ponto de partida para novas in-
vestigagoes e discussoes, estimulando o aprofundamento e a ampliagao do conhecimento

sobre a teméatica abordada.
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