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RESUMO

Sistemas Dindmicos na matemadtica, € uma area ativa que estuda o movimento de particulas ao longo do tempo.
Ela ¢ utilizada em diversas areas do conhecimento, atraindo matematicos, fisicos, epidemiologistas, economistas
e bidlogos. A pesquisa € de carater Bibliografica cuja foi desenvolvida durante um projeto de iniciagdo cientifica
em 2020/2021, com base em estudos de diversos autores, incluindo Villate (2007), Silva (2018), Ferreira (2007)
e Gelfert (2017). O objetivo da pesquisa é abordar a teoria dos Sistemas Dindmicos deterministas, com énfase
na Ferradura de Smale, uma forma geométrica que ajuda a descrever a imprevisibilidade em sistemas dinamicos,
especialmente cadticos. Os objetivos especificos incluem a defini¢cido de conceitos introdutérios, a apresentacdo da
construcdo da Ferradura de Smale e a explicacdo da conexdo topoldgica entre a ferradura e a dindmica simbdlica. A
primeira se¢do da pesquisa aborda defini¢cdes importantes da teoria dos Sistemas Dindmicos, como transformagdes,
orbitas, pontos fixos, atratores e repulsores, preparando o leitor para a secdo subsequente. Por fim, a pesquisa
explora o Sistema Dindmico Ferradura e sua relacdo com a dindmica simbdlica.
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INTRODUCAO

A teoria dos Sistemas Dindmicos tornou-se um dos ramos da matematica mais ativos
atualmente, ela visa descrever e entender o movimento de particulas com o passar do tempo,
o estudo trata-se de uma area de pesquisa com pouco mais de um século, mas desde os traba-
lhos sobre o movimento das 6rbitas desenvolvido por Johannes Kepler, ou até mesmo sobre a
mecanica de Isaac Newton os fundamentos da dinamica j4 estavam presentes. Como se ver,
desde os séculos precedentes ao século XX, quando Henri Poincaré criou a teoria qualitativa
dos Sistemas Dinamicos, até os resultados por seguintes tratando sobre a teoria do caos, os
conceitos da drea sdo bastantes utilizados para estudar seja uma dindmica de crescimento po-
pulacional ou fendmenos meteoroldgicos. Este ramo vem chamando atenc¢do ndo apenas de
matematicos, mas de fisicos, epidemiologistas, economistas e bidlogos. Uns dos fatos notdrio
de aplicacdo direta do objeto, foram as pesquisas que descreveram as previsdes dos picos de
contdgio durante a pandemia causada pelo Corona Virus, qual se mostrou muito eficaz para
o controle da expansao do virus, o que nos motivou continuar a pesquisa na area em vista do
grande potencial de aplicacdo que ela remete.

Este, foi desenvolvido durante a iniciacao cientifica no ano 2020/2021 no projeto Produtor-
renovacao, no qual, a pesquisa aqui realizada € de carater Bibliografico. Onde baseia-se nos
estudos de Villate (2007), Baraviera e Franco, qual traz para o trabalho as primeiras no¢des de
Sistemas Dinamicos, com os complementos de Silva (2018) e nas perspectivas do que se trata a
Ferradura de Smale buscamos apoio tedrico nas abordagens de Ferreira (2007) e Gelfert (2017).

O objetivamos fazer uma abordagem a teoria dos Sistemas Dindmicos deterministas,
recorrendo a uma forma geométrica capaz de descrever a imprevisibilidade em uma dinamica
e que fornece base para o entendimento de sistemas cadticos chamada de Ferradura de Smale,
Introduzida Stephen Smale que nos anos 60 propds investigar a teoria de Poincaré e fez uma
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conjectura que no final esta era falsa, mas deu origem ao objeto de estudo. No que se trata os
objetivos especificos buscamos definir elementos introdutérios aos Sistemas Dinamicos, apre-
sentar a construcao da Ferradura de Smale e definir a conjungdo topolodgica entre a ferradura e
a dinamica simbolica.

Com a finalidade de tragar os objetivos estabelecidos, em nossa primeira se¢ao abordare-
mos inicialmente algumas defini¢des e resultados importantes da teoria dos Sistemas Dinamicos
tais como transformacao, orbita, ponto fixo, atratores e repulsores que seriam um pré-requisito
para entendimento do que serd tratado na secao seguinte.

Por fim, tratamos do estudo de Sistema Dinamico Ferradura e a relacdo com uma dinamica
simbdlica, esta dinamica € definida no espaco de sequéncia binarias de simbolos — “0” “1” —
tal que, a evolugdo desse sistema € dada pelo Operador Shift. Em seguida, foi estabelecida uma
relacdo entre a Ferradura e o espaco Shift mostrando que sdo topologicamente conjugados para
entendermos a Dinamica da Ferradura de Smale.

NOCOES PRELIMINARES

O que sao Sistemas Dinamicos? Em termos gerais, a teoria dos Sistemas Dindmicos tem
objetivo de descrever para a maioria dos sistemas, o comportamento tipico das trajetdrias, espe-
cialmente quando o tempo vai para infinito, entender como esse comportamento varia quando o
sistema € perturbado, e até que ponto € estdvel sob pequenas perturbacgdes, ou seja, compreender
a evolucgdo do sistema a longo prazo.

Definicao 1 (Transformacao) Seja f : X — X, f € a lei de evolugdo dos pontos de z € X
com o tempo.

Definicao 2 (Iterado) Sendo f uma transformacdo e x € X um ponto inicial, a sequéncia
obtida pela transformagdo z, f(z), f(f(x)),... f(f(...(f(x))) sdo chamados de iterados.

Para ndo escrevermos expressdes enormes como a anterior, usamos a simples notacao,
z, fH(z), f*(x),... f*(z),... tal que paran > 0 denotamos por f™(x) o n — ésimo iterado de
xpor f,istoé f* = fo fo fo---o f.Se fadmite inversa f !, paran < 0 denotamos f"(z)
o n — ésimo iterado de x pela inversa de f.

Definicao 3 (Orbita) O conjunto formado pelos iterados denotamos 6rbita de x por f

Os(@) = {oo o (@), f2@), f7M @) 2, f10), f2 (), 7 (2), ) = (@) m € 2}

As orbitas positivas sdo denotadas pelo conjunto O;{(x), se f tem inversa f~!, definimos o
conjunto formado pelos iterados de f~! como 6rbita negativa de x, é dada por

Of () = {z, f (@), f (), ... [ (@), .} = {/"(x) : n €N}

Exemplo 1: Seja a transformacéo f(z) = x + 1 sendo 2 um niimero real positivo. Assumindo
xo = 0, 3 temos e aplicando na transformagdo f(x) o primeiro iterado

£(0,3)=0,3+1=1,3

iterando novamente
f(f(0,3)) = £%(0,3) =1,3+1=2,3
repetindo o processo sucessivas vezes temos a dinamica da transformacdo cuja sua Orbita é
descrita por f(z) =z + 1, sendo O (z) = {0,3;1,3;2,3;...; f"(0,3)}.
Uma das primeiras questoes € saber se uma orbita € finita ou ndo. Mesmo se o parametro
variar em N ou Z, a orbita pode ser finita pois os pontos podem se repetir. Este € o tipo mais
simples de 6rbita, dita periddica.



Definicao 4 (Ponto Periédico) Dizemos que x é ponto periddico de periodo n se f"(z) = x
denotamos o conjunto do pontos periddicos de f por Per,(f).

No estudo dos Sistemas Dinamicos podemos também verificar quando a orbita que des-
creve a dindmica ela permanece inalterada apds sucessivas iteragoes.

Definicao 5 (Ponto Fixo) Dizemos que x e um ponto fixo de f se f(z) = x, denotamos o
conjunto do pontos fixos de f por Fiz(f).

Em outras palavras, a defini¢do acima diz que = € um ponto fixo quando seu estado nao
¢ alterado apds sucessivas iteracdes. Mais precisamente, se f € uma transformacao f : X — X,
um ponto fixo de f é todo ponto x € X tal que; f(z) = x.

Exemplo 2: Seja a transformagio f(r) = 1/, tal que f estd definida em X, vamos observa
seus pontos periddicos e pontos fixos.

f(z) = az,Vz € N

Assumindo um e suficientemente pequeno, tal que 0 < € < 1, vamos notar os pontos periddicos
da 6rbita dentro do intervalo aberto (0, 1), pois se assumimos x = 0 e z = 1, famos observa
que os pontos O(zero) e 1(um) sdo pontos fixos da orbita.

Figura 1: Gréfico da transformacéo f(z) = /.
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Fonte: Autoria prépria, criado pelo software GeoGebra.

Definicao 6 (Ponto de acumulagao) Diz-se que x € X é ponto de acumulacdo do conjunto
w(z) C X quando toda vizinhanca V' = {x — ¢,z + €} de x contém algum ponto de w(x)
diferente do préprio x. (Isto é, V N (w(x) — {z}) = (). Equivalentemente: para todo € > 0 tem-
se (z—¢,x+¢€)(w(x) —{z}) = 0. Indica-se com w' () o conjunto dos pontos de acumulagio
de w(z).

Também podemos descrever se a Orbita possui algum limite, se ndo tem, verificar ao
menos seus pontos de acumulagdo pontos qual a O(z) se aproxima infinitas tanto para o futuro
quanto para o passado. Quando uma 6rbita assume seus pontos de acumulagdo para o futuro,
pontos qual a érbita passara infinitas vezes, denotamos esse conjunto como w(z) ou w — limite,
se a Orbita assumi pontos de acumulagdo para o passado 0]7 (x), de forma anédloga ao conjunto
w(z), denotamos esse conjunto de «(x) ou av — limite.

Nas 6rbitas podemos também analisar se ela tem pontos atratores e repulsores.



Defini¢do 7 Dizemos que um conjunto A C M é invariante se f(A) C A.

Exemplo 3: Note que 6rbitas periddicas e pontos fixos sdo exemplos de conjunto invariantes.

Definicao 8 (Atratores) Dizemos que um conjunto A C X ¢ atrator para um ponto x se
f(A) = A, ou seja, é um conjunto invariante para f, e a 6rbita de = se aproxima de pontos
de A.

lim d(f"(x),A) — 0

n—oo

Exemplo 4: Seja a transformagéo f(z) = /x, tal que f estd definida em X, vamos observa
se a Orbita de f tem atratores ou repulsores.

f(z) = vax,Vz € [0,1]

Como foi observado no exemplo (2), 0 e 1 sdo pontos fixos da orbita da transformacao
f. Se admitimos um 0 < z < 1, vamos notar que a Orbita estd convergindo para um limite
apds um certo periodo n quando n — 400, note que, a drbita vai convergindo para o ponto
fixo 1(um). E se admitimos > 1, também vamos notar que a 6rbita € atraida pelo ponto fixo
1(um), ou seja, o ponto fixo 1 € atrator da 6rbita da transformacao. Dessa forma classificamos
o ponto 1 como um atrator da 6rbita da transformacao f.

Definicao 9 O conjunto de pontos cuja as 6rbitas aproximam-se de A € chamado de bacia de
atracao.
B(A) ={z € X : lim d(f"(z),A) — 0}
n—oo

Se f tem inversa, podemos de forma andloga observar se a Orbita tem atratores quando a
orbita vai para o passado. Se lim,, ., d(f"(x), A) ndo existe dizemos que a sequéncia de f"(x)
diverge para +o00, ou seja, temos que z € um ponto repulsor. De forma generalizada todas as
Orbitas converge para um ponto fixo atrator, mas nem sempre isso € verdade, temos o seguinte
resultado.

Definicao 10 Seja x um ponto periédico de primeiro periodo igual a n. O ponto x € hiperbdlico

e |(f")(x)] # 1.
Definicao 11 Dizemos que z um ponto periédico hiperbdlico de periodo n é:
1. ponto atrator, se 0 < f'(x) < 1
2. ponto repulsor, se f'(z) > 1
3. Foco atrator, se —1 < f/(z) <0
4. Foco repulsor, se f'(z) < —1

Quando f'(x) = £1 ndo podemos afirmar nada pois nesse ponto ele pode assumir as
caracteristica tanto de atrator como repulsor. Seguindo esse resultado no exemplo anterior para
determinar a natureza do ponto fixo 1, basta tomar sua derivada para dizer se € ponto atrator ou
repulsor em vez de fazer n iteracoes.

A parti dessas nocoes iniciais € possivel entender exemplos basicos de Sistemas Dinamicos
e até algumas aplicacdes como a que serd abordada a seguir.



FERRADURA DE SMALE

A Ferradura de Smale trata-se de uma transformacgao topolégica que fornece uma base
para o entendimento das propriedades cadticas dos sistemas dinamicos a motivacao para Fer-
radura de Smale foram resultado da conjectura de Poincaré (método da secao de Poincaré)
na qual, se supomos uma superficie M/ C R" e tendo uma transformacdo f : M — M da
superficie que vai nela mesmo.

Definicao 12 Uma fun¢do f : X — Y € uma transformagdo topoldgica se, para todo o con-
junto aberto U C Y, o conjunto f~!(U) é um conjunto aberto em X. Em outras palavras,
uma transformacao entre dois espacos topologicos X e Y € uma transformacdo que preserva a
estrutura topoldgica.

A segdo de Poincaré ¢ uma transformagdo do tipo P : ), — >, ela também pode
ser chamada de mapa de retorno, de forma que, adotando um ponto qualquer de uma 6rbita
periddica e passa uma secdo transversal na direcdo do fluxo da 6rbita, na qual, se assumir uma
vizinhanga ) _ contida dentro da Secdo transversal, qualquer ponto de ) se aproxima da érbita
periodica, em algum iterado ela retorna na secdo transversal, dessa forma, Poincaré observou
que em um sistema é possivel recuperar diversas propriedades do sistema estudado através do
mapa de retorno.

Com isso Smale usando a ideia supds, se dado um quadrado e iterando ele vamos obser-
var a seguinte dindmica.

Sejam H;, para todo j € [0, 1] duas faixas horizontais e V;, para todo j € [0, 1] duas
faixas verticais. A transformacgdo Ferradura f : M — M ela contrai linearmente o quadrado
que na direc¢@o horizontal por um fator § < % e expande na direcdo vertical por um fator % assim
obtemos um retangulo que € dobrado na forma de ferradura e colocado sobre o quadrado () de
forma que, f(Q)) C B e que f seja uma contragdo de A tal que f(A), f(B) C A.

Figura 2: Evolucdo do Quadrado pela transformacao f.
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Fonte: Martins; Tiago Carvalho(2015, p. 9).

Portanto, a transformacgdo Ferradura de Smale transforma a regido M dentro de si propria.
Observe que f(M) C M eque f(D)ND = VyUV; e f é injetiva desse modo f~! com vista da
transformagdo f : M — M tem pré-imagem D N f~1(D) que consiste de dois retAngulos Hy e
H; sem perda de generalidade ao serem transformadas nas faixas V; e Vi ou seja f(H;) =V},
para todo j € [0, 1]. A largura de V; e V4 é § de tal modo como a largura de Hy e H.



Figura 3: Evolucdo do Quadrado pela transformacéo 1.
Dobra
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Fonte: Martins; Tiago Carvalho(2015, p. 9).

E iterando sucessivamente, teremos f2(M) C (@ consiste de quatro faixas verticais de
largura 62 ja f3(M) C Q tera oito faixas verticais de largura 3, e prosseguindo essa construgao
indutivamente teremos f"(Q)) N @ consistindo de n faixas verticais de largura §" e de forma
andloga obtemos a f~" (M) N Q.

Figura 4: Intersecdo das faixa H e V.
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Fonte: Ferreira; Fernanda Amélia; (2007, p. 190).

Fazendo a interse¢do das faixas horizontais e verticais obtemos um conjunto /X chamado
de Conjunto invariante que é o produto cartesiano do conjunto de Cantor C* x [0, 1] por um
intervalo de segmentos horizontais e verticais e se assemelhd a constru¢ao do conjunto de Cantor
de modo que, todas as interse¢des sao encaixadas, logo pelo teorema dos intervalos encaixados

K= Q) #0.

ne”Z
Seja >~ = {0, 1}% o espago das sequéncias infinitas bilaterais com entradas 0 ou 1 (esse

espaco tem sequéncias indexadas pelos inteiros), os elementos deste conjunto:
(...,0,0,0,0,0,...):(...,1,1,1,1,1,...):(...,1,0,1,0,1,0,...)

qual o acento circunflexo marcar qual é o 0-ésimo elemento da sequéncia, Smale fez a seguinte
construcdo usando uma conjugacgao topoldgica entre a transformacao Ferradura e a transformacao
de deslocamento (Shift) o.

Defini¢ao 13 Sejam (X, f) e (Y, g) sistemas dindmicos e X, Y espacos métricos. Dizemos que
uma fungdo 7 : X — Y é uma semi-conjugacédo do sistema (X, f) para o sistema (Y, g) se é
uma fungdo sobrejetiva, continua e satisfaz a relacdo comutativa m o f = g o 7, caso 7 seja
também € investivel e sua inversa seja continua, dizemos que ¢ uma conjugacao.

Proposicao 1 Sejam (X, f)e (Y, g) sistemas dindmicos e 7 : X — Y uma fungdo satisfazendo
mo f = gom. Entdo para todo natural n > 1, vale arelagcdo w o f™* = ¢g" o 7.

Demonstracao: A propriedade claramente vale para n = 1 ent@o, por indu¢cdo matemadtica,
supondo que vale para n — 1 temos que, por hipétese m o f*~ ! = g" Lo,



moft=g"om

]
Um fator a se observa na conjugacao entre dois sistemas € se o sistema inicial tem Orbita
periddica, entdo sua imagem pela conjugacdo também tera Orbita periddica.

Proposicao 2 Sejam (X, f) e (Y, g) sistemas dindmicos e 7 : X — Y uma conjugacio entre
eles considere x € X. Se x tem Orbita periddica de periodo n em X entdo 7(x) também terd
orbita periddica de n em Y.

Demonstracio: Seja x € X tal que © = f"(z)

7T(96) ("

Definicao 14 A transformacao deslocamento € a funcao
o= Z — Z definida por
1 2
o(...505182...) =0(s182...).

Exemplo 5: Note os iterados pela transformacgao deslocamento:

(...,0,0,0,...)=(...,0,0,0,0,...)
(...,0,1,0,1,0,1,0,...) =(...,0,1,0,1,0,1,0,. ..

)
vejaque (... ,0,0,0,... ) é ponto fixo enquanto (..., 0, 1,0,1,0,1,0,... ) € um ponto de periodo
2.
Segue dois resultados importantes:

Proposi¢io 3 0 =), — >, é continua.

Demonstracao: A demonstracio pode ser verificada em Gelfert (2017, p. 4). ]
Proposicao 4 segue

a) p"(o) =2",p" (o) = pontos periddicos de periodo 7.



b) p(o) =22,

c) Existe uma orbita densaem ) ,.

Demonstracao: A demonstracdo pode ser verificada em Gelfert (2017, p. 4). |
Defini¢do 15 Seja = € [0,1] = I. Considere os intervalos I, = [0,1),]; = [3,1). Observe

que Iy e I; ddo uma partigdo, pois Iy U I; = [0,1] e Iy N [; = (). Definimos o Itinerdrio como
i: K — ), pega um ponto no conjunto invariante e associa a uma sequéncia.

i:K—>Z

Tr — Z(JZ) = (xn)n€Z7 onde Ty =

Ose [f"el

lse f"el;.

Exemplo 6: entdo
0se [fl(x) €I

r_q1 =
lse f~l(x)e L.
Ose ze€l
o =
1se =z € l.
Ose f(z)ely
T, =
Ise f(x)e .
0se f3(z) €y
Ty =

lse f*z)€l.

Dessa maneira, os ponto de () nunca sai fora do conjunto desde que esta em K, entdo
Smale associa esse mapa e denomina de Itinerdrio. Entender a dindmica de f analisando o mapa
itinerario surge a seguinte pergunta

i( (o)) = oy = i(m)

O0se f(f(x)) €l
i(f(r1)) = = f2(37) = Ty = i(22)
Lse f(f(z)) € L.

e portanto temos que
i(f(z)) = (xny1) = o(x)(operrador Shift)

Sendo assim a equacdo ela tem a seguinte relacdo ¢ o p = o o i, e chama-se equagdo de
conjugacao.



Observagdo: Se existe uma Orbita periddica para p"(z) = z, quando aplicamos o iti-
nerdrio, teremos uma 6rbita periddica para shift o™ (i(z)).
Observagdo: Se ¢ admite inversa j(z) = ¢~ () temos

poj=joo
1sso nos diz que, se temos uma Orbita periddica para shift entao

o"(x) =z = j(x) =p"(j(x))

portanto se mostrarmos ¢ que € inversivel entdo a busca por infinitas orbitas peridticos para
ferradura € equivalente a infinitas periddicas para shift.

Exemplo 7: Orbita periddica de periodo n = 1

(...,0,0,0,...) a(xg (...,0,0,0,0,...)

Exemplo 8: Orbita periédica de periodo n = 2

(...,0,1,0,1,0,1,0,...) p(a(x)g (...,0,1,0,1,0,1,0,...)
(...,0,1,0,1,0,1,0,...) p*(o(z)) (...,0,1,0,1,0,1,0,...)

CONSIDERACOES FINAIS

De um modo geral, neste trabalho fizemos um estudo sobre uma classe de Sistemas
Dinamicos apresentando uma teoria com potencial de descrever a imprevisibilidade e fornece
base para o entendimento de sistemas cadticos através de uma forma geométrica. Neste con-
texto, a partir da dindmica simbdlica, conseguimos extrair propriedades importantes sobre
a Ferradura de Smale como existéncia de pontos periddicos, Orbitas densas e sensibilidade
as condicoes inicias (caoticidade do sistema).Em contextos mais complicados a constru¢cdo
da dinamica simbdlica € util e em muitos casos imprescindivel para podermos analisar as
dindmicas em questdo, como € o caso da préopria Ferradura, especialmente se tratando de propri-
edades basicas como transitividade e existéncia (ou nimero) de pontos periddicos, pois uma vez
tendo estabelecido uma conjugacdo topoldgica entre dois espagos, sendo um deles um espago
shift, de forma que, todas as propriedades e resultados obtidos na dindmica simbdlica podem
ser transportados para o outro sistema dinamico em questao via conjugacdo, neste caso para
a Ferradura, o que torna a dindmica simbdlica uma 6tima ferramenta para o entendimento de
certos Sistemas Dinamicos.

Portanto, o estudo presente vem abordar um pouco da no¢do de uma teoria nem tanto
trivial que pode ser eficiente para aplicacdes de forma que um sistema desconhecido pode ser
estudado através de um j4 existente, além de ser rico, para o entendimento inicial de sistemas
caoticos.
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