UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E NATURAIS

Comparacao de Métodos Numéricos em Modelos
de

Movimento Browniano

Felipe Pinheiro da Silva Junior

Para
2021.02



FELIPE PINHEIRO DA SILVA JUNIOR

Comparacao de Métodos Numéricos em Modelos
de

Movimento Browniano

Trabalho de Conclusao do Curso, apresen-
tado & Faculdade Fisica do Instituto de Ci-
éncias Exatas e Naturais da Universidade Fe-
deral do Par4, para obtencao do Grau de Ba-
charel de Fisica

Universidade Federal do Para — UFPA
Faculdade de Fisica

Orientador: Prof.Dr.Fabricio . Potiguar

Belém-PA
1 de junho de 2021

2015, v-1.9.5



Dados Internacionais de Catalogacéo na Publicacdo (CIP) de acordo com ISBD
Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal do Para
Gerada automaticamente pelo médulo Ficat, mediante os dados fornecidos pelo(a)
autor(a)

D111c da Silva Junior, Felipe Pinheiro.
Comparacao de Métodos Numéricos em Modelos de
Movimento Browniano / Felipe Pinheiro da Silva Janior. —
2021.
xii,43 f. . il. color.

Orientador(a): Prof. Dr. Fabricio Queroz Potiguar

Trabalho de Concluséo de Curso (Graduacgéo) -
Universidade Federal do Par4, Instituto de Ciéncias Exatas e
Naturais, Faculdade de Fisica, Belém, 2021.

1. movimento browniano, métodos numéricos.Euler,
Runge-Kutta,matéria ativa. I. Titulo.

CDD 530.13




FELIPE PINHEIRO DA SILVA JUNIOR

Comparacao de Métodos Numéricos em Modelos
de

Movimento Browniano

Trabalho de Conclusao do Curso, apresen-
tado & Faculdade Fisica do Instituto de Ci-
éncias Exatas e Naturais da Universidade Fe-
deral do Para, para obtencao do Grau de Ba-
charel de Fisica

Data da aprovagao: / /

Banca Examinadora:

Prof.Dr.Fabricio Q. Potiguar
Orientador

Pr.Dr.Marcelo Costa de Lima
Convidado 1

Pr.Dr.Maria Liacia de Moraes Costa
Convidado 2

Belém-PA
1 de junho de 2021

2015, v-1.9.5



Resumo

O presente trabalho é o estudo da comparacao de métodos numéricos estocasticos em
modelos de movimento browniano, dentre eles matéria ativa. Matéria ativa consiste num
conjunto de fenomenos fora do equilibrio em que h& movimentos de particulas auto-
propelidas gastando sua propria energia interna. E bem sabido que sistemas fora do
equilibrio apresentam certa complexidade em suas propriedades. No contexto de simu-
lacao, queremos estudar a utilizacao de diferentes métodos numéricos, no caso Euler e
Runge -kutta, para diferentes medidas e comparar suas performances (precisao e concor-
dancia das medidas, bem como tempo de execugao dos célculos) em medidas de difusao

e corrente de particulas (velocidade média).

Palavras-chave:movimento browniano. métodos numéricos. Euler.Runge-Kutta. maté-

ria ativa






Abstract

The present work is the study of the comparison of stochastic numerical methods in
models of Brownian motion, among them active matter. Active matter consists of a set
of phenomena out of equilibrium in which there are movements of self-propelled particles
expending their own internal energy. It is well known that out-of-equilibrium systems
have some complexity in their properties. In the context of simulation, we want to study
the use of different numerical methods, in the case of Euler and Runge-kutta, for different
measures and to compare their performance (precision and agreement of the measures, as
well as time of execution of the calculations) in diffusion and current measures of particles

(average speed).

Keywords: brownian motion. numerical methods. Euler. Runge-Kutta. active matter
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1 Introducido

O Movimento Browniano foi estudado e documentado primeiramente pelo holan-
dés Jan Ingenhousz em 1785, em um experimento envolvendo um grao de carvao mineral
em solucao de alcool. No entanto, foi s6 em 1828 numa publicacao do botanico Robert
Brown que o movimento teve nome, quando ele observou um deslocamento erratico do
grao de polen sobre um fluido em equilibro térmico. Em 1905, Albert Einstein foi ou-
tro que contribuiu e explicou o movimento browniano por meio de seu artigo, onde ele
buscou explicar o movimento chegando na equacao da qual ele poderia medir o ntimero

de Avogadro, indo no caminho para reforgar a hipotese atomica da matéria (KLAFTER,;
SHLESINGER; ZUMOFEN, 1996; WIKIPEDIA, 2021).

A matéria ativa é caracterizada por individuos auto-propelidos, sendo que cada
um converte a sua energia armazenada ou energia livre presente no meio para o seu
movimento erratico. A interacao das particulas com a outras possui forte correlacao
com o movimento coletivo. Sendo assim, segue-se alguns exemplos de matéria ativa:
movimento em suspensao de bactéria subtilis (SOKOLOV; ARANSON, 2012), voo de
passaros (CAVAGNA; GIARDINA, 2014), cristalizacao (RIBEIRO; POTIGUAR, 2018)
cardume de peixes e cole¢oes de robors (TOSCHI; SEGA, 2019; SCHALLER et al., 2011;
BORBA et al., 2020).

Diferentemente de muitos casos familiares de sistemas fora do equilibrio na fisica
estatistica, para a matéria ativa o fluxo de energia que faz com que o sistema saia do
equilibrio é local. Isto ¢, cada particula consome e dissipa a energia que atravessa um
ciclo que geralmente causa o movimento da particula. Segundo (SCHALLER et al., 2011),
sistemas ativos apresentam propriedades fora do equilibrio interessantes como estruturas
emergentes com o comportamento coletivo diferente dos individuos presentes, bizarras

flutuagoes estatisticas, oscilagoes sustentadas mesmo na auséncia da inércia.

Devido a grande quantidade de propriedades universais para sistemas de diferentes
escalas, podemos classificar matéria ativa em um pequeno ntimero de classes universais
para sistemas vivos. Vamos considerar quatro classes de acordo com a quebra de simetria
da orientacao de fase e tipo do amortecimento. Para quebra de simetria: objetos alongados
e autopropelidos sao, em geral, polares com a distincao de head e tail podem estar em
fase polar ou em fase nematica. Em fase polar os objetos sao orientados em média em
uma direcao, é casos dos peixes e rebanhos de ovelhas. Na fase nematica, pode ser obtida
em duas formas, os objetos autopropelidos sao orientados aleatoriamente em head-tail
e estando em paralelo ou sistemas constituidos por particulas autopropelidas mas com

a orientacao head-tail simétrica, como os melanécitos na distribuicao do pigmento da



pele (KEMKEMER et al., 2000)(SCHALLER et al., 2011).

Em um fluido, ativo ou nao, que o amortecimento esta relativo no movimento das
vizinhancas o momento total é conservado. Mas para um sistema em contato com um
subtrato, que resiste a ficar em repouso na superficie ou entre duas paredes préximas, o
arrasto do substrato é dominante, o momento total ndao é conservado. Assim, particulas
ativas em um fluido com viscosidade 7 e constante de fricgao v podem ser descritos como
sistemas com ou sem conservac¢ao do momento, dependendo da densidade de particula e
da escala de interesse (SCHALLER et al., 2011).

Para a natureza do amortecimento: quando as interacoes do solvente hidrodi-
namico sao importantes, a dindmica do fluido em suspensao deve ser incorporada no
modelo. Assim, devemos desenvolver a descricao da suspensao das particulas ativas e do
fluido, com conservagao total do momento. Modelos que descrevem sistemas com conser-
vacao de momento sao denomindados de went. Haja vista que, podemos desprezar as

agoes do fluxo do fluido quando a escala espacial de interesse é muito grande comparado
\/§ (SCHALLER et al., 2011).

Em fluidos desprovidos de reagoes quimicas, basta apenas apresentar o coeficiente
de fricgao, dai as particulas irao transferir momento para o fluido, esse conjunto fluido-
particulas pode ser modelado como um sistema super-amotercido e sem conservacao do

momento, denominado de dry (SCHALLER et al., 2011).

A exemplo disso, a revoada de pombos e rebanhos de animais em um cercado
pertencem a essa classe dry. Nesses casos podemos considerar o substrato nao explicito,
diferentemente de substratos em vidro que contém bactérias. O modelo que obteve grande

éxito para descri¢ao de animais "grandes" (ovelhas, passaros, etc..) foi o modelo de Vicsek.

O modelo de Vicsek (MV) foi proposto em meados de 1995 por (VICSEK et al.,
1995) e possui certa semelhanga com o modelo de Ising para fermions em equilibrio. Nesse
modelo, dado um aglomerado de particulas, cada uma determina sua direcao através da
média das diregoes das particulas vizinhas mais um ruido (GINELLI, 2016) (GINELLI,
2016).

O modelo do Movimento Browniano Angular(MBA) proposto por (FILY; MAR-
CHETTI, 2012), considera um grupo de particulas brownianas em que cada uma, possui
uma velocidade intrinseca que segue uma regra dada por um ruido gaussiano. E impor-
tante salientar que pode-se gerar esse modelo através do movimento browniano normal
(MBN). A equagao que rege os dois modelos de movimento((MBA) e (MBN)) ¢é a equagao

de Langevin.

Nesse trabalho a equagao de Langevin seré utilizada para resolver alguns proble-
mas que serao propostos. Sendo assim, o objetivo é fazer uma comparacao de métodos

numéricos estocasticos utilizados para integrar a dinamica dos modelos sendo eles: Euler



e Runge-Kutta de segunda ordem (HONEYCUTT, 1992) . Em principio, comegare-
mos pelo modelo do Movimento Browniano Normal(MBN) e em seguida pelo Movimento

Browniano Angular (MBA) descrito por (FILY; MARCHETTI, 2012).

Nas simulagoes serao medidos a desvio médio quadratico (DMQ) e velocidade mé-
dia do sistema. As medidas serao plotadas em fungao do tempo no intervalo de interesse.
Usaremos como parametros a constante de friccao v, intensidade do ruido normal 7 e

intensidade do ruido angular 7.

No sistema ativo que ao serem adicionados certos objetos geométricos ha uma
quebra da invariancia translacional e o consequente surgimento de uma corrente liquida
de particulas. Nesse sentido, o modelo (MBA) sera interessante no contexto de transporte
de particulas na presenca de de um objeto assimétrico. Nessa parte usaremos como base

o estudo do transporte de particulas ativas em meio a objetos assimétricos fixos feito por
(BORBA et al., 2020).

Portanto, esse trabalho dividiu-se em quatro capitulos, sendo o primeiro referente
a este momento introdutorio. No segundo capitulo, apresentaremos os modelos e algumas
de suas solugoes teodricas. No terceiro capitulo, cabera a apresentacao das simulacoes, dos
parametros e dos resultados, com suas respectivas anélises. No quarto capitulo, faremos

a conclusao e com algumas pretensoes futuras do trabalho.






2 Abordagem Teodrica

Nesse capitulo, comegaremos pelo o estudo do (MBN). Em seguida, pelo estudo
do (MBA). Finalmente, apresentaremos os algoritimos numéricos: Euler e Runge-kutta

de segunda ordem.

2.1 Solucdo da Particula Browniana Livre

O movimento browniano é um fenémeno da escala macroscopica a qual reflete
a natureza microscopica. Este fendmeno é observado em equilibrio térmico, no entanto
ha uma agitacdo irregular da particula (REICHL, 1999). O movimento browniano é
um processo, o qual envolve uma quantidade grande de particulas, fora do equilibrio
inicialmente, mas que decai para estado de equilibrio. Um outro aspecto deste fenémeno,
que os sucessivos choques aleatoérios causam em média dois tipos de consequéncias. A
primeira delas, é que, as particulas do meio agem como uma "forca eletromotriz", ou
seja, os constituintes do fluido mantém constantemente o movimento erratico. A segunda
parte, é que as moléculas geram a forca de arrasto da equacao do movimento. O primeiro
trecho se refere ao um evento sistematico e o segundo, a parte randdémica. Portanto, exite
uma relacao entre a forca de arrasto e a aleatoria. Tal caso é a manifestagao do Teorema
da flutuagao-dissipagao (KUBO, 1966).

Podemos descrever a particula browniana a partir da Segunda lei de Newton com
uma forca de arrasto de Stokes, proporcional & velocidade da particula, mais um ruido
gaussiano. Tal descrigao anterior é realizada através da equacao de Langevin (REICHL,
1999; KUBO, 1966).

Seja uma particula de massa m e de raio a, em um fluido constituido por particulas
menores de massa depressivel comparado a massa m da particula. Usaremos como base de
nossas as referenciais (POTIGUAR, 2019; REICHL, 1999). Suas equagdes de movimento,

Langevin, sao;

(), (2.1)

1
:_lg+_
m m

di(t)
== =), (2.2)

onde v = 6mna é coeficiente de friccdo do fluido, ¥(t) é o vetor velocidade da

particula em certo tempo t, 7(t) é vetor posi¢ao da particula no instante ¢t e £(t) =

(&1(t), &2(t), &5(t)) onde &;(t) é nimero aleatorio chamado de ruido gaussiano devido as



suas propriedades estatisticas descritas abaixo pelas equagoes (2.3) e (2.4).

(&i(t))e =0, (2.3)

(&i(t1)&i(t2))e = Td(ta — th). (2.4)

Onde a notacao <>; expressa a média na distribuicao de probabilidade da re-
alizagao da variavel £ e T' é o ruido gaussiano. Note que, equagao (2.3) reflete o fato
do fendémeno se marcoviano, pela presenca da funcao delta que implica uma correlacao

apenas instantanea.

Aqui iremos realizar uma simplificagao. O problema tridimensional pode ser re-

solvido apenas para uma destas direcoes, pois o espago é isotropico.

Na literatura existe uma quantidade consideravel de métodos de resolucoes de
equagoes diferenciais. Nesse trabalho a abordagem escolhida para o problema sera a

transformacao de Laplace, definida na relacao matematica;

F(f(1) = / " ftye (2.5)
Onde s € R .

Assim teremos os seguintes passos;

F(2D) = (- oty + 2et0) (2:6)

Supondo vy seja a velocidade no tempo ¢ = 0 e tomando V := F(v(t)), E =

[

F(&(t)) para simplificar a expressao. Segue que;

1 =
Ve 04— . (2.7)

(s=73) m(s—3)

Usando um dicionario de fungoes imagem, tem-se;

vt) = F! (Qf—ol)) 4 %J—"l (ﬁa) (2.8)

m

Note que, hé duas parcelas na equagao (2.8). A primeira ]:—1((;_01)) = ype mb e

m

a segunda é dada pelo teorema da convolugao ;

(f % g) = / f(r)gls — r)dr. (2.9)



Onde escrevemos = F ! <ﬁ5> =1 (f_l E)*F (5) ) Assim, teremos para v, (t)

Y

v, 1! y
v, (t) = voe m' + —/ drem=Te(T). (2.10)
m Jo

Obteremos a relagao para z(t) fazendo uma relagdo com as equagoes (2.1) e (2.2),
aplicando a transformada de Laplace junto com (2.9). Assumindo que em ¢ = 0 a posigao

POSSa se expressa como Ig .

;(df;it)> = F(va(t)) = sX(s) —2(0) = V(s). (2.11)

Onde podemos obter a forma algébrica de V (s) pela relagao (2.7),

X(s) = s(sl—}ﬁl) +%s(sil) +%' (2.12)
Ou seja;
FUX(s) = F! (ﬁ) + %Fl (ﬁ) + 2 F! (é) (2.13)

usando o método de decomposi¢ao em fragoes parciais no primeiro item do lado direito

da relagao (2.13) podemos chegar que,

() ) g L
o) =+ F ( ) w F ) F ( (2.14)

(s+ L) s s(s+%))'
O segundo e terceiro termos de (2.14) sao solugoes bem conhecidas da literatura.
Resta calcular o quarto termo de (2.14), dentre as muitas formas de calcular podemos

proceder aplicando o teorema da convolucao duas vezes tendo em mente que F~* (%) =1,

F1 <1/(8 + %)) — e mlte F (E(s)) = £(t). Aplicando a primeira vez para calcular

F1 <1/s(s - %)) =F! <%> * .7-"’1<1/(s + %)) = f; drle ™ = 21— e~m') e segunda
para F ! (E) * F 1 <1/s(s + %)) =7 fot dr(1 — e m®7)E(7). Assim, teremos para z(t)
a expressao;

w(t) = 7o + Uo% (1 - e’%t) + % /Ot dr (1 - e*%@*ﬂ) £(7). (2.15)

Note que, tanto (2.10) quanto na relagao (2.15) ha uma dependéncia na variavel
aleatoria. Se uma funcao depende de uma termo aleatorio esta é aleatoria. Resta calcular
os momentos da posi¢ao e velocidade. Fagamos primeiro para v,(t) no sentido de obter a
correlagao de velocidades em dois tempos distintos. Para tal basta aplicar <>¢ em ambos
os lados em cada uma das equagdes para dois tempos diferentes (¢; e t2) e leva em conta

as relagoes (2.3) e (2.4). vejamos para correlacao da velocidade a seguir.

F to t1
(va (t2)va(t1))e = vge m2H1) 4 — / dry / dr8(ry — 7p)em M em TR (2.16)
m Jo 0



aqui pode-se usar a propriedade de filtragem da delta de Dirac na integral e ainda tomando

ty > t1. Assim se obtém expressao (2.17).

r 5 r )
Vg (to) v, (T = (02— —— ) e mtetth) 4~ c-gla—ta], 2.17
(ltwyen(t))s = (8- 5 ) — 217

E possivel determinar o caso do qual a particular esta equilibrio com fluido. Pri-
meiro caso serd para correlagdo de velocidade em (2.17). Segundo (REICHL, 1999), se
uma particula browniano esta em equilibrio (isto é, no limite de tempo infinito, tie to
— 00), entdo a correlagao de velocidade depende apenas de |ty — ¢1]. Segue a equagao

(2.18).
T

= “mlta—tal, 2.18
vm® (2.18)

({va(t2)ve(t))e)r

Onde a notagao ()r ¢ o limite do equilibrio que leva em conta os termos em ¢ de maior
relevancia para tempos grandes. A partir da (2.10) pode-se obter a velocidade média e o

desvio quadratico médio. Segue entdo utilizando (2.3) e (2.4);

(e (t))e = Tp(t) = U (t) = voe™ ™! (2.19)
‘ _ 9 mI o7y
([v2(t) — v (t)]7)e = g(l —e mh). (2.20)

Pelo teorema da equiparticao de energia, cada grau quadratico deve corresponder
a meio de KgT, onde, Kp é constante de Boltzmann e T' é temperatura absoluta. Entao

no limite difusivo, tém-se as seguintes expressoes;

lim v0,.(t) = 0; (2.21)
t—00
2KgT
: 9, _ 2Kl
Jim ([ (1)) = 22T (2.22)
das expressdes (2.20), (2.21) e (2.22) obtém-se a relagio I' = ZEEIT este resultado

mostra conexao do comportamento microscopico e macroscopico da matéria. A medida
da temperatura, que é uma medida macroscopica, pode ser usada para calcular a energia

cinética média da particula browniana.

Um outro resultado bastante interessante é variacao da posicao relagao a situagao
inicial e a posi¢ao média. Para tais, basta usa (2.15) , (2.4) , (2.3) e tomando o fato de
que (z(t)€(t)) = 0 . Segue entao a equagao (2.23) e (2.24).



(Jz(t))e = w0 + UO%@ . e—%t). (2.24)

Aplicando o mesmo argumento de equilibrio para a equagao (2.15), segue a seguinte

relagao em (2.25).

oy LMy
((5(0) — 2o?)er = 2 {t "1 >] (2.25)

Vejamos dois limites extremos no tempo para o desvio médio quadratico. Note
que o termo e~ ' na equacio (2.23) pode se expresso em termo de uma série de Taylor

conforme a relagao (2.26).

2 3
_ay Y, 1Y 1
em=1——t+—-——t"— —=—t"+.... 2.26

m * 2!'m? 3!'m3 + ( )
Parat << my~!, ou seja para tempos suficientemente préximos da situacao inicial,

o desvio fica proporcional ¢*(limite balistico);

Fth _ KBT

- 2. 2.27
2 - (2.27)

([2(t) — wo]*)e =

Para t >> m~y~! desvio médio quadrético fica proporcional ¢,

(lalt) = zo)e)r = =5t = = 2. (2.28)

Note que na equagao (2.28) é possivel calcular a constante de Boltzmann,, da qual
relaciona o comportamento macroscopico e microscopico da matéria. Este resultado é a

assinatura tipica de fendémenos difusivos.

2.2 Solucdo da Particula Browniana Harménica

Em sistemas de particulas da qual ha um campo de forca, é necessério inserir uma
alteracdo na equagao (2.1). Nessa questdao vamos nos restringir para forgas conservativas.

Segue entdo a expressao em (2.29).

dv v 1= 1 -~

= L5 YU(P) + —£(t 2.29

=Ly YU + e (2:29)
Onde F = —VU (7) expressa o fato de existir um campo conservativo no sistema.

Vejamos uma caso especial unidimensional com for¢a conservativa dado pela expressao

F(z) = —kx(t), onde k ¢ numero real positiva chamado de constante elastica. Segue as
equagoes (2.30) e (2.31).

= —'v —wlz(t) + %f(t) (2.30)



dx(t)
— =v(?). 2.31
AL (2.31)
Em que w} == £ e 4" := L. Tomando X(s) := F{z(t)} , V(s) :== F{v(t)}
e E(s) == LF{(t)} segue as equagdes no espago de configuragoes (2.32) e (2.33). E

estamos interessados no caso amortecido normal, isto w3 > v%/4.

(s+~)V(s) + wWiX(s) = vy + Z(s); (2.32)
sX(s) —V(s) = xo. (2.33)
Donde segue;
s(vo + Z(9)) Wiz
Vi(s) = : 5 ; B 2.34
T - G IR HG- ) .
X(S) — @ + (UO + E(S)) o ngo (235>

’ /2 ! /2
SRR sl 3+ (- 5]
Usando o dicionario de imagem de fungoes teremos;

/

2wt DI
v(t) = voe” =t cos(wit) — ( WO% +U07) 7

e 2 sin(wst)+

m/g om it {cos(wl(t—f))—;—QSm(wl(t—T))}dT (2.36)

wq

/

%tsin(wlt) e

z(t) = (vow® + 2vp)e cos(wit)+

m/f x-S T) ) )

w1

+ xge
w1

!

2 o . .
Onde w? = w? — 1, para simplificar a expressao. Tendo isso resta calcular os valores

médios para equagoes (2.36) e (2.37). Usando a relagao (2.3), segue a média da variavel

x(t).

/

((t)e =2ty =e %" {(fcw' + 2u9) 221

2&)1

+ cos(wlt)} . (2.38)

Para variancia do processo basta fazer x(t) — x(t) elevar ao quadrado e aplicando ()¢ na

equacao.

<h@—ﬂﬂ§;7£%ﬂ@—a“Qﬁ+ﬂﬁ%@ﬁhwﬁ—§wwmmﬂ
(2.39)



Para o limite difusivo da equagao (2.39), teremos;

<[m(t) —%DT = lim < [a(t) - MDg _ :1”5% (2.40)

Outrossim, é interessante obter a velocidade média da particula. Com a equagao (2.36) e

(2.3) obtém-se a expressao (2.41).

[vows cos(wit) — (2wizo + vow?) sin(wit)] . (2.41)
w1

Do mesmo modo como se fez para calcular a dispersao da posi¢ao pode-se fazer

para a velocidade da particula. Segue a expressao.

'kpT [4w? 'y 4
175 [ f;l +e 7t (”y cos(2wit) + 2wy sin(w;t — %))} (2.42)

(fv(t) = o()])e =

dmw?

2.3 Movimento Browniano Angular

Seja uma particula ativa sobre um liquido viscoso, dotada com uma forga intrinseca
f= folcos @,sin 6] e sofre a acdo da forga ﬁ(r) = —ﬁU(T). Seja ~ grande o suficiente
para que a velocidade da particula va para o estado estacionério instantaneamente. Desta
maneira na equagao (2.29) o termo d” ~ 0. Assim, A nova representacao desse fendmeno

bidimensional;

—

T = w e+ F) + 80, (2.43)

Onde vpp = vp(cos 0z + sinBy) é a velocidade mtrmseca da particula, sendo vy = fo/v e
& um numero aleatorio. E seja esta dotada com momento de inércia I e sofra a agao do

torque viscoso de constante a’, um torque externo M(t) e outro aleatério ju(t). Fazendo

a consideragao do caso super amortecido, ou seja, i—‘: ~ 0;
a M 1
— = —+ —ult 2.44

Onde, para a variavel aleatoria p(t) temos as seguintes equagoes.

(u(t))e =0 (2.45)
e ainda;
(u(t)p(t2))e = no(ty — t2) (2.46)

Vejamos para caso M(t) =0 e F= 6, ou seja, o caso da particula livre. Assim, a equagao

(2.44) é resolvida facilmente. Segue;

0(t) = 0o + /Ot p(r)dr. (2.47)



Das equagoes (2.45) e (2.46) Segue, entao.
(0(t))n = 0o (2.48)

e ainda;
(p(t)p(t2)), = 2nt. (2.49)

Vamos assumir a seguinte funcao de distribuicao de probabilidade gaussiana tenha para

0(t), a qual pode, facilmente, ser mostrada como a solugao da equagao de Fokker-Planck.

1 _(8()—69)°
\/We ant (2.50)

Aqui sao necessarios os valores médios de cosseno e seno. Segue o primeiro caso. Faz-se;
(cos[B(t)])g = (cos|O(t) — by + bp])g. Assim, tem-se.

PO,t) =

(cos|O(t) — Oy + bp])g = (cos[O(t) — Bo])e cos[0] — (sin[0(t) — Oo])g sin[by] (2.51)

Como a seno é impar, entao o segundo termo se anula. Assim, resta calcular o primeiro

termo. Fazendo uma expansao, teremos:

cos[fo] [T x?  xt af _(0-0p)°
(cos|O(t) — Op])g cos|By] = \/4[_(;] /_OO dx [1 TR ol ™ (2.52)

onde x = 0 — 6y. Para os momentos pares podem ser escritos da seguinte forma;
(P)g = 1.2.3....2n — 1){2*)7 = 1.2.3....(2n — 1)(2nt)". (2.53)
Assim, temos;

(cos[0(t)])e = cos[bp] |1 — nt + (772?2 — (7?;)3 — ...| = cos[fp]e". (2.54)

Note que, na equagdo (2.54) vale apenas para uma dada condigdo inicial 6,. Para torna
isto num aspecto mais geral basta fazer a média sobre todos os valores iniciais. Sendo
que, nao seria uma perda de generalidade impor uma distribui¢ao uniforma entre 0 e 7.
Assim;

(cos[f(t)])e = 0. (2.55)

Formula semelhantes temos para a média de seno. Ou seja, escrevendo ([sin[0(t) —
0o + 6o]])e = (sin[0(t) — bp])g cos[by] + (cos[0(t) — Bo])e sin[fy]. Note que a primeira parcela

se anula, pois, é impa, e a segunda basta usar (2.54). Entao tem-se (2.56) .

(sin[0(t)]), = sin[fple ™. (2.56)



Finalmente pode-se calcular os momentos as quais temos interesse. Sao eles da posicao e

desvio em relacao a situacao inicial. Segue o primeiro caso.

(r(®) = 7o + —A(l —e M. (2.57)

Este resultado depende de 6, através do versor p. De fato, na média, ele é o versor na
dire¢ao inicial. Aplicando a média sobre 6y, teremos que a média da posicao é igual &
posicao inicial, o que é esperado, pois, a velocidade nao implica em deslocamento no

regime superamortecido.

Agora o segundo momento. Para tal, basta fazer 7(t) — 7 e fazer produto interno

deste vetor com ele mesmo. Segue.

([7(t) — 7o) = o7 / / {cos[B(t1)] coslB(t)])
+ (sin[f(t;)] sin[0 //5 t1) - E(t2)dt dty.  (2.58)

Onde os termos da primeira integral sao calculados fazendo a mudanga de variével
para a diferenca de tempo to — t; = At e toma-se esta diferenca como constante. Assim
teremos;

(cos[A(t1)] cos[B(t2)]),, = cos?[Gy]e "4 (2.59)
e ainda,

(sin[0(t,)] sin[0(t2)]),, = sin?[fp]e 4. (2.60)

Na primeira integral de (2.58), com a ajuda de (2.59) e (2.60) torna-se [ [ dt;dts [0082[90]+

sinz[QO]}e*”‘A‘ =[J dt,dtoe”"A1 que é facilmente resolvivel. Na segunda integral, basta

aplicar a relagdo (2.3) e (2.4). Entao tem-se como resultado a seguinte expressao.

{[7(t) — 7)), = 4 (5 + ;’;) t+ 2770 (e —1). (2.61)

Vale ressaltar o limite difusivo da relagao 2.61. Assim, segue a equagao 2.62;

- - S r w
(16) = 7l = (70— =4 (5 + 22 ) (2.62)
Em (2.62) observamos que o coeficiente de difusao, D = <7% + %) , € asoma das flutuacoes

térmicas e interagao da forga intrinseca. Geralmente, o segundo termo é maior que o

primeiro em D (POTIGUAR, 2019).

Calculemos para este caso a correlacao de velocidades para dois tempos t; e ts.

Para isso basta utilizar a equagao (2.43) para dois tempos distintos (¢; e t3). Em seguida,



facamos o produto interno com as duas equagoes e teremos;

(1) i(ts) = vg(cose(tl) cos O(ts) + sin (t1) sin@(tg)) € - Elt) (2.63)

Em seguida procedemos aplicando o operador ()¢ em ambos os lados da equacao
(2.63). E utilizando as relagoes (2.59), (2.59) e (2.4), teremos;

. ST 2T
<U(t1)'>§ = vge nltr—to| + ?5@1 - tQ) (264)

Note que em (2.64) nado é necessério aplicar o limite difusivo para a correlagao de

velocidade depender somente da diferencga |t; — t5| diferentemente da relagao (2.17).

2.4 Métodos de Numeéricos Estocastico

Em certas situacoes, nao é possivel obter a solugao formal para dada equagao
diferencial ou entao a apropria solugao sera pouco tutil. Por exemplo, para resolver o
atomo hidrogenado, ou seja, obter a funcao de onda, fazei-se alguns passos de algebra e
integracao para ,ai sim! Obter a solucao exata, entreato para outros atomos é impossivel
resolver analiticamente, pelo acoplamento das equagoes. Como o objetivo é saber como
a solugoes do problema evoluem(a partir de certo ponto z°) no parametro ¢ que em fisica

costuma ser o tempo, utilizamos, para isto, métodos numeéricos.

Hodiernamente, na literatura exite varios formas de resolver numericamente de
acordo com tipo do problema. Desda década de 60 para cid os métodos numéricos tém
mostrado sua eficiéncia em linguagem de programacao como Fortran, ¢, c++, Pascal
e entre outras. Assim, com o auxilio de métodos computacionais pode-se resolver o
problema de muitos corpos em varios contextos(quantico, Newtoniano, relativisco ... etc)
, estuda propriedades de fluidos e entre outras. Aqui como ja dito, deseja-se resolver
numericamente as equacgoes de movimento para a particula browniana normal descrita
pelas equagoes (2.1) e (2.2) bem como as equagoes de movimento para particula browniana
angular (2.43) e (2.44). Para tal deveremos usar os métodos numéricos estocasticos .
Especialmente dois deles, Euler (TOSCHI; SEGA, 2019) e Runge-Kutta de segunda
ordem(HONEYCUTT, 1992). Os dois métodos propostos tém objetivo de resolver as

equagoes diferencias da forma (2.65).

dx(t)
dt

— fla,t) +&(1) (2.65)

Onde £(t) ¢ um namero aleatério que obedece as propriedades (2.3) e (2.4). Note

que ambos os formalismos, (MB) e (MBA), seguem a descri¢ao (2.65) .



24.1 A Simulacdo computacional

A simulagao computacional utiliza de certas ferramentas matematicas como apro-
ximagoes numéricas e o conhecimento da teoria para solucionar um dado funcionamento
de um evento, por exemplo, a colisao de particulas. Dai, podemos dizer que a simulacao
se assemelha a teoria nesses dado aspecto (RAPAPORT, 2004).

No mundo prético nao é possivel ter uma precisao infinita das medidas como escrito
numa solugao formal de dada equagao diferencial, mesmo no ato de medir pode ocorrer
alguma flutuacao ao acaso devido ao meio. O ponto citado é que aproxima simulagao
computacional do experimento (RAPAPORT, 2004).

Entao a nocao da simulagao computacional esta imersa tanto a teoria quanto no
experimento em suas respectivas proporg¢oes. E medida que os computadores ficaram cada
vez melhores, algumas nog¢oes de programacao tém sido usadas com mais frequéncia no
mundo cientifico, como computagao simbodlica (RAPAPORT, 2004).

2.4.2 Método de Euler Estocastico

Integrando a equagao (2.65), Podemos escrever esta na seguinte forma expressa
em (2.66);

t+h t+h
z(t+h) = x(t) —i—/+ f(alf,t)dt—i—/Jr &(r)dr (2.66)

Donde, termo £ segue a seguinte relagoes;
(€(t)e =0; (2.67)

e
(§(t1)&(t2))e = 2Dd(ty — ) (2.68)
Note que;
t+h

/t Fa 0)dt = hf(z(t) + O(h?) (2.69)

onde Q(h?) é a funcao erro de até a primeira ordem, isto ¢, estamos desprezando termos
de ordem maior que h. Donde vé-se;

lim O(h*) = 0. (2.70)
Isto é, quanto menor for h melhor a aproximacao. Fazendo a aproximacao da equacao
(2.66),teremos;

z(t+h) = 2(t) + hf(z(t)) + V2Dhé + O(h?). (2.71)
Tal formulacdo é chamada de método de Euler estocastico. E importante salientar, o

terceiro termo é exatamente o modulo do vetor na dire¢ao unitéria £. Onde £ tem média

zero e variancia unitaria.



E importante salientar a maneira que devemos integrar as equacoes de movimento
da particula browniana (MBN e MBA), ou seja, a equagao da velocidade e da posigao.
Suponha que tenhamos certas condicoes iniciais Xq, isto é para cada particula temos os
valores de posicao e velocidade no tempo ¢t = 0. Sendo assim, se tivéssemos interessado
em saber a posicao e velocidade no tempo t = h, basta integrar as 2N equagoes simulta-
neamente de uma vez. Deste modo, teremos as velocidades e posi¢oes no tempo t = h, e

poderemos utilizar esses valores para a proxima integragao e assim por diante.

A expressao (2.71), nos permite saber o valor de = avaliado em ¢ 4+ h a partir de

eventos no instante t. Isto ¢, no tempo t havera a interacao de f(x).

2.4.3 Meétodo de Runge-Kutta de Segunda Ordem Estocastico

O método Runge-kutta (PRESS et al., 1992) é bastante utilizado para problemas
do tipo determina o comportamento a funcao de onda, fluidos em geral e etc. Aqui abor-
daremos certas partes da deducao do método, para visao mais cuidadosa recomendamos
(HONEYCUTT, 1992). Segue a representacao estocastica do Runge-kutta de segunda

ordem.

Dado a seguinte relagao;
dx = f(z(t),t)dt + dt. (2.72)

Note que, é outra forma de escrever (2.65). Integrando de 0 ate h, segue que;

/f dt+/§ (2.73)

F0:/ £(r)dr. (2.74)

Fazendo a discretizagao da equagao e tomando zy = z(t = 0); f* ¢ notagdo para i-ésima

Definimos;

derivada da fungao no tempo ¢ = 0, com a condicao f° = f(0) = f teremos entao,

expandindo f(x(t)) numa série de poténcias;

@ rh .y
x(h):x0+1—‘0+hf—}—---+h];, /(x—xo)’dt+.... (2.75)
- Jo

Basta agora usar a propria equagao (2.75) para sua simplificagao. Especificamente o termo
(33/ — z0) do qual faremos substituigoes sucessivas e ignorando termos menores que h?.

Segue entao;

w(h) = zo + hf + h;ff(” + R(h). (2.76)

Onde R(h) é parte aleatoria da posicao x(h). Tal formulagao é Runge-kutta de

segunda ordem. Segue algumas relagoes para R(h);

R(h) = V2Dh¢ + v Dhf®" + Og(h) (2.77)



Segue,fazendo algumas manipulacoes;

z(h) = zo + g(F1 + F) + V2DhE + O(h?). (2.78)
Onde temos;
By = f(o) (2.79)
e ainda;
Fy = f(zo + hF1+ V2DhE). (2.80)

Apesar do método Runge-Kutta apresentar maior precisao, este possui um custo
computacional maior que o de Euler, pois calcula a derivada da equacao diferencial original
em dois tempos distintos em cada iteragao, ao passo que o de Euler a calcula somente

uma Vez.






3 Discussio dos Problemas

Neste capitulo, recorremos aos algoritmos estocésticos de integragao numérica de
Euler e de Runge-Kutta de segunda ordem para estudar o transporte de coloides livres e
de matéria ativa, através de medidas do desvio médio quadratico da posigao (difusao) e
velocidade média, de modo a comparar os desempenhos, isto é, concordancia dos resul-
tados e tempo de integragao, dos dois métodos numéricos. Para comecar faremos o caso
mais simples, que é estudo do sistema constituido por coloides livres, através da solucao

numérica do modelo do Movimento Browniano Normal.

3.1  Movimento Browniano Normal

3.1.1 Modelo de Coloides livres

Considere um certo niimero N de particulas brownianas numa caixa bidimensional
de area L? sendo que o sistema em equilibrio a uma temperatura 7". No modelo em questao
adotaremos cada particula de diametro d e massa m . Nesse sistema, o movimento de
cada particula i depende da posicao das j-ésimas particulas vizinhas. Desta maneira, as
equacoes de movimento de cada uma delas sao acopladas com outras. Assim, temos a

seguinte equacao para a velocidade da i-ésima particula;

dv; , 1~ 1=
= —~U +—& + —F. 3.1
= YU Gt (3.1)
(§]
dr;
— =7, 3.2
ikl (3.2)

Onde 7 =~ /m, sendo 7 a constante de friccdo. Como a dimensao do nosso espago s = 2,
temos 2N equagoes que descrevem a dinamica do sistema. Onde F,; e F}; sao componentes
do vetor F"i, da qual representa a forca sentida pela i-ésima particula devido a presencga
das outras particulas. Lembrando que os nimeros &;; e &,; sao nimeros aleatorios que
seguem as relagoes (2.3) e (2.4). Tal forca F, ¢ a forca resultante sobre a particula i e ¢

dada por;
F, = —mZmam(Ri + R; — | — 73], 0)nyi. (3.3)

J#i

Em que, k ¢ um constante positiva e I?; e R; sao respectivamente o raio da particula
i e j. Observe que, no nosso modelo R; = R; = d/2 para todo i e j. O versor nj; aponta
da particula i para a particula j. A forga é nula quando |7; —7;| > d, pois ndo ha contato

entre as particulas i e j.



Por simplicidade iremos fazer a modelagem das equagoes primeiramente para o

método de Euler. Assim teremos, seguindo a receita da equagao (2.71).

Vialt 1) = ialt) + A{—yvialt) +—Fi} + v/2REr
1
Viy(¢ + h) = wiy () + ~{=70iy (t) + — iy } + /20N,

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Onde h ¢é o intervalo entre dois tempos sucessivos (#;,t;11). Sendo assim, uma vez

situadas as condigoes iniciais do problema poderemos evoluir as equagoes (3.4),(3.5),(3.6),

(3.7) de modo tnico.

E de se nota que o método de Euler se destaca pala sua simplicidade. Mas este é

de primeira ordem, ou seja, apenas termo de primeira ordem em h deverao ser levado em

conta, vejamos agora um de segunda ordem. Segue o método Runge-Kutta de segunda

ordem estocéstico .
h
Vig(t + h) = v (t) + §{Hi1x + Hiop } + /2nh&;.
h
Uiy(t + h) = Uw(t) + §{Hi1y + Hz‘gy} + v 277h 2.
h

h
yi(t +h) = y;(t) + §{Pz'1y + Py, }

Onde temos as seguintes expressoes para Hji, ,Hiop, Hi1y € Higy.

Hre = —0alt) + - Fil7i(0); (75)).

1 . o
Higy = —7y(viy(t) + hHj1p +\/20h&:1.) + EFm(T’z‘(thaZf); {7 (thais)})-

Hay = =0 (6) + — Fy (750 {75(0)))

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)



1 . iR
Hioy = —7(viy(t) + hHry + /2nh&1.) + EFiy(Ti(thalf% {75 (thaty) })- (3.15)

Onde também temos a expressao para Pz, Piog, Py € Piay.

Pi1y = vig(t). (3.16)
Pigy = iy + hHj1,. (3.17)
Py = vyy(t). (3.18)
Pigy = viy(t) + hH;yy. (3.19)

Vale apresentar certas questoes. Nas equagoes ( 3.12) e (3.14) temos os primeiros
passos do Runge-Kutta, essencialmente sao lados direitos das equacoes de Langevin res-
pectivamente (3.1) e (3.2) em um determinado tempo t. Enquanto, (3.13) e (3.15) sdo
a chamados de segundo passo do Runge-Kutta , e possuem a forma do lado direito da
equacoes de Langevin avaliadas no tempo t54;5. Note que tjq = h+1 ¢ o ponto de tempo
médio que serd usado para computar o passo de integracao "real"(PRESS et al., 1992).
Note que, no segundo passo ha dependéncia do primeiro, que sao os termos do tipo H;i,,
onde o = {z,y} , presentes em (3.13) e (3.15). Vejamos agora o caso dos Pjy,, em que
A = {1,2}. Os termos P, e P;j, chamados de primeiro passos do Runge-kutta , s@o as
componentes da velocidade no tempo ¢t. Enquanto, P, eFj, chamados segundo passo

do Runge-kutta , sao das velocidade no tempo intermediario tpq-

Vejamos agora o papel da forca F nas equagoes geradas pelo método Runge-
Kutta. Na equacdo (3.12) e (3.14), temos a presenca dos termos F,(7i(t); {rj(t)}) e
F (7i(t); {;(t)}) os quais representam a forca sentida pela i-ésima particula perante a
presenca das outras j-ésimas no tempo t . Dai surge a necessidade de saber a forma de

Ti(that) = (@i(thais), Yi(tharr)), segue.

Ti(thaty) = 2i(t) + h P, (3.20)

Yi(thair) = yi(t) + hPiyy. (3.21)

Vale ressaltar a ordem de integracao das equagoes geradas pelo método do Runge-Kutta
estocastico. Suponha que seja dado o conjunto de condigoes iniciais Xy. Entao a par-
tir desses pontos inicias podemos calcular o primeiro passo do Runge-kutta que sao os
valores {H;14; Pi1o}. Tendo conhecimento desses valores podemos calcular os valores in-

termediarios {7;(tnar)} € em seguida o segundo passo do Runge-Kutta {H;2q; Pi2a } , pois



o conjunto { Hs, } depende da posi¢ao intermediaria . Desta maneira as equagoes (3.12),
(3.13), (3.14) e(3.15) irdo gerar o estado do sistema no tempo ¢t = h, ou seja, as velocidades

e posigoes de cada particula.

Em todas as simulagdes aplicamos a condigdes periddicas de contorno (CPC) nas
paredes da caixa a qual contém as particulas. Desta forma, se por ventura uma dada
componente espacial da posicao j da particula 7 estiver fora da caixa, isto é depois da
caixa r;; > L, ou antes da caixa r;; < 0 faremos a componente da particula volta para
caixa com a seguinte transformacao r;; — 1;; — L para depois da caixa e r;; — 1 + L
para depois da caixa (RAPAPORT, 2004; BORBA et al., 2020).

Nesse modelo os valores tomados fixos sao d = 1.0, k = 100.0, m = 1.0, L = 50.0,

N = 1000 e h = 0.001, logo a densidade de particula é ¢ = ]\i’gf = 15 ~ 0.31415. Os

parametros que queremos variar sdo v = [0.001, 1] e n = [0.001, 1]. A condigao inicial das

componentes das velocidades e posi¢oes das particulas sao tomadas aleatoriamente, sendo

que |7;(t =0)| =1 e r;; €]0, L] para quaisquer particula i e componente espacial j.

Queremos integrar as equagoes (3.1) e (3.2) para cada i a partir de certo conjunto
Xo = (75(t =0),7;(t =0));1 <i < N, isto é o conjunto X, é o conjunto da condigao ini-
cial do sistema e ¢ a partir dele que as equagoes de movimento evoluem no tempo. Pela
discussao feita no capitulo passado é conveniente saber o comportamento dos momen-
tos(média, desvios padrao, etc. ) e medidas referentes a (DMQ) no tempo. Aqui estamos
interessados em 4, a média da velocidade para cada componente espacial, x e y, e as

quantidades A, (t) e A\ (t) expressas pelas seguintes relacgoes;
| X
Aalt) = Z(:ci(t) — z3)? (3.22)

1
Ay(t) = N Z(yz(t) — Yi0)*. (3.23)
i=1
Onde z;0 = z;(t = 0) e y0 = y;(t = 0) as posi¢oes iniciais de dada particula i. Pela
forma de (3.3) ¢ de se esperar que ndo haja dire¢ao preferencial nas medidas citadas, pois
estamos diante um sistema de particulas idénticas sem qualquer outro campo de forca

Fouiro que promova uma direcao preferencial.

O tratamento das medidas se dard por médias das medidas dos ensaios fixando o
mesmo tempo de inicio tyz e término ¢y/5 das medidas para cada um. A duragao de vida
dos ensaios t, também sera a mesma. As condigoes iniciais das posicoes e velocidades irao
diferir de um ensaio para outro aleatoriamente. Tendo isso posto, iremos utilizar duas
variantes do tratamento. A primeira serd dado quando ty;0 = 100h,tars = t, = 6000h e

p = 4 ensaios, chamamos este arranjo de 7(1) .



A segunda por ty0 = 1000h, tyf = t, = 600000~ com p variando de 4 para 32,
chamamos esse de 7,(2). Em qualquer um destes arranjos faremos 101 medidas igualmente
espacadas no tempo para cada grandeza. Ao o final da préoxima se¢ao iremos mostrar,
também, o tempo de compilacao de duas simulacoes, um para o método de Euler e outro

para Runge-Kutta.

3.1.2 Resultados e Discussido

Comecamos apresentando os resultados para difusao dos coloides livres, através da
medida do desvio médio quadratico da posi¢ao em fungao do tempo. Observe que na figura
(1) temos os gréficos (1a), (1b), (1c), (1d) para diferentes valores de =y, vejamos para dois
casos extremos. O caso v = 1.0 representado pelo grafico (1d) para tempos T €]0,2.0[
os valores de desvio médio quadratico (DMQ) sao crescentes. Em contrapartida, para
T €]3,6[ as curvas tendem a ser cada vez mais proximas de uma funcdo tipo constante.
H& uma divergéncia maior no primeiro intervalo do tempo do que no segundo intervalo
entre os métodos numéricos Euler e Runge-Kutta. Aparentemente, no segundo intervalo

a distancia entre os valores dos métodos se mantém.

40 T T T T T T 40

30

(b) v =10.01

(d)y=1.0

Figura 1 — Desvio médio quadratico da posi¢ao em funcao do tempo usando a variante
7(1) e n = 0.001 variando o pardmetro 7. A curva de cor preta e vermelha
referem-se, respectivamente, as componentes x e y do desvio médio quadra-
tico calculadas via método de Euler, as curvas de cor verde e azul referi-se
respectivamente as componentes x e y da difusao calculadas via Runge-kutta.



Para o grafico (1a) que representa o caso v = 0.001 observamos que todas as curvas
sao crescentes para diferentes instantes de tempo. No intervalo de tempo T €]0, 1.5] héa
uma convergéncia mais acentuada do que na regiao T' €]4,6[. Apesar disso, a diferenga
entre as componentes (A, e \,) calculadas por um mesmo método é relativamente pequena.
Ao contréario do ultimo caso (1d), podemos observar que existe uma tendéncia de que a
diferenga entre os métodos no calculo de mesma medida aumente para T €]0,6[. Vejamos

agora, os casos de 7 intermediérios.

O grafico (1c) corresponde ao caso v = 0.1. No intervalo de tempo T' €]0,1.25]
temos uma convergéncia entre os métodos numéricos mais forte do que o intervalo |4, 6[.
O gréfico (1b), caso v = 0.01, temos,no geral, um convergéncia menor do que (1c). Para

intervalos de tempo T" €]0, 1] existe uma maior convergéncia do que no intervalo 7" €15, 6].

Os valores v = [0.001, 1.0] na figura (1) causam efeitos que se maximizam e mini-
mizam para valores extremos de 7. Lembrando que na equagao (3.1) v é a constante de
friccao do meio, quanto maior vy maior a resisténcia ao movimento no meio, em contrapar-
tida, quanto menor 7 menor a resisténcia. Desta maneira, dado que t = 0 as particulas
possuiam certa quantidade de energia e momento linear total, em certo tempo t, estas
quantidades serao consumidas consideravelmente para constante de friccao muito grande
comparado \§;| ou mantida pelo menos parte destas quantidades para constante de friccao

pequena.

A primeira ideia é refletido pelo grafico (1d), de inicio as particulas tém energia
e momento linear para se moverem em relacao as posigoes iniciais, mas a partir de certo
tempo ts nao ha energia e momento linear consideravel para que estas se movam significa-
damente. E é nesse caso que a distancia entre os métodos numéricos é pequena comparado

ao outros.

A segunda ideia é vista no caso (la). Aqui, valor de v é o menor de todos os casos,
mas ainda assim nao é nulo. Logo, as particulas transferirao energia-momento para o
meio e EZ inserira energia consideravel para que as particulas movam-se no meio. Assim,
as curvas de A sao crescentes. Este é onde as diferencas entre os métodos numéricos sao

maiores comparados Nas aos outros casos.

Como o espacgo é isotropico nao ha diregao preferencial para as grandezas envol-
vidas. Desta maneira, seria conveniente definir uma grandeza em fungao de A, e A,

denominada como .. Segue a forma explicita;

Aoy = Az + Ay 3.24
y y

Na figura (2) temos dados referentes a grandeza \,,. Para enfatizar os regimes
balistico e difusivo os gréaficos foram postos na escala logxlog. Os graficos (2a) e (2b)

mostram curvas para casos extremos do parametro 7. O grafico (2a) mostra que a dife-



renga entre a curvas calculadas por cada método nao ¢é visivel para T €]0, 1], mas para

T > 1 os valores calculados por cada método comecam divergir.

Ja para o caso (2b), as inclinagoes dos valores da difusao calculados por cada
método permanecem relativamente proximas. Haja vista que as curvas de cada método
sao tao proximas que no grafico nao é possivel facilmente, observar a distingao entre as

curvas. Vejamos o estudo dos dados de difusao por regressoes lineares e potencias.

Nos graficos (2¢) e (2d) temos curvas para o caso v = 0.001, sendo cada grafico
temos apenas o estudo de um dos métodos. No grafico (2c) as regressoes linear e potencia,
possuem a regra do tipo y = —12.694 + 13.762z e y = 15.05622704%3 onde x ¢ abscissa,
e y é a ordenada. Em quanto para o caso (2d) as regressoes sao y = —8.0969 + 11.266z e
y = 15.0562%70%47 Note que os valores de difusao apresentam comportamento balistico,
em (2¢) e (2d), da forma A ~ z?™¢ mas o segundo caso é mais acentuado do que o
primeiro, pois 0 < €4 < €. (0s indices rk e er indicam respectivamente Runge-Kutta
e Euler). Podemos concluir que o regime linear é presente para tempos suficientemente

grandes e balistico para tempos suficientemente proximos de zero.

Na figura (3) temos quatro graficos referentes a difusao usando a variante 7,(2),
que nos permite saber se o método de Euler ainda continua divergindo do Runge-Kutta
para tempos grandes. No grafico (3a), caso v = 0.001, notamos que no método de Euler
os valores das componentes estao mais proximos entre si do que comparado com o caso
7(1), no entanto, os valores calculados pelo método de Euler divergem ainda mais das
curvas calculadas via Runge-Kutta. O grafico (3b) temos as curvas de cada componente
de X calculadas por Runge-Kutta, sdo as mesmas curvas plotadas no grafico (3a) de cores
iguais. Com os gréficos (3a) e (3b) podemos perceber a ordem de grandeza entre os
métodos numéricos. O método de Euler é diverge fortemente do método do Runge-Kutta
para variante 74(2) . Podemos observar que a divergéncia entre os métodos aumentou,

consideravelmente, com tempo de simulacao (7(1) = 74(2)).

Em contra partido, o grafico (3c), caso v = 1.0, utilizando a variante 74(2) as
curvas calculadas pelos métodos numéricos sao relativamente proximas da ordem quando
tinhamos usado a variante 7(1). No grafico (3d) temos as curvas calculadas via método
de Euler para diferentes valores de p, observe que o caso de p = 4 se distancia dos outros
casos de p, sendo estes tendendo a se aproximar, fracamente, das curvas calculadas via

método de Runge-Kutta.

Na figura (4) podemos observar o comportamento da difusao para diferentes valores
de 1. Note que em (4a) e (4b) os pontos calculados por cada método numérico possuem
uma consideravel divergéncia. Mas, conforme os graficos (4c) e (4d) a medida que o
parametro n aumenta os pontos calculados por cada método se aproxima cada vez mais,

embora para o caso 17 = 1.0 os valores da difusao tendem a divergir.
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Figura 2 — \;, em funcao do tempo para alguns valores diferentes de . Nos dois primei-
ros graficos (2a) e (2b) temos a comparacdo dos valores calculados por cada
método, em que a curva de cor preta é para o método de Euler e a curva de cor
vermelha para Runge-Kutta. Ja para os dois ultimos graficos (2¢) e (2d) temos
o plote das curvas de tendéncia, sendo que (2c) temos em preto a curva de Ay,
via Euler e as curvas de cor vermelha e azul sao, respectivamente, as regressoes
linear e potencia. Em (2d) temos em preto a curva de \,, via Runge-Kutta
e as curvas de cor vermelha e verde sao respectivamente as regressoes linear e
potencia.

Na figura (5) temos as curvas de velocidade média em fungao do tempo para dife-
rentes valores de v. Em todos os casos de v apresentados os valores calculados por cada
método sao extremamente préoximos se comparado com o célculo do desvio médio qua-
dratico (DMQ) (tanto usando a variante 7(1) e 74(2)). Podemos observar que por mais
que os valores de 7 aumentem ou diminuam nao surge uma diferenca entre os métodos,
significativa (comparando com os valores da ). Nos graficos (5a) e (5b) é possivel notar a
diminuicao dos picos das curvas de velocidade média, cada vez mais tendendo para situa-
¢ao estacionaria. Para os graficos (5¢) e (5d) observamos uma tendéncia ainda mais rapida

que os graficos anteriores, sendo visivel o comportamento estacionario 7' €]200, 600].

Nos graficos da figura (5) nao é possivel visualizar as diferengas de cada método,
para todos os casos da 7 apresentados. Visto que estejamos interessados na comparagao
entre os métodos numéricos vamos definir outra grandeza em fungao das componentes da

velocidade média calculada por Euler e Runge-Kutta. Tal grandeza seré definida pela



80000 —

60000 —

40000 —

20000 —

3e+07 —

L L L L L L L L L | L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600

(c)y=1.0 (d) v = 0.001

Figura 3 — Quatro gréaficos de A em fun¢ao do tempo usando a variante 7,(2) , n = 0.001 e
v = 0.001. Nos trés primeiros graficos (3a),(3b),(3c), preto e vermelho referem-
se, respectivamente, as componentes x e y da difusao calculadas via método de
Euler, por outro lado, as curvas de cor verde e azul referi-se respectivamente as
componentes x e y da difusao calculadas via Runge-Kutta e usamos a variante
74(2). Ja o grafico (3d) refere-se as curvas de grandeza \,, calculadas pelo
método de Euler para diferentes valores de p: preto p = 4, vermelho p = 8,
verde p = 16 e azul p = 32.

diferenca entre as velocidades médias por cada método numérico. Segue;

AUZ‘ = << Vi >)|Er — (< [ >)|RK (325)

Onde, o indice ¢ é a componente espacial da velocidade e a notagao|Er indica
calculada via método de Euler enquanto a notagao |RK indica calculada via método de

Runge-Kutta de segunda ordem.

Dado a figura (6) podemos tirar algumas conclusées. No grafico (6a), caso v =
0.001, a escala de grandeza do eixo y ¢ da ordem de 107 e 1078, ou seja, os métodos
numéricos diferem da ordem de 10~%ou 10™® dependendo do intervalo . Para T' €]0, 200]
observamos que a diferenca dos métodos ¢ da ordem 1072 em quanto que T' €]300, 600] a,

diferenca ¢ da ordem 1075,

Ja no grafico (6b) e (6¢), caso v = 1.0, exite uma convergéncia entre os métodos
numeéricos para praticamente todos os valores de T'. Sendo que a diferenca que se mantém

¢ da ordem 1077 ¢ um fator de 10? ou 10 maior que do que a escala do grafico (6a)
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Figura 4 — Quatro graficos de difusdo em fungdo do tempo usando a variante 74(2) para
diferentes valores 7 fixando o valor de v = 0.01. As curvas de cor preta e
vermelha sao, respectivamente, as componentes = e y da difusao via método
de Euler. Enquanto as curvas de cor verde e azul sao respectivamente as
componentes z e y da difusao calculadas via Runge-kutta.

dependendo do intervalo de tempo. Pela definicao de Aw; exitem trechos em que os
valores calculados do método Runge-kutta sao maiores ou menores do que do método
de Euler. No caso (6b ) esse comportamento ocorre com mais frequéncia do que (6a).
Como o parametro v esta ligado com a resisténcia ao movimento das particulas, com
valores relativamente grandes, v = 1.0 por exemplo, o sistema aproxima-se do regime
superamortecido. Os valores velocidades de cada particula a partir de certo tempo irao
oscilar muito proximo em torno de zero . Os passos de integragao dos métodos numéricos
(Euler e Runge-Kutta) irdao calcular do estado em que as particulas de velocidades sao

praticamente nulas para um segundo estudo extremamente préoximo do primeiro.

Jé para valores de « relativamente pequenos, como v = 0.001 por exemplo, embora
haja um amortecimento do fluido sobre as particulas este nao é grande o suficiente para
superar a forca aleatoria de cada uma. Deste modo, mesmo ap6s do tempo de termalizagao
do sistema a velocidade de cada particula mudaré com tempo significativamente, embora<
v(t) >~ 0. Desta forma, o passo dos métodos numeéricos para cada particula levarao de
um estado para outro, diferente do primeiro. Como nao poderemos aproximar a lei de

velocidade como uma fungao constante os métodos de integragao diferir mais fortemente.
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Figura 5 — Quatro gréaficos das componentes da velocidade média calculadas por cada
método numérico em fun¢do do tempo usando a variante 74(2) e n = 0.001
para diferentes valores de . Nos quatro graficos as curvas de cor verde e azul
sao, respectivamente, a componente x ey pelo método Runge-kutta. Foram
plotadas as curvas via método Euler de cor preta para componente x e vermelha
para y, mas essas curvas estao muito proximas das curvas via Runge-Kutta
para podemos distinguir.

Na imagem (7) temos graficos da velocidade média no tempo para diferentes valores
de 1. Observamos que em todos os casos de 7 a velocidade média calculada por cada
método sdo muito proximos de modo que ndo podemos distinguir. Na figura (8) podemos
observar a ordem da diferenga entre os métodos numéricos. No primeiro caso (8a) a ordem

¢ de 107® em quanto no segundo (8b) a ordem é de 1075 para intervalo de tempo medido.

Visto os resultados numéricos apresentados nesse subsucessao, vamos agora medir
o tempo de execucao e compilacao de programas. Os programas utilizados para fazer
assimulacoes sao progeuler.c e progRK.c, primeiro simulagao via método de Euler e
segundo via método de Runge-Kutta de segunda ordem. Em ambos os casos foi utilizado
a variante 74(2) para v = 0.001 e n = 0.001. O instrumento utilizado é terminal(xfc) do
Linux com o comando time. Sendo Necessério o copilador gec jé instalado para podemos

copilar nossos programas. Segue o tempo de compilagao do primeiro programa.

$ gcc progeuler.c -1lm -o 1p
O0m0.105s

Om0 .086s
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Figura 6 — Trés graficos da grandeza Av; para cada componente x e y em fung¢ao do tempo
usando a variante 74(2) e 7 = 0.001 para diferentes valores de 7, sendo que o
terceiro ¢ resultado da ampliagao do segundo. Nos dois graficos as curvas de
cor preta refere-se a componente x em quanto a violeta para componente y.

sys O0m0.020s

Agora podemos medir o tempo de execucao da simulacao via método de Euler,

segue.

$time ./1p
real 12m42 .905s

user 12m42 .865s
sys Om0 .004s

Vejamos o tempo de compilagao do segundo programa, segue.

$ gcc progRK.c -1m -o 1lp
real Om0.120s

user Om0.099s
sys Om0.021s

Vejamos o tempo de execucao da simulagao via método de Runge-Kutta de segunda

ordem.
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Figura 7 — Quatro graficos das componentes da velocidade média calculada por cada mé-
todo numeérico em fungao do tempo usando a variante 74(2) e fixando v = 0.01
para diferentes valores de 7. Nos quatro gréaficos as curvas de cor verde e azul
sao, respectivamente, a componente x e y pelo método Runge-kutta. Foram
plotadas as curvas via método Euler de cor preta para componente x e verme-
lha para y, mas essas curvas estao muito proximas das por via Runge-Kutta
para podemos distinguir.

./1p

23m47 .858s

23m47 .734s
O0m0 .080s

Observe que o tempo de execucao do programa via Runge-Kutta é quase duas vezes maior
que do Euler. Isto ocorre por conta que no algoritmo do Runge-Kutta o calculo da Forca
é feito duas vezes por passo de integracao em quanto para Euler o calculo da Forca é

apenas uma vez por passo.

3.2  Movimento Browniano Angular

3.2.1 Modelo de Matéria Ativa

Seja um conjunto de NN particulas idénticas de massa m imerso em um fluido de

constante v grande o suficiente para podermos despreza a taxa de variagao da velocidade
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Figura 8 — Dois graficos das componentes da grandeza Awv calculados por cada método
numérico em fungao do tempo usando a variante 74(2) e fixando v = 0.01 para
diferentes valores de 1. As curvas de cor preta e violeta sao, respectivamente,
a componente x e y da grandeza Awv.

di;
" dt
direcoes , ou seja, o sistema é bidimensional. Modelo apresentado aqui é as vezes bastante

para cada particula ~ (0. E nesse fluido as particulas movessem em apenas duas

utilizado no estudo de matéria ativa. Podemos escreve a equacao de movimento para cada

particula i;

dr;
d:; = vopi +VF; + 51 (3.26)
e;
do;
= 1;(). 3.27
o = Hilt) (3.27)

Onde termo F; representa a forca sentida pela particula i, defina anteriormente em
(3.3). Enquanto para &; e u; sdo ntmeros aleatorios. Note que nas equagoes M (t) =0 e

a=1.

Iremos primeiro utilizar o método de Euler estocastico para integrar as equagoes
(3.26) e (3.27) e em seguida pelo método de Runge-kutta de segunda ordem estocastico.

Segue a modelagem das equacgoes via método de Euler.

xi(h +t) = x;i(t) + h(vo cos 0;(t) + vFu(7(t))) + — \/2h NEiz(t) (3.28)
yi(h +t) = x;(t) + h(vosin0;(t) + vF, (7 + 2hné;x( (3.29)

Onde &5, &y € &, sao nimeros aleatérios calculados para cada interagao de va-
riancia unitéria e média nula. Enquanto n e 1y sao constantes reais que representam

respectivamente a intensidade do ruido gaussiano Normal e angular .



Com as equagoes (3.28), (3.29) e (3.30) podemos estimar o estado do sistema em
t + h, a precisao é melhor quanto menor for h. Podemos observar que o nimero de equa-
¢Oes para determina o estado futuro do sistema é menor em comparacao ao movimento

browniano normal.

Uma vez dendo encontrado a forma da discretizagao temporal das equagoes via
método de Euler, podemos entao prosseguir para o método do Runge-Kutta de segunda

ordem. Segue a discretizacao via Runge-Kutta.

h 1
h 1
yi(t + h) == yz(t) + §{Hz‘1y + Higy} + ;\/ 277h 1- (332)
h
Qi(h + t) = Hl(t) + 5{[19 + 129} + /2hn&p;. (3.33)

Onde H;y, refere-se ao primeiro passo do Runge-Kutta enquanto para H;s, refere-
se ao segundo , com « = {x,y}, da equagdo de posi¢do. Para equagdo angular [y ¢ o

primeiro passo do Runge-Kutta, enquanto loy. Prosseguindo;

Hie = vocos((t)) + v Fo(ri(1)). (3.34)
Hiyy = vosin(0(t)) + 7 Fy (7 (t)). (3.35)
Hizy = vo co8(0(thair)) + 7 Fo(Ti(thary))- (3.36)
Hiny = vosin(0(thais)) + Fy(Fi(tnarr))- (3.37)

Onde tpq¢ = h+1t representa o tempo intermediério que sera usado para o calculo
do passo de integracao real, vejamos o caso dos [-is. Para a equacao angular os termos
l1p e lag sdo nulos. Apesar disso é necessario apresenta o termo (tpqaf) € com x;(thar) €

Yi(tharr), que s@o os valores intermediarios.

H(thalf) = 49(75) + \/ thgfghalf. (338)
xi(thalf) = {L‘l(t) + hHZlfc (339)

yi(thalf) = yl(t) + hHﬁy. (340)



Onde &, , ¢ um nimero aleatério de variancia unitaria e média nula utilizado em um

tempo intermediario t5q . A equacdo (3.38) deve ser utilizada no tempo intermediario.

Nosso estudo sera divido em duas subsecoes a primeira voltada a difusao e outra
para o transporte. Para primeira parte as grandezas que iremos medir sao a velocidade
média < ¥ > e a difusao \ definidos anteriormente em (3.1.1). Mas para segunda parte

do estudo do modelo iremos medir a densidade de corrente J definido por;
J < ! 3 *> (3.41)
=\ % Va )5 '
N (63

onde <> é a notagao para média no tempo e v, é o vetor velocidade de dada particula

«. Sendo que o indice « da particula que varia entre [1, N].

Em todas as simulac¢oes das duas subseccoes iremos aplicar a condigoes periddicas
de contorno (CPC) como feito na segao anterior (3.1). Nesse modelo os valores tomados
fixos sao d = 1.0, m = 1,L = 50.0, N = 1000, h = 0.001, v = 1.0, vo = 1.0 e n = 0
. Mas para primeira subsecao x = 100.0, em quanto que para segunda parte tomaremos
np = 0.001, K = 10 para entre as particulas e K = 1000 para interagao particula-obstéculo.
Para primeira parte, o parametro que queremos variar é ng = [0.001,1]. Mas para a

segunda vamos variar o numero de obstéaculos q.

As posigoes das particulas sdo tomadas aleatoriamente, sendo que r;;(t = 0) €
10, L[ para qualquer particula i e componente espacial j. Em quanto que as condi¢oes
iniciais para varéavel 6; serd dado aleatoriamente sendo que 6;(t = 0) €]0,2n[ e i é o
indice da particula. Para tratamento dos dados da primeira subsec¢ao iremos utilizar a
exclusivamente a variante 74(2). Mas para a segunda parte, iremos utilizar a variante
74(3), isto é com 4 ensaios e tpo = 100000h, t; = t, = 1000000h. Para os dois arranjos
faremos 101 medidas igualmente espagadas no tempo para cada grandeza. Ao final de cada

parte faremos, também, a medida do tempo de compilagao e execugao das simulagoes.

3.2.2 Difusio da Matéria Ativa

No conjunto de gréficos em (9) mostra o comportamento da difusdo para diferentes
valores de 79. Em todos os casos podemos observar que as curvas calculadas por cada
método sao relativamente proximas. Dentre todos os casos, 179 = 0.001 temos a maior
aproximacao das curvas durante o intervalo de tempo calculado e ainda é o que alcanga
os maiores valores de difusao. Duas caracteristicas que nao podem ser observados juntas
para o modelo de coloides.

Em (10) podemos observar o comportamento linear e potencia. Para 7y = 0.001
pelos dois métodos obtemos a curva inteiramente do tipo potencia, y = 0.6902921%97® para,
Euler e y = 0.6692529938 para Runge-Kutta. Ja para o caso 1y = 1.0 podemos obter os

dois regimes. A regressao tipo potencia e linear para Euler ¢ dado por y = 0.61548x1-285
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Figura 9 — Aqui temos quatro gréaficos da difusao (X = (Az, Ay)) em fungdo de tempo para
diferentes valores de 79. As curvas de cor preta e vermelha sao, respectiva-
mente, as componentes x e y via Euler, em quanto que as curvas de cor verde
e a azul sao as componentes x e y via Runge-Kutta.

ey = 1.7224 + 1.1431x, em quanto para o Runge-kutta temos y = 0.62188x!219 ¢
= 3.1217 4+ 1.1442x, onde x é abcissa e y é ordenada. Dai podemos notar que o sistema

tende a demorar a chegar ao regime difusivo para 7y pequeno.

Na figura (11) podemos observar os valores da velocidade média para diferentes
valores de 1y. Em todos os casos de 7y as curvas da velocidade média sao oscilantes
entorno de zero, mas os métodos numéricos sofrem certo desvio, especialmente compa-
rado a velocidade média no modelo dos coloides. Os Dados sugerem que nao hé alguma

tendéncia para distanciamento dos métodos, isto no tempo calculado.

Visto certos resultados numéricos para o sistema abordado nesse subsessao, fare-
mos agora a medida do tempo de compilagao e execucao dos programas Activeeuler.c e
ActiveRK.c utilizados aqui, o primeiro via Euler o segundo via Runge-Kutta. Os dois
codigos de teste serdo avaliados na variante 74(2) com 79 = 0.001 e n = 0 . O instrumento
unitizado é o terminal do linux. Com o gcc ja instalado podemos compilar os programas,

segue o primeiro.

$ time gcc Activeeuler.c -1lm -o 1p

0m0.123s
Om0.077s
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Figura 10 — Quatro graficos da difusao (\;,) em funcao do tempo para diferentes valores
de 79 mais o estudo das regressoes. Os graficos (10a) e (10c) curvas de
difusao (\,,) via Euler e em quanto (10b) e (10d) para Runge-Kutta. As
cores preto para difusao, vermelho e azul para regressao linear e potencia
respectivamente.

sys Om0.030s

Agora podemos executar o programa lp com o comando ./lp, para obter o tempo

de execugao da calculada via método de Euler. Segue.

./1p
21m1.182s

21ml.174s
Om0.000s

Vejamos para o segundo o programa, teremos.

$ time gcc ActiveRK.c -1lm -o 1lp
real Om0.141s

user Om0.118s
sys Om0.011s

Segue também o comando ./lp para vermos o tempo de execugdo da simulagao

calculada via método de Runge-Kutta de segunda ordem.
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Figura 11 — Quatro graficos da velocidade média (< v >) em fungdo do tempo para
diferentes valores de 79. As curvas de cores preta, vermelha, verde e azul sao,
respectivamente, as componentes = e y via Euler e componentes x e y via
Runge-Kutta.

./1p
34m11.944s

34mi11.943s
Om0.000s

3.2.3 Transporte de Matéria Ativa

Na subsecao anterior vimos alguns aspectos sobre sistemas ativos no modelo mo-
vimento browniano angular sem qualquer obstaculo. Agora queremos estudar algumas
questoes do sistema com a existéncia de um objeto geométrico na rede bidimensional, e
a maior parte do nosso estudo sera baseada no trabalho (BORBA et al., 2020). Lem-
brado que estamos interessados na comparacao de métodos numéricos estocasticos Euler

e Runge-Kutta de segunda ordem.

Na proposta da quebra da invaridncia de translacao espacial dentre os muitas
figuras geométricas, escolheremos os semicirculos, como (BORBA et al., 2020). Com isso
teremos algo semelhante como mostra a imagem (12) no sistema. Faremos a simulagao
com os semicirculos em uma determinada configuracao da qual sera citada a posteriori.

Com inser¢oes dos semicirculos as grandezas A, e A\, serao inutilizadas na nossa arrobagem.
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Figura 12 — Objetos assimétricos. O ponto em preto é que indica a suas posi¢ao no sistema
de coordenadas, que chamaremos de ponto P. Nas duas figuras representam
dois semicirculos em uma dada configuragao no sistema de coordenadas.

A configuragao com dois semicirculos, mostrada na figura (13), "capturara"algumas
particulas que estao no sentido contrario da normal do objeto formado. Para as nossas si-
mulacoes os objetos estarao com a normal voltada para o sentido negativo da orientagao do
eixo x . Uma vez pondo esses objetos, eles se comportarao como uma "armadinha'"para o

sistema, esperamos que haja uma corrente de velocidade definida por conta deste vinculo.

E importante citar, que todos os semicirculos sao idénticos de raio Rc = 5d.

Poderemos localizar a posi¢ao de cada semicirculo através do ponto P, indicado na figura
N=d?

(L —2qmR2)

,onde q é nimero obstaculos semicirculares. O niimero méximo de semicirculos na caixa

(12). Com a presenga dos semicirculos a densidade sera modificada para ¢ =

é calculado imaginando que cada ponto P esteja uma célula, um quadrado de lado 2R,,

assim temos n = (%)(%) = 25 semicirculos.

Na figura (14) podemos observar fatores interessantes nas curvas de velocidade
média. Os métodos numéricos sofrem certa divergéncia entre os valores calculados, mas
nao absurda. Note que, nos dois casos de ¢ ,(14a) e (14b), por ambos os métodos a
componente y da velocidade média é praticamente nula, em quanto que a componente x

esta fica retido frequentemente para valores negativos. Para o caso (14a) temos;

—

J = (—0.01843,0.000682) ~ —0.018434; (3.42)

via Euler e;
J = (—0.01524,0.008112) ~ —0.01524z7; (3.43)

via Rugen-Kutta. Note que para ambos métodos, o valor da densidade de corrente de
particula J esta na direcao contréaria ao eixo x dentro de certa aproximacao para ambos
os métodos. Podemos observar que J, é zero para trés algarismos significativos por Euler

e dois algarismos significativos via Runge-Kutta.
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Figura 14 — Os graficos da velocidade média para dois caso do niimero ¢ de obstaculos.
As cores preto e vermelho para componente x e y da velocidade média via
Euler, em quanto que verde e azul para componente z e y via Runge-Kutta.

Ja para o caso (14b), temos;

-

J = (—0.062661,0.001080) ~ —0.062661%; (3.44)

via Euler e ;

T

(—0.051459, 0.010264) ~ —0.051459: (3.45)

via Runge-Kutta. Note que os valores da densidade de corrente de particula J esta ,
com alguma aproximacao, na direcao contraria do eixo x por ambos os métodos. Mas
a componente J, ¢ nula para dois algarismos significativos por Euler e um algarismo
significativo por Runge-Kutta. Verificamos um aumento de J, de ¢ = 6 para ¢ = 8
por ambos os métodos. Das componentes de f, podemos observar serem maiores por

Runge-Kutta do que via Euler para os dois caso de q.

Vejamos agora o tempo de execugao e compilacao dos programas eulerfile.c

(método de Euler) e Rkfile.c (método Runge-Kutta) para o casos ¢ = 8 . Segue por



Euler;

~“/ time gcc eulerfile.c -1lm -o 1lp

O0m0,092s
Om0,079s
Om0,013s

./1p

35m46 ,807s
35m36 ,414s
Om8,100s

Para o tempo de compilacao do segundo programa, teremos.

"\ time gcc RKfile.c -1m -o 1p

real Om0,106s
user Om0,079s
sys Om0,027s

vejamos o tempo de execucao da simulagao via Runge-kutta de segunda ordem.

“\ time ./1p

real 65m51,918s
65m43 ,464s
0Om7 ,214s




4 Conclusio

Nesse trabalho vimos os resultados numéricos por dois métodos utilizados Euler
e Runge- Kutta de segunda ordem em sistemas cadticos desde aqueles formados apenas
por particulas idénticas e com sistemas com particulas e obstaculos. Nos focamos nos-
sos estudos em dois modelos: movimento browniano normal e o movimento browniano

angular.

Com as simulagoes feitas aqui, foi possivel medir os tempos de cada programa
escrito em ¢, bem como o tempo dos executaveis. Vimos que o tempo de execugao para

por via do método Runge-Kutta, é cerca de duas vezes mais lento do que pelo método de
Euler.

Os valores para velocidade média para coloides vista por cada método numérico
sao muito préximos. Visto tal situacao, foi conveniente medir a medida das diferencas dos
valores medidos por cada método para verificar a ordem de diferenca. Em quanto para o
modelo ativo, as velocidades médias apesar de estarem no mesmo patamar em ordem, as

curvas por cada método nao converge tanto para os ciclos medidos.

Acerca da grandeza A podemos comentar alguns pontos visto na comparagao entre
os dois modelos. Para coloides a grandeza A possui uma certa divergéncia notéavel entre
os valores medidos via o método de Euler e Runge-Kutta, da qual tendia a aumentar
a medida que o tempo aumentava, tanto variando 7 como 7. Vimos que para casos
de v = 0.001 os métodos divergiam em quanto para o regime amortecido (y = 1.0) os

métodos possufam uma convergéncia razoavel.

No modelo (MBA), modelo super-amortecido, as medidas feitas desta grandeza por
cada método numérico eram relativamente proximas para todos os valores 7y , fixando

n=20.

Com isso podemos perceber que os dois métodos numéricos possuem uma maior
aproximacao para medidas referentes a primeira ordem do tempo no modelo de coloides
(MBN), como a velocidade média. Mas diverge, fortemente, para grandezas de segunda
ordem no tempo, como a grandeza A no modelo de coloides para os casos de 7 nao
amortecido. Em contra partida, para casos de v = 1 nos dois modelos (MBA e MBN)
h& uma convergéncia razoavel dos métodos para todas as medidas. Concluimos que a
divergéncia entre os métodos numéricos possui forte correlagao com o amortecimento do

sistema.

Vimos na ultima subsegao (3.2.3), que os valores de densidade de corrente apre-

sentam o mesmo comportamento negativo na direcao do eixo x para os métodos, embora



haja uma diferenca entre os valores calculados. O valor J, ¢ , ligeiramente, maior pelo

Runge-Kutta do que por Euler.

A perspectiva do trabalho ¢é servi de base para alcancar novos horizontes em siste-
mas cadticos especialmente ativos. Como na simulagao de moléculas com o formato nao

circular sem ou com a presenca de objetos geométricos.
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