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Modelagem Computacional da Equacao
do Calor de Fourier

Luiz Fellipe Santos Abreu

Faculdade de Matemdtica, Universidade Federal do Pard.
Rua Raimundo Santana Cruz, s/n, 68721-000, Salindpolis—Pa, Brasil.

Resumo

Neste trabalho usamos Modelagem Computacional para estudarmos o problema de condugao
de calor governada pela lei de Fourier. Primeiro usamos o método da separacao de variaveis
juntamente com séries de Fourier para obtermos a solucao formal do problema. Em seguida,
fizemos simulac¢oes computacionais usando o software MATLAB para ilustrar o comporta-
mento da solucao.

Paravras-chave: Equagao do Calor, Lei de Fourier, Simulagao Computacional

1. Introducgao

A Modelagem Computacional é o processo de criar modelos matematicos e simulagoes uti-
lizando computadores para entender e prever o comportamento de sistemas fisicos, bioldgicos,
economicos e outros. Esses modelos ajudam a tomar decisoes, otimizar processos e entender
fenomenos complexos.

“De acordo com Bunge [4], para apreender a realidade, o ser
humano comeca com idealizacoes e simplificagdes que permitem
construir o que ele define como objeto-modelo ou modelo concei-
tual do fenomeno de interesse da situacao-problema em pauta.”

Nessas condicoes, a linguagem de programacao e os softwares matematicos se apresentam
como ferramentas fundamentais para realizacao da Modelagem Computacional de determi-
nado problema. Sendo a VisualBasic, Delphi e C++ as linguagens de programacao mais
populares. Dentre os softwares mais utilizados, destacam-se as planilhas eletronicas StarOf-
fice, Excel e os softwares que permitem calculos algébricos e numéricos como o Mathcad,
Mathematica, Matlab e outros (ver []]).

No ambito educacional atual, destaca-se a necessidade de utilizar metodologias ativas de
maneira a promover experiéncias satisfatérias de ensino e aprendizagem dos alunos e reduzir
a evasao e reprovacao em todas as esferas educacionais (ver [I]). Atualmente, com o avango
da tecnologia, existem muitos recursos pedagdgicos que proporcionam ao professor realizar
aulas mais dinamicas dentro e fora da sala de aula, tornando o aluno participante ativo
durante todo o processo de ensino e aprendizagem.



Dentre as diversas perspectivas metodoldgicas, destacam-se o uso de Jogos Pedagogicos e
Materiais Manipulaveis, o Ensino por Investigacao, a Resolugao de Problemas, Modelagem,
Tecnologias Digitais da Informagao e Comunica¢ao (TDIC’S), etc. Diante disso, o uso da
Modelagem Computacional para o ensino e aprendizagem de matematica, vem mostrando
resultados positivos, proporcionando ao professor dinamizar sua pratica, permitindo que
o aluno visualize com mais clareza o que foi proposto com uma ampla possibilidade de
exploracao, analise de dados e interpretacao grafica.

Andrade [I], afirma que para o professor desenvolver uma atividade utilizando um ambi-
ente virtual de aprendizado é necessario levar em conta trés aspectos que nortearao todo o
processo de ensino. Sao eles: os contetudos e objetivos de ensino, a ferramenta computacional
e a metodologia. O primeiro aspecto esta relacionado com o conteido que sera abordado
dentro de sala de aula e seu respectivo objetivo. Nesse primeiro momento, o professor deve
ter clareza dos objetivos em termo de aprendizagem. O segundo aspecto visa observar a
ferramenta computacional utilizada pelo professor no processo de ensino. Nessa etapa o
docente precisa ter um bom dominio da ferramenta escolhida, uma vez que ela nao deve
substituir o professor dentro de sala, mas ser apenas um auxilio no processo e, por se tratar
de um meio tecnoldgico, o professor deve estar ciente de que existem falhas no sistema. Por
isso deve estar preparado para contornar eventuais imprevistos dentro de sala. O terceiro
aspecto é o processo didatico. Nessa fase, o professor deve utilizar a ferramenta computaci-
onal para abordar o conteido proposto e alcangar os objetivos. Assim, o processo didatico
deve nortear o professor no que se refere a utilizacao do instrumento computacional dentro
de sala de aula.

O principal objetivo neste trabalho de conclusao de curso é motivar a iniciagao cientifica
em Modelagem Computacional com o estudo de conceitos fisicos, equacoes diferenciais par-
ciais e programacao. Para isso, consideramos o problema classico da conducao de calor em
uma barra governada pela lei de Fourier.

2. Lei de Fourier

A condugao de calor é um dos trés principais modos de transporte de calor, juntamente
com a conveccao e a radiacao. Ela ocorre em meios materiais, como sélidos, liquidos e gases,
quando ha um gradiente de temperatura relacionado ao material, ou seja, uma diferenga de
temperatura entre duas regioes adjacentes (ver [6l 2] 3]).

A conducao de calor é um fenomeno importante e amplamente observado em situagoes
cotidianas e na engenharia como por exemplo, a transferéncia de calor em sistemas de resfri-
amento de motores, projetos de isolamento térmico em edificios e a operacao de dispositivos
eletronicos. Ela é responsavel por transferir energia térmica de regioes de temperatura mais
alta para regioes de temperatura mais baixa dentro do material, sem que o material se mova.

A lei de Fourier, formulada em 1822 pelo préprio Fourier [5], descreve a conducao de
calor em um material solido e estabelece uma relacao entre o fluxo de calor ¢, o gradiente
de temperatura V6, e a condutividade térmica x do material. Para obter mais informagcoes
sobre o contexto epistemoldgico do problema consulte Pifer & Aurani [7]. A equacao da Lei



de Fourier no dominio unidimensional é dada por

q= _Kjeah (1)

em que o sinal negativo indica que o calor flui do lado mais quente para o menos quente.
A condutividade térmica s é uma propriedade intrinseca do material que quantifica sua
capacidade de conduzir calor. Materiais com alta condutividade térmica, como metais,
conduzem calor muito bem, enquanto materiais com baixa condutividade térmica, como
isolantes, s@o menos eficientes na conducao de calor. Além da equacao constitutiva , é
necessario considerar também o balanco de energia interna dada pela equacao

Per + Qe = 07 (2)
e, para obter um sistema completo de Equacoes Diferenciais Parciais, consideramos a relagao
constitutiva e = cf (equagao de estado), o que nos da a equagao

pcet + Qe = Oa (3)

em que nao consideramos termos fonte. Com isto, obtemos o sistema de Equagcoes Diferen-
ciais Parciais dado por

{pc@t +q¢,=0 em (0,¢) x (0,00), ()

q+ k0, =0 em (0,£)x (0,00),

com condigoes de contorno adiabaticas, i.e., que caracterizam o resfriamento do corpo sem
haver troca de calor com o meio externo a ele, ou seja,

q(0,t) = q(¢,t) =0, paratodo t >0, (5)

e condicgoes iniciais
0(z,0) = f(z), q(z,0)=g(x) z€(0,0). (6)
Por ser um sistema simples, no sentido de ter poucas variaveis dependentes e derivadas de
baixa ordem no tempo, podemos desacoplar o sistema e obter uma tnica equacao para as

variaveis # e q. Abaixo apresentamos os modelos desacoplados para a temperatura 6 e para
o fluxo de calor ¢, i.e.,

0y — k0., =0 em (0,¢) x (0,00),
0.(0,t) =6,(¢,t) =0 para t>0, (7)
0(x,0) = f(z), =€ (0,0),

seguido por
Gt — kGee =0 em (0,0) x (0,00),
q(0,t) =q(¢,t) =0 para t>0, (8)
q(z,0) = g(z), = €(0,0),

onde k = k/pc.
Na secao seguinte fornecemos mais detalhes do problema fisico que temos em mente.
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3. O problema fisico

Para termos uma ideia mais concreta do que estamos estudando, descrevemos com mais
detalhes o seguinte problema fisico.

Considere uma barra ABCDEFGH de comprimento ¢ = BC, constituida de um mate-
rial homogéneo e condutor de calor cujas faces ABC'D, EFGH e as bases BCGF, ADHE
estao isoladas termicamente. Devido ao isolamento térmico, o calor se propaga em apenas

uma direcao, isto é, na direcao do vetor B? . Veja a Figura

Figura 1: Barra homogénea isolada termicamente
z

Direg&o da propagacéo de calor

v Fonte: Prépria (2024).

3.1. Solucao formal da equacdo do calor

No contexto de uma barra termicamente isolada consideramos o modelo de Fourier para
a propagacao unidimensional do calor dado por

O — kO, =0 em  (0,¢) x (0,00), 9)

onde k£ > 0 é a constante de difusividade térmica do material. As condi¢oes de contorno sao
dadas por

0.(0,t) =0,(¢,t) =0, paratodo t >0, (10)
e condigao inicial por
0(x,0) = f(z), ze€(0,0). (11)

Para cada instante ¢ > 0 fixo, o problema tem lugar no plano (z,6), onde § = 6(x,t)
representa a temperatura no ponto x no instante t. A Figura [2] ilustra nossa descricao.



Figura 2: Plano (z,#) para cada ¢ > 0 fixo.

Temperatura em cada
instante t >0

el

[ NS

b Fonte: Prépria (2024).

A seguir, utilizamos o método da separacao de variaveis juntamente com séries de Fourier
para encontrarmos a solucao formal da equacao do calor. A proposigao seguinte apresenta
a solucao formal do problema.

Proposigao 3.1. A solu¢ao formal do problema @f em série de Fourier é dada por

O(x,t) = Z cne_kn%?t cos (nmz/l), (12)

n=0

onde ¢, € o coeficiente de Fourier dado por

9 [t
Cp = Z/ f(x) cos (nmz/€)dx. (13)
0
Prova: Considerando o ansatz da forma
O(z,t) = F(x)G(t) em [0,/] x [0,00), (14)
segue que
F'(x)  G'(t)
F(z)  EkG(t)
Observamos que o lado esquerdo da equacgao acima depende apenas de x, enquanto que o lado
direito depende apenas de t. Logo podemos concluir que ambos os lados, sao independentes
de x e t. Isto quer dizer que,
F'(z)  G'(t)
F(z)  kG(t)
Por outro lado, substituindo 6(z,t) = F(x)G(t) nas condi¢bes de contorno 6,(0,t) =
0.(¢,t) = 0 temos,

0.(0,t) =0 = F(0)G{t)=0 = F'(0)=0,
= =0 = =0,

(15)

=0, paraalgum o € R. (16)

F'(0) a7)



e substituindo na condigao inicial 0(x,0) = f(x) temos
0(z,0) = f(z) = F@)G(0) = f(x), (18)

de onde adotamos G(0) = Gy € IR — {0}. Com isto, passamos a considerar o problema de
valor de contorno

F'"(z) —oF(x)=0 em (0,¢), (19)
F(0) = F'(t) =0,
e o problema de valor inicial
G'(t) — koG(t) =0, paratodo ¢ >0, (20)

Primeiro resolvemos o problema de valor de contorno . Para isto, analisamos os
seguintes casos:

Caso I: Supondo o > 0 e considerando F(x) = e/* em temos a equagao carac-
teristica

w—o=0 = pu==+0. (21)
Segue que
F(x) = eVo® e F(z) = e Ve, (22)
Pelo principio da superposicao de solu¢ao temos que
F(z) = c1eV7" + ce Vo7, (23)

também é solugao do problema. Por outro lado, segue das condigoes de contorno F’(0) =
F'(¢) =0 que

F'(0)=cv/o—coJo =0 = ¢ —cy=0,
(24)
F'(l) = c1\/oeV? —cynJoe V7 =0 = eV —ce Vo = 0.
Isto implica em 61(62‘/5 —1) =0 e como ¢ > 0 temos que ¢; = ¢3 = 0.
Logo temos que F' é uma solugao nula. Como nao estamos interessados na solugao nula,

o parametro o > (0 nao serve.
Caso II: Supondo ¢ = 0 em temos F”(z) = 0. Consequentemente,

F(z) = 1z + co. (25)
Segue das condigdes de contorno F’(0) = F'(¢) = 0 que

F(z) = 0. (26)
10



Novamente temos que F' é uma solugao nula. Como nao estamos interessados na solucao

nula, o parametro ¢ = 0 nao serve.
Caso III: Finalmente, supondo o := —\? < 0 em e (23) temos

F(x) = c1e™ + ce™™. (27)
Usando a relacio de Euler e = cos(f3) & — sin(3) obtemos
F(xz) = Acos(Ax) + Bsin(A\z). (28)

Segue das condigbes de contorno F'(0) = F'(¢) = 0 que B =0e F'({) = —AAsin(\l) = 0.
Isto implica em A # 0 e A\, = A = n7w/{. Consequentemente,

F,(x) = Acos <nl%x>, para todo n € IN. (29)
Agora que j& encontramos o, = —A\2 = —n?7?/(?  revolvemos o problema de valor inicial
dado por
G'(t) — ko,G(t) =0, paratodo t >0, (30)
E facil ver que
Gn(t) = Goe " 2", paratodo t>0, (31)
é solucao (20). Por fim, combinando as equagoes 7 temos
22
On(x,t) = Be 2 cos <n[$)7 (32)

onde 3 := AG, satisfaz a equagao @D e as condigoes de contorno ([L0f). Para que 60, (x,t) seja
solucao do problema @Df, esta deve satisfazer a condicao inicial , i.e., parat =0
devemos ter

nmwx
ulw,0) = fla) = f(x)=Beos (7). (33)
Em particular, note que se
O

f(z) = 2cos (T)’ (34)

entao a solucao do problema @D— é dada por

‘rr2 5

Os(x,t) = 2 E  cos (%) (35)

11



Além disso, se

4
f(z) = 2cos (57; > +3cos< Zx>, (36)
entao a solucao do problema @Df é dada por
257 1672 4
O(z,t) = 27" 2 ! cos <57r7x) + 3¢ E  cos (%) (37)

De modo geral, se

= ﬁ: a,, COS <$>, (38)
n=0

onde a, (n = 0,1,...,N) s@o coeficientes conhecidos, entdao usamos o principio da super-
posi¢ao de solugao para afirmarmos que a solugao do problema @Df é da forma

N 2 2
O(x,t) = Zane R cos (ﬂ;> (39)

n=0

Por outro lado, se f(x) nao é da forma (38)) entdo, devemos considerar f(x) expressa como
uma série de Fourier da forma

= i Cp, COS (?) : (40)
n=0

e usando o principio da superposicao de solugcao temos que

Oz, t) = icne S g (7). (41)

n=0

é solucao do problema @[) . Os coeficientes ¢, (n = 0,1, ...) sdo chamados de coeficientes
de Fourier e sao escolhidos de modo que tomando ¢ = 0 em tenhamos . Portanto
os ¢, (n=0,1,...) devem ser coeficientes de Fourier da funcao f(z), dada em [0,¢]. Note
que f(x) deve se escolhida de modo a ser uma fungao par e peridédica de periodo 27, a fim
de termos uma série de cossenos de argumento nmw/?.

Agora nossa intencao é encontrar os valores de ¢, (n = 0,1,...). Note que integrando a

equacao em [0, ¢] obtemos
1 [
= —/ f(z)dz. (42)
tJo

Por outro lado, multiplicando a equacao por cos (%) (m =1,2,...) e integrando em
[0, ¢] obtemos

/f cos mwx ch/ coS nmc COS (m;rx)d'




Consequentemente,
/04 f(x)cos (m;m)dx = /04’ cos (%T) cos (?)dm +co /0‘3 cos (%Tx) cos (?)dm
+c3 /OL’ cos (?WTQC> Cos (#)dm + ¢y /OL] cos (47%) cos (m;rw)dx

+Cp—1 /Oé cos ((n—gl)mc) cos (?)dm + ¢, /(f cos (L;r:r) cos (?)dm
+ e e

Usando as relacoes de ortogonalidade entre as funcoes cos (%) e cos (w) para n # m

¢
segue que

¢ nwT !/
/0 f(z) cos (7)d3: = §cn, n=m,

ou ainda,

Isto conclui a prova. m

Observacao 3.2. Seguindo os passos acima, mostramos sem dificuldades que a solucdo
formal do fluxo de calor referente ao sistema (@ ¢ dada por

> n2x2 nmwx
1) = ne 2 s (—) 44
q(z,t) ;a e @ sin (44)

onde o coeficiente de Fourier é dado por

2 [ nne
ap = —/ g(x) sin (—W )dm, (n=1,2,...). (45)
‘¢ J 14
Na secao seguinte, apresentamos as simulagoes usando a solugao exata que obtemos.

4. Simulagao computacional

Nesta secao, consideramos um experimento hipotético de uma barra ABCDEFGH de
comprimento ¢, constituida de um material homogéneo e condutor de calor cujas faces
ABCD, EFGH e as bases BCGF, ADHE estao isoladas termicamente. Supomos que as
faces laterais ABFE e CGHD livres do isolamento térmico estejam em contato com dois
corpos Cy e Cpg de temperaturas 30°C e 0°C respectivamente. Além disso, também supomos
que no instante ¢ = 0 a barra possui uma distribuicao de temperatura Ty(z). Vejamos a
ilustracao da Figura

13



Figura 3: Configuracao inicial do experimento

' TO(x‘
30°C 0°C

Tal configuragao inicial pode ser modelada por uma func¢ao continua da forma

Fonte: Prépria (2024).

T
flz) =Ty + 7f cos (%) para todo 0 <z </. (46)

Tendo em mente as equagoes e , os coeficientes de Fourier associado a condicao
inicial sao dados por

2 [* T T
co=1, e CIIZ/ [Tb—i-?fcos(%)}cos(?%)d:r:—f.
0

Assim, a solucao (41)) é da forma

T =2 T™r
O(x,t) =T, + 7fe_k72t cos (7) (47)

Agora, para encontrarmos a solucao exata da equagao do fluxo de calor dada em é
necessario sabermos o campo do fluxo de calor inicial referente a temperatura inicial adotada
em e para isso, devemos usar a equacao @2. Isso resulta em

ETym . (7x
= — <z </
g(x) 5 Sl ( 7 ) para todo 0<az </ (48)

Segue da equagao que o coeficiente de Fourier associado a condi¢ao inicial é dado
por

kKTem [* . 5 /7o kETym
a, = 7 /Dsm (T)dx: 57

Finalmente estamos em condicao de realizar a simulacao computacional. Para isso con-
sideramos T, =15°C e Ty =30 °C, {=1me k =5 m?/s.



4.1. Codigo Matlab

Aqui inserimos o codigo Matlab usado para fazer as simulagoes.

1 |Y============================================================-=
2 | f================= Fquacao do calor de Fourier ===============
3 | f=============================================================
417 u_t - k*u_zz = 0 em (0,L)z(0,T),

5104 w(0,t) = w(L,t) = 0,

6|4 uv(z,0) = f(z).

[ | =============================================================
8§ | f=============================================================
9

10 | f==========================s===========================z========
Il | j============= Limpa a memorta e a tela de comando ===========
|12 | j=============================z================================
|3 |clear
14 1clc
15 | f=============================================================
16 | j===============z====z=z=========z==================z==============
17
18 | J=============================================================
19 | f================= Dominio (0,L) = (0,T) =====================

2) | f=============================================================

21 |#--- Dominio espactal (0,L)

22 L = 1;

251 J = 999;

24 ldx = L/(J+1);

25 x = 0:dx:L;

20 [ e Tt

27 | %A--- Dominio temporal (0,T)

261 T = 0.25;

291 N = 999;

S0 1dt = T/(N+1);

31 t = 0:dt:T;

32 | J=============================================================

33 | f=============================================================

34

3) | f=============================================================

30 | f======================== (onstantes =========================

37 | J=============================================================

38 | f--- Constantes fisticas

39 k = 4;

10 Tb = 15;




s—-—— Coeficientes
cl = Tf/2;
omega = pi/L;
c2 k*Tf*xomega/2;

4—-—-— Comndicao inicial

for j = 1:J+2
u(j,1) = Tb + cl*cos(omega*x(j));
q(j,1) = c2*sin(omega*x(j));

end

/—-—— Solucao ezata

for n = 2:N+2
for j = 1:J+2
u(j,n) = Tb + clxexp(-k*x(omega~2)*t(n))*sin(omega*x(j));
q(j,n) = c2*xexp(-kx(omega~2)*t(n))*sin(omegax*xx(j));

#—-—— Subplot

subplot (2,2,[1,2])

mesh(t,x,u)

title('\bf Equacao do calor pela lei de Fourier')
zlabel ('\bf Temperatura u(x, t) (C)', 'rotation', 90)
ylabel ('\bf espaco x (m)"')

xlabel ('\bf tempo t (s)')

colorbar

colormap ('jet"')

view(-19,35)

subplot (2,2,3)
mesh (t,x,u)
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title('\bf Visao vertical')

zlabel ('\bf Temperatura u(x, t) (C)', 'rotation', 90)
ylabel ('\bf espaco x (m)"')

xlabel ('\bf tempo t (s)')

colorbar

colormap ('jet"')

view ([0 0 90]1)

subplot (2,2,4)

mesh (t,x,u)

title('\bf Visao lateral')

zlabel ('\bf Temperatura u(x, t) (C)', 'rotation', 90)
ylabel ('\bf espaco x (m)"')

xlabel ('\bf tempo t (s)')

colorbar

colormap ('jet"')

view ([0 -90 01])

figure
Z--- Subplot: Fluzo de calor

subplot (2,2,[1,2])

mesh (t,x,q)

title('\bf Equaca do calor pela lei de Fourier')

zlabel ('\bf Fluxo de calor q(x, t) (W/m~2)', 'rotation', 90)
ylabel ('\bf espaco x (m)"')

xlabel ('\bf tempo t (s)')

colorbar

colormap ('jet"')

view(-19,35)

subplot (2,2,3)

mesh (t,x,q)

title('\bf Visao vertical')

zlabel ('\bf Fluxo de calor q(x, t) (W/m~2)', 'rotation', 90)
ylabel ('\bf espaco x (m)"')

xlabel ('\bf tempo t (s)')

colorbar

colormap ('jet"')

view ([0 0 90])
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subplot (2,2,4)

mesh (t,x,q)

title('\bf Visao lateral')

zlabel ('\bf Fluxo de calor q(x, t) (W/m~2)', 'rotation', 90)
ylabel ('\bf espaco x (m)"')

xlabel ('\bf tempo t (s)')

colorbar

colormap ('jet"')

view ([0 -90 0])
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4.2. Grdficos

Na Figura 4] observamos um decaimento réapido da temperatura, a qual se estabiliza em
15°C. A estabilizagao se da acima de 0°C devido a condigao inicial ndo ser uma fungao de
média nula.

Figura 4: Gréfico da distribuigao de temperatura
Equagao da Temperatura pela lei de Fourier
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Fonte: Prépria (2024).
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Por outro lado, na Figura 5] também observamos um decaimento rapido do fluxo de calor,
porém, se estabilizando em 0°C devido a condigao inicial ser uma funcao de média nula.

Figura 5: Grafico do fluxo de calor
Equacao do fluxo de calor pela lei de Fourier
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Fonte: Prépria (2024).

Por fim, ressaltamos que as simulagoes apresentadas nesse trabalho sao compativeis com
as solugoes encontradas no capitulo anterior.

5. Consideracoes finais

Neste trabalho, estudamos a equagao constitutiva para o fluxo de calor conhecida como
Lei de Fourier, juntamente com a equacgao da conservagao de energia. O acoplamento dessas
duas equagoes resulta no sistema de Equagoes Diferenciais Parciais que modela o problema
de condugao de calor pela Lei de Fourier. Nosso estudo mostrou que, desacoplando as
varidveis dependentes (6, q) do sistema e, considerando condigoes de contorno adiabdticas,
obtemos a mesma equacao diferencial parcial para € e ¢, porém, para cada equacao, temos
uma condicao de contorno diferente, o que resulta em solugoes diferentes. Por fim, usamos
condigoes iniciais que representam um cenario realista e realizamos algumas simulagoes que
ilustram nossos resultados.
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