UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARA
CAMPUS UNIVERSITARIO DE SALINOPOLIS
FACULDADE DE MATEMATICA
LICENCIATURA EM MATEMATICA

RAFAEL SANTOS DA COSTA

ATRATOR GLOBAL PARA UM SISTEMA DE MISTURA BINARIA DE SOLIDOS
PARCIALMENTE AMORTECIDO

SALINOPOLIS-PA
2022



RAFAEL SANTOS DA COSTA

ATRATOR GLOBAL PARA UM SISTEMA DE MISTURA BINARIA DE SOLIDOS
PARCIALMENTE AMORTECIDO

Trabalho de Conclusdo de Curso, apresentado a
Faculdade de Matematica do Campus Universitario
de Salinépolis da Universidade Federal do Para,
como requisito basico para a obtenc¢do do titulo de
Licenciado em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Mirelson Martins Freitas

SALINOPOLIS-PA
2022



Dados I nter nacionais de Catalogacdo na Publicacdo (CIP) de acordo com | SBD
Sistema de Bibliotecas da Univer sidade Federal do Para
Gerada automaticamente pelo médulo Ficat, mediante os dados for necidos pelo(a) autor (a)

C837a Costa, Rafael Santos da.
Atrator global para um sistema de mistura binéria de sdlidos
parcialmente amortecido / Rafael Santos da Costa. — 2022.
20f. :il. color.

Orientador(a): Prof. Dr. Mirelson Martins Freitas

Trabaho de Conclusdo de Curso (Graduagdo) - Universidade
Federal do Para, Campus Universitario de Salindpolis, Curso de
Licenciaturaem Matemética, Salindpolis, 2022.

1. Misturade Sdlidos. 2. Métodos de quase estabilidade .
3. Atrator global . I. Titulo.

CDD 519.8




RAFAEL SANTOS DA COSTA

ATRATOR GLOBAL PARA UM SISTEMA DE MISTURA BINARIA DE SOLIDOS
PARCIALMENTE AMORTECIDO

Trabalho de Conclusdo de Curso, apresentado a
Faculdade de Matematica do Campus Universitario
de Salinépolis da Universidade Federal do Par,
como requisito basico para a obtenc¢ao do titulo de
Licenciado em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Mirelson Martins Freitas

Data de Aprovacao: 15/12/2022

BANCA EXAMINADORA

UM‘\&MN Mm\—bm Fruilon

Prof. Dr. Mirelson Martins Freitas
Orientador - PDM/UFPA/Salin6polis

[l
/]

Prof. Dr. Andersor o djo Ramos
Examinador Interno - PDM/UFPA/Salin6polis

Prof. Dr. Manoel Jeremias dos Santos
Examinador Externo - PDM/UFPA/Abaetetuba

, %, /
/,u ! (/’U\r"”\’l‘jl//;i"/’/q / } “’ul“/l

Prof. Dr. Luiz Gutémberg Rosério Miranda
Examinador Interno - UFPA/Salinépolis




ATRATOR GLOBAL PARA UM SISTEMA DE MISTURA BINARIA DE SO-
LIDOS PARCIALMENTE AMORTECIDO

Rafael Santos da Costa!
Mirelson Martins Freitas?

!'Universidade Federal do Par4, Faculdade RESUMO
de Matematica - UFPA/Salin6polis
E-mail: rafael_santos723@outlook.
com

No presente trabalho, € exposto um estudo a cerca da dina-
mica de longo prazo das solu¢des de um sistema de equagdes
diferenciais parciais (EDPs), que visa modelar uma mistura
2Universidade Federal do Pard, Faculdade bindria de sélidos, levando em consideragdo que hd um me-
canismo de dissipacdo por atrito atuando apenas na equagao
eldstica e submetido a termo fonte nio linear. Tomando como
base métodos de quase-estabilidade, propostos recentemente
por Chueshov e Lasiecka, provamos a existéncia de um atrator
global com dimensao fractal finita, sendo que, este é carac-
terizado por uma variedade instdvel do conjunto de pontos
estaciondrios.

Palavras Chaves: Mistura de sdlidos; Métodos de quase-
estabilidade; Atrator global.

de Matematica - UFPA/Salindpolis
E-mail: mirelson@ufpa.br

Sumario
1 Introducio 5
2 Preliminares 7
2.1 BoaColocaglo . . . . . . i e e e e e e e e e e e 8
3 Atratores globais 11
3.1 Quase-estabilidade . . . . . . . . . .. 12
3.2 Sistema gradiente € pontos €StaCIONArIOS . . . . . v v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e 18
3.3 Existéncia e dimensdo fractal de atratores . . . . . . . . . ..o e e 19

1 Introducao

Nos ultimos anos, nota-se que a teoria de mistura de s6lidos vem ganhando destaque, apresentando
pesquisas voltadas para aplicacdo em estruturas bioldgicas, modelagem de materiais porosos, sejam
estes levando em consideracdo o preenchimento do meio por fluidos e/ou gas, dentre outros problemas
inerentes da engenharia [13, 3, 4, 14].

Na figura 1, apresentamos aplica¢des da teoria de mistura de s6lidos, em (a) € exposto o problema
da degeneracdo estrutural do tecido do disco intervertebral que, de acordo com [13] é composto por trés
constituintes principais: dgua, proteoglicano e coldgeno. Além disso, vale ressaltar que uma estrutura
deste tipo, quando saudavel experimenta instantaneamente altas tensdes de tracdo e compressao sob
carga fisioldgica. Nesse sentido, modelos construtivos, devem apresentar precisdo para as grandes
deformagdes do fluxo de fluido através do proteoglicano-coldgeno. Dai surge a necessidade de buscar
teorias que retratem tal precisdo, para modelar fluxo de fluido que h4 através do disco.
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Figura 1 — Aplicacdes da teoria de Mistura de Sélidos.
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Em (b) ilustramos o efeito relativo das fragdes de fluido que preenche o meio poroso, conhecido
como saturacdo. Na referéncia [2], o autor expde uma andlise a cerca do desenvolvimento histérico
das equagdes constitutivas utilizadas para modelar sélidos porosos saturados, com o propdsito de
compreender as dificuldades em modelar problemas desta ordem, além de tentar fornecer uma base
tedrica para uma derivacdo consistente das equacdes utilizadas nesta teoria.

O estudo do sistema de equagdes que regem a teoria linear de misturas de sélidos (caso isotérmico),
foi proposto por Iesan [12] (podendo ser encontrado também em [16], é dado por

pzZ[[:Tx_P+F, puu,,:Sx+P+H, (1)
onde,
T =azy +azuy, S=agzc+asuy, ()
e
P=£&(zr—u), €20. 3)

Nesta abordagem, z = z(x, ¢) denota o deslocamento do fluido e u = u(x, t) expressa um material
solido eldstico, sendo que p, e p, sdo as densidades de massa. T e S representam tensoes parciais, P
¢ a for¢a interna do corpo, F e H denotam forc¢as externas atuando no sistema.

Em contrapartida Quintanilla [15], contribui para a teoria, estudando o sistema apresentado por
Iesan, assumindo que as forcas externas satisfazem

F = pzye, H=D0. “4)

Por outro lado, Wang e Guo [19] provam um resultado de estabilidade exponencial usando o
método espectral com a suposi¢ao de que

1
/(; v(x)dx > 0. 5)

Nos tltimos anos, diversos autores vem contribuindo para o desenvolvimento da teoria, alguns
resultados recentes podem ser encontrados em [1, 17, 18, 5].

Neste presente trabalho, consideramos um sistema de mistura bindria de s6lidos parcialmente
amortecido dado por:

Pzl — A12xx — A2Uxx = 0, em (0, L) X (0, T), ©6)
Pullss — A3Uxx — A2Zxx + UU; + f(l/t) = 0, cm (Oa L) X (0’ T),

em que u; e f(u) sdo termos de amortecimento por atrito e fonte ndo linear, respectivamente, e u é
uma constante positiva. O sistema da equacgdo (6) possui condi¢des iniciais e de contorno definidas
da seguinte forma:

72(x,0) = zo(x), z;(x,0) = z1(x), x € (0, L),
u(x,0) = ug(x), u;(x,0) = u(x), x € (0, L), (7)
2(0,1) = (L, 1) = u(0,1) = u, (L, 1) =0, t > 0.
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Aqui, a; e a3 sdo constantes positivas e a; € um nimero real diferente de O satisfazendo a relagdo
2
aas > a;. (8)

Nosso principal objetivo € provar a existéncia de um atrator global com dimensao fractal finita.
Devemos destacar que todos resultados obtidos neste trabalho independem das velocidades das ondas
do sistema. Este resultado € tnico e inesperado, pois ainda ndo vimos nenhum trabalho publicado em
sistemas semelhantes como Timoshenko, Porous e Bresse, com um dnico mecanismo de amorteci-
mento sem a suposicao de velocidades de onda iguais. Por exemplo, mencionamos o trabalho de Feng
e Yang [7] onde eles consideraram um sistema Timoshenko com amortecimento friccional, atraso e
termos de origem. Eles provaram a existéncia de um atrator global com dimensao fractal finita e a
existéncia de atratores exponenciais para o caso de velocidades de onda iguais. O estudo de atratores
para problemas de misturas totalmente amortecidos, isto €, com damping nas duas equacdes, podem
ser encontrados nas recentes referéncias [8, 9, 10].

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: Na Se¢do 2, introduzimos notagdes, hipéteses e
comentamos sem provar a boa colocacao do problema. Além disso, estabelecemos algumas estimativas
de energia. Na secdo 3, provamos que o sistema dindmico gerado pelo problema (6)-(7) € quase-estavel
e gradiente, donde concluimos a existéncia de um atrator global com dimensao fractal finita.

2 Preliminares

Nesta secao, introduzimos alguns conceitos e notacdes utilizadas neste trabalho, bem como hip6-
teses fundamentais para o desenvolvimento do mesmo.
Usamos ao longo deste trabalho os espagos de Lebesgue padrao L (0, L), r > 1, com a norma

denotada por || - ||. Denotamos por (-, -y o produto interno em L?(0, L). Vamos considerar o espago
de Sobolev
HY0,L) = {u e H'(0,L) : u(0) = 0}. 9)
Como u(0) = 0, vale a desigualdade de Poincaré
Aolluell3 < lluxll3,  Vu € H, (O, L), (10)
onde g > 0 € a constante de Poincaré. Portanto, ||u/| 0.L) = ||ux||2 define norma equivalente em
H!0,L).
Definimos o espago de fase como
H = H!(0,L) x HI(0,L) x L*(0, L) x L*(0, L), (11)
com a norma
2 2 2 a3 2, || 92 ’
U, P, = + + - = + || —=u, + 12
(2, u, &, @) I3, = p2llBll5 + pullell; (as al)””)cnz N Vaizx ) (12)
Observemos que existem constantes ko > 0 e 179 > 0 tais que
[ 2 s 2
2 2 2 2
+ < - —= + ||[—=u, + 13
el + el < s g((a3 o (L P | (13)
e
R P ATE N [ S (14)
2 2 X110 3 a xllp \/a_l X 1<x )
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Hipétese 2.1. Consideramos que:

(Al) Seja f € C'(R), existem constantes r > 1 e ko > O tais que

|f (u)] < ko(1+|ul"™"), YueR. (15)

(A2) Existe uma constante ki > 0, tal que
F(u) > -k e f(u)u-F(u) > -k, Yu eR, (16)

onde F(u) = fou f(s)ds.

2.1 Boa Colocacao

SejaU = (z,u, ¢, p) € Hemque ¢ = z; e ¢ = u;. Podemos reescrever (6)-(7) como um problema
de Cauchy equivalente:

dU(t) 3
o +AU(t) = F(U(1)), t >0, (17
U(O) =UyeH,
em que Uy = (20, ug, z1,u1) € H, A: D(A) cH - HeF : H — H sao definidos por
—¢ 0
— 0
ﬂU = _pLZ(a]Z"'aZM)xx , T(U) = 0 . (18)
—o-(a3u+ arz)e + Eog —of (W)
O dominio de A € dado por
D(A) ={U = (z,u,¢,9) € H: z,u e HZ(O, L), (19

¢ € HI(0, L), ze(L) = ux(L) =0}
Teorema 2.1 (Boa Colocagdo). Suponha que as hipoteses (Al) e (A2) sejam satisfeitas, entdo temos:

(i) Se os dados iniciais Uy € H, entdo o problema (17) possui uma tinica solugdo fraca U €

C([0, ), H) com U(0) = U,.
(ii) Se Uy € D(A), entdo a solucdo fraca acima é solucdo forte, ou seja,
U € C([0, ), D(A)) N C'([0, 00), H). (20)
(iii) Se U' e U? sdo duas solucées fracas do problema (17), entdo existe uma constante positiva
Co = C(U'(0), U*(0)), de modo que
I (1) = U@l < e2TIUN0) = U (0)llgr, O <1 <T. @
Comentarios da prova: Podemos provar que A gera um Cp-semigrupo de contra¢des em H. Além
disso, devido a hipétese (15), podemos ver que ¥ € localmente Lipschitz em H. Entao podemos usar
a teoria de semigrupos lineares para concluir os itens (i)-(i1). A dependéncia continua (iii) € obtida

trabalhando com a diferenga de duas solugdes. O detalhamento da prova, pode ser encontrado em
[11]. [



Definimos o funcional energia total associado ao problema (6)-(7) por

L
E(1) = E(t) + /0 Fu())dx,

em que E () € a energia correspondente a (6)-(7) dada por

E(r) = %”Z(t)’u(t)»zt(t)’ut(t)”g}{'

(22)

(23)

Para darmos continuidade em nosso trabalho, necessitamos do seguinte resultado, que trata da lei

de dissipacao do nosso problema.

Lema 2.1. A energia total (22) satisfaz a lei de dissipagdo:

d 2
ZE(0) = —plu|13.

Prova: Multiplicando a equagao (6); por z; € a (6), por u, e integrando sobre (0, L), obtemos

L L L L
Pz / nZrdx — ay / ZexZrdx — az / UxxZrdX + py / Uy dx
0 0 0 0

L L L L
- a3 / U Urdx — ar / ZooxUrdX + y/ U dx + / f(uw)u,dx = 0.
0 0 0 0

Usando a identidade

o0, = L1
YT 2dr
conclui-se que
L 1d L 5

dx = —— dx,
L ZnZradx 2 drt 0 |Zl| X

L L

1d

A l/lttu[dx = EE A |l/l[|2dx.

L
Integrando por partes /0 ZyxZrdx, temos
L L
- / xZpxdx
0 0

L
/ ZoxZrdX = 242
0
1d [*

L
=— dx = —=— 2dx.
/0 Zezidx = =5 5 |z.|“dx

Analogamente, deduz-se

L L
1d
/0 Uy lUsdx = 3 ; |ux|2dx.

Agora, usando novamente integracao por partes, vemos facilmente que

L L L
/ UxxZrdX = UyZs| — / Uy Zpedx
0 0 0

L
= _/ Uy ZpxdX,
0
L L
/ Zxxu[dx = _/ qu[xdx.
0 0

9
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(25)

(26)

27)

(28)

(29)

(30)
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Somando (30) e (31) segue-se que

L L
/ (uxxzt + Zxxut)dx = _/ (uxztx + qutx)dx~ (32)
0 0
Notando que
© (2utty) = Zatty +
i IxUx) = TxtUx + TxUxy,
conclui-se que

L d L

/ (uxxzt + Zxxul)dx = __/ Zyllydx. (33)
0 dr Jo

Usando o fato de que F’ = f e a regra da cadeia, deduzimos que

L L L
'/0 f(M)MthZ/O F’(u)utdx:%'/o F(u(t))dx. (34)

Substituindo as identidades (26)-(34) em (25), obtemos

d [t ard [ d [kt
pZZ yr |Zt|2 x+?d_ |Zx|2dx+aza/0‘ le/lxdx (35)
p“" L| |2d+“3d e+l ||2+d/LF< (1)dx =0
x uy|“dx u — u x =
Tar ), M 2 di HI2 = 1
Agrupando os termos acima, temos
d1 L L L L L
[ (pZ/ |Z¢|2dx+a1/ |Zx|2dx+2a2/ zxuxdx+pu/ |ut|2dx+a3/ |ux|2dx)
dr|2 0 0 0 0 36
. s
+/0 F(u(t))dX] = —puluel3-
Temos ainda,
2 2
an 612
— Uy +Va1zx| = a12:2x + 2002505 + —Uyliy.
aj ai
Assim,
2 2
‘7‘2 )
/ (a1|Zx| +2aZqux)dx_/ (a1|Zx| +2arz,u, + uxux qux)dx
. (37)
/ 4 ++/ay dx / |uy|2dx.
= —M — —
A \/a_l x 13x x
Substituindo (37) em (36) resulta imediatamente que
dl1 L L (12 L L 2
Ll [ raPacens [Cupars (a2 [Cupae [7| 5@ of
dr|2 0 ai) Jo o IVar (38)
L
+ [ Pty | = =l
Consequentemente,
d 2
Z8(0) = ~ullu 3 (39)
completando a prova do lema. [

Precisamos ainda, do resultado auxiliar enunciado a seguir, este por sua vez, terd relevancia para
a demonstracdo do resultado principal que serd apresentado na proxima se¢ao.
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Lema 2.2. Seja U(t) = (z(t),u(t), z:(t), u;(t) uma solugdo de (6) - (7). Entdo existe uma constante
Cr > 0 tal que

1
&) > EIIU(I)II?H - Cp, Vt >0, (40)
&) < CrUIUM NG +1), ¥t > 0. 41)

Prova: Da hipétese (16), segue-se imediatamente que

L L
/ Flu) > - / kidx = —kiL. 42)
0 0
Como X .
E(1) := §||U(;)||ZH+/O F(u(t))dx. (43)
Concluimos que
E() > SNV~ kL. @)
Tomando Cr = kL, obtemos
&) > %IIU(t)H% - Cr. (45)

Provaremos agora a desigualdade (41). Pelo Teorema do Valor Médio, existe 0 < 6 < 1 tal que
|f )| = 1£(0) + f/(Buyul < C(L+Jul™")ul < C(1+ |ul"). (40)

Assim, usando a imersio H'!(0, L) < L"*!(0, L) e a desigualdade de Young, deduzimos que

r+l1

1 r
E(1) < SNVl +CL+ Cllull;

1
< SIU@IG +CL+ Cllugly™

1
< EIIU(t)H%{+CL+C||U(t)If,.71
< C(L+lU@IEh.

Isso finaliza a prova. u

3 Atratores globais

A seguir € apresentada a definicdo de atrator global, bem como algumas resultados abstratos
importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 3.1. Um subconjunto N C H é um atrator global para o sistema dinamico (H, S(t)), se
satisfaz as seguintes condigoes:

* A é compacto;

* U ¢ invariante, isto é, S(t)W = W para todo t > 0;

* A atrai conjuntos limitados pela acdo do semigrupo S(t), isto é,
lll)rgo disty (S(t)B,N) =0,

para todo conjunto limitado B C H, onde disty é a semidistancia de Hausdorff em H.

11



Definicao 3.2 (Sistema Gradiente). Um sistema dinamico (H, S(t)) é chamado gradiente, se existe
uma funcional de Lyapunov estrito em H, isto é, existe uma funcdo continua @ tal que t — ®(S(t)y)
¢ ndo-crescente para qualquer y € H, e se ®(S(t)y) = ®(y) paratodot > 0 e algum y € H, entdo y
¢ um ponto estaciondrio de (H, S(t)), isto é, S(t)y = y para todo t > 0.

Teorema 3.1 (Corolario 7.5.7, [6]). Seja (H, S(t)) um sistema de gradiente assintoticamente compacto
em um espago de Banach H, com o funcional Lyapunov correspondente denotado por ®. Suponha
que

®D(y) — oo se e somente se ||y||lg — o,

e que o conjunto de pontos estaciondrios N é limitado. Entdo o sistema (H, S(t)) possui um atrator
global compacto caracterizado por A = MY (N).

Sejam X e Y espacos de Banach reflexivos com X compactamente imerso em Y. Consideramos o
espaco H = X X Y e o sistema dinamico (H, S(z)) dado por

S@)y = (u(®),u; (1)), y = (u(0),u;(0)) € H, (47)

sendo que u tem regularidade u € C([0, o);X) N C'([0, c);Y). Dizemos que o sistema dinAmico
(H,S(t)) é quase-estavel sobre o conjunto B C H, se existir uma semi-norma compacta ny em
X e fungdes escalares ndo negativas a e ¢, localmente limitadas em [0, ), e b € L'(0, o), com
lim b (1) = 0 tais que

1S(1)y1 = S@)y2ly < a@lly1 = yall, (48)
€
IS(0)y1 =Sl < bWy = vally +(0) sup [nx( () = (5P 49)

para todo y1, y, € B. Aqui, denotamos S(#)y; = (u'(t), ui(t)),i = 1,2.

Teorema 3.2 (Proposi¢do 7.9.4,[6]). Seja (H,S(t)) um sistema dindmico satisfazendo (47). Se
Assumimos que (H, S(t)) é quase-estavel sobre qualquer conjunto invariante limitado B C H. Entdo,
(H, S(t)) € assintoticamente compacto.

Teorema 3.3 (Proposi¢ao 7.9.6,[6]). Suponha que (H, S(t)) seja um sistema dindmico satisfazendo
(47). Se (H, S(t)) possui um atrator global compacto W e é quase estavel em W. Entdo a dimensdo
fractal de N é finita.

3.1 Quase-estabilidade

Nosso préximo objetivo é provar que o sistema dindmico (H, S(z)) € quase-estavel. Para isso, o
teorema a seguir desempenha um papel fundamental.

Teorema 3.4 (Desigualdade de Estabilizabilidade). Suponha que as hipoteses (Al) e (A2) sejam
satisfeitas. Seja B um conjunto invariante positivamente limitado em H e sejam S(t)U' = (7', u’, Z\, u')
as solucoes fracas de (6)-(7) com a condicdo inicial U; € B, i = 1,2. Entdo, existem constantes [,
Yo, C > 0 tais que

t
E(1) < yoe M E(0) + Cy / e |1y (5)]|2 ds, (50)
0

onde u = u' — u?.

Prova. As fungdes z = z! — z2 e u = u' — u? resolvem o sistema:

{pzztt — 12y — A2Uxy = 0, 51)

Pullss — Q3lhyy — A2Zuy + ptty + f(u') — f(u?) =0,

12



com condig¢des de fronteira
2(0) = zx(L) = u(0) = ux(L) =0, (52)
e iniciais
(2(0), u(0), z(0), u (0) = U" — U™ (53)

A partir de agora, dividiremos a prova em alguns passos.
Passo 1: Primeiro, definimos o funcional

1
E@r) = 51U 05 (54)
Multiplicando (51); por z; e (51); por u,, integrando ambas em (0, L), obtemos
d oo k 1 2
7 EO =-u ; |ua|“dx — ; (f (u) = f(u”))usdx. (55)

Usando a hipdtese 15 e o Teorema do Valor Médio concluimos que existe 0 < 8 < 1 tal que

f (') = f@)] < 1f/(0u' = (1= 0)u®)|Ju' —u?|
< |f/(6u' = (1= 0)u®)||ul

56
< ko(1+16u' — (1 =0)u®)|H|u| (56)
< ko(1+ [ 71+ 17 ul.

Isso implica que

L _pL
/ |f (') = £ ()] |ugldx < ko/ U+ a1 1?70 ) ey dx. (57)
0 0

1

Da Desigualdade de Holder Generalizada sabemos que, dadas g| € LP', g, € LP2, g3 € LP3, temos

L L P L 2 L 73
/ |g18283ldx < / lg1|P dx / |g2|P2dx / lg3|Pdx| (58)
0 0 0 0

em que pll + plz + p% = 1. Tomando g; = (1 + |u!|"~' + [u?|"""), g» = |u| e g» = |u,| e notando que
b1, 1, 1

Sttty = 1 obtém-se

L 1yr—1 21r—1y 2L e L 2 > L 2 %
I< T+ ]u "7+ w7 )r—Tdx ul”" dx u,|“dx

1yr-1 2 r-1
< COU+ [l (1 + N[5, ) oellor llue 2.

Usando o fato de que B € limitado e a desigualdade Young, vemos que
I < Callulla/llull2 < Cpllull3, + %”WH%‘ (60)
Combinando (55) e (60) concluimos que existe uma constante Cg > 0 tal que
LBy = ~Elul + Collull, (61)
dt 2

Passo 2: Consideramos o funcional
L L u L
F () = —pZ/ 7:2dx — pu/ usudx — —/ |u|dx. (62)
0 0 2 Jo
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Multiplicando (51); por z e (51); por u, integrando em (0, L), podemos obter que

L L L L L
Joit / Zpzdx — ayp / Zyx2dx — az/ Uy zdx + py, / Ugudx — as / Uy UdX
0 0 0 0 0

L L L
—a2/ Zexudx + ,u/ usudx + (Fu") = F(u?))udx =0
0 0 0

) ) ) L L
Usando as seguintes identidades, zz;, = %ZZ; — |z e fo Uy Zdx = — fo U, Zcdx, temos

d L L /,l L L L
( . / 22idx — pu / w2 / |u|2dx) - p. / l2iPx - pa / P dx
dt 0 2 Jo 0 0

L L L L
+a1/ |zx|2dx+a3/ |ux|2dx+2a2/ zxuxdx+/ (f(ul)—f(uz))udx.
0 0 0 0

(63)

(64)

De modo andlogo aos resultados obtidos nas equacgdes (37) e (60), temos que ¥ (¢) satisfaz a

seguinte estimativa

d Lo Lo a% Loy
—F (1) < —,DZ/ |z¢] dx—pu/ lu;|“dx + a3 — —= / x|~ dx
dt 0 0 a) Jo

La2 2
+ —u, ++az
/Ow_lx Vaiz.

dx + Cp|lull3,-
Passo 3: Definimos o funcional

L
G(1) = azpa /0 u( \72—1 n )dx.

Multiplicando (51), por az(\%u ++/a;z) e integrando em (0, L), obtemos

L L
an a
a —u + a1z |uydx — aza —uU + Va7 |Uydx
Pu 2[) (\/a_l l)zt 32/0 (\/a_l l)xx

L L

2 aj a

—asap —u++aiz|z dx+,ua2/ (—u+\/a1z)u dx
2 /0 (\/al ) o 0 \vai t

+a, /L (ﬂu + \/a_lz)(f(ul) — f(u*)dx =0
0 \Var

Usando que un( u++/a z) E”f( 2y ++a z) ( u; ++/a zt), temos
d L
[puaz / (ﬂu + \/alz)utdx
0

L
as
=a{£ thx+@@ﬁ($§u+vﬂk}k

dt Vai
L L
—,ua2/0 (%u+\/a_1z)u,dx—a2/0 (%u+\/a_11)(f(ul)—f(u2))dx
+ /L( - ++ar ) dx
Pud?2 ) \/Cl_lut a1y |Urdx.
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(66)

(67)

(68)



a a
Note que azuy, + azze = (az — az/al)uxx v%(\/z—uxx ++/a Zxx), temos

d L a a
Eg(t) = _aZ(a3 - a%/al) /0 ux(\/%—l”x + ‘/_Zx)dx —— / 2 ux + \/_Zx
/L =t Vaiz|d ) - (e arz)a 69)
- ua | —=u++a X —a u)—fw))|—=u++a X
Maz ; t \/Cl_l 1< 2 A \/a_l 1Z
L
a
+a2puL ut(\/az_lut +\/a_12t)dx.
Analogamente a (60), podemos encontrar que
L
/ (Fu') - f(ﬁ)(ﬂu + \/a_lz)dx < Cpllullor|~—=u + Varz (70)
0 \/E \/E 2
11
Usando as desigualdades de Young e Poincaré conclui-se que
» 4 | a ?
11 < Cllull}, + —=||—2=u + Vaiz (71)
al al 2

Substituindo a estimativa anterior em (69) e usando a desigualdade de Young ab < a?/ 4n; + bzn,-,
(i =1,2,3), temos

L
dx

2
ap
— U ++/
\/a—lux a1y

L

az 2 2

—u, ++Vaz dx+ us|“dx

\/a—] X 1<x M 772/0 | tl
an 2

— —u++a de+—/ s | x

4 Vai !

L
P
+ a1 / el + / jar *dx + Calull3,.
0 173 Jo

d 2 N a%
— 1) < — d £
dtg( ) < 771(613 az/al) /0 |ux|“dx + 4 1

2
2yar /
L (72)

a,

L 2
Usando a desigualdade de Poincaré em / ‘(az /Aai)u + \/alz) dx, encontramos
0

4G o) [ s 2 [
—G(t Sm(a3—a al)/ u x+—/
dt 2 0o dm Jo |[Vai
2 L as 2 2 L 2
- —u, ++ajzy| X+ u,|“dx
2ar Jo |Na - "‘-“”2/0"'

2 L 2 2 L
ach/ ar azpu/ )
+ Uy +Vazy| dx + — |us|"dx
4y Jo |var g var Jo

L L
2 2 P 2 2
+ a182730n / Pl + £ / (zi Pk + Callull2.,
0 4n3 Jo

dx

2
a
——Uy + \/(lle

(73)

onde ¢, = % Agrupando alguns termos, obtemos que
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d 2 2k 2 P L 2
—G(1) < - dx + — d
260 <mla-da) [ ufare e [T Pas

0
2 2 2 L 2
4 ( 4 ach) / ar
- -+ —u, ++azy| dx (74)
2¢ay \4m 42 o |var Vaiz
2 L
aspu
2 2 2 2 2
+ + + dx+C .
[+ S avcnap) [l s o,
Escolhendo-se adequadamente valores 77; > 0, com i = 1,2,3 podemos ver que G(t) satisfaz a
estimativa
2\2 ,L 2 L 2
d a; / 2 a4 / az
—G(t) < 24ai|laz — — Uy|“dx — ++a dx
dl‘g() \/_1( 3 al) 0 |ux| 4\/61_1 0 \/a—lux \/_12x
Ne a3pu 2 /Ll 2d (75)
+(2Vajuc, + —
1M Cp Va ayaxn3pPu A Ur|~dx
P oo 2
u
+ dx +C .
2o [ aPds+ Calll,
Passo 4: Considere o seguinte funcional
L L L
J (1) = pu/ uudx — @2p: / Zeudx + E/ |u|*dx. (76)
0 ar Jo 2 Jo
Multiplicando (51); por —Z—fu e integrando em (0, L), obtemos
L L a rL
_a2p; / Zpudx + a2/ Zecltdx + 2 ucudx =0. 77
ar Jo 0 a Jo
Usando que z;;u = %ztu — Z;U;, temos
(78)

2 L
d as L a L L a
_ L 220 zoudx + Pz Ziurdx — as Zellydx — 2 |uy|?dx = 0.
0 0 0 ai Jo

dt a aj
Multiplicando (51); por u e integrando em (0, L), obtemos

d L u L L L L
—(p,,/ u,dx+—/ |u|2dx)—pu/ |u,|2dx+a3/ |ux|2dx+a2/ Zelldx
dt 0 2 Jo 0 0 0 79
L (79)
+/ (f (u') = f(u?))udx = 0.
0
Somando as estimativas (78) e (79), temos
d L u L a2 L
GT0=p [ P22 [T —(as—a—z) [ s
0 0 1] Jo (80)

L
- [0 - sy =o
0
Agora, usando a desigualdade de Young e levando em consideracdo (60), podemos fazer algumas

manipulagdes e obter que J (¢) satisfaz a seguinte estimativa

2 L L
d naasp;
LT < |put =2 P+ £ [ 1z, Pax
dt a3 0 414 Jo
@1)
a? L
oy -2 / e Pelx + Cllull,.
ai 0
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Passo 5: Tomemos o funcional
L(t) :=N1E(1) + N2F (1) + N3G (1) + NaJ (2). (82)
Utilizando a Desigualdade de Young e (14), segue que
|L(1) = N1E(1)] < Mao|F ()] + N3|G () + Nal T ()] < FE(2), 7> 0. (83)
Consequentemente, para N1 > 7, temos
(N1 =7)E(t) < L(t) < (N1 +17), Vt > 0. (84)

Passo 6: Pelas estimativas (61), (65), (75) e (81), temos:

d Niu 2\apte, a3 2
—L(t S—[ +N2—N3( + + ajasn;
I (1) ] on a 2N
774a%pz L 2 N3py N4 t 2
— N4 1 + ) Pu lus|“dx — | Ny — 1 - |Pz |z |"dx
a2py 0 Pz A4l " Jo
N2 Ll ay 2 (85)
- - N —Uy ++/ d
(4 ,—al 2)‘/0 ,—alux a1x| dx

2 L
a
(a3 - —2)/ |ux|2dx
ai 0

N3pu N,
3 20, € n4 > (86)

2
a
- [N4 - Nz - 2N3\/a1(a3 - —2)
a

+ CB(N1 +N2 +N3 +N4)||u||%r

Tomando,

Temos de imediato,

d N N 2\Jaiu’e a? aya®
< [ i N2 N3( Vaiu LA SN 1 2/9”)
Pu Vai 2p,

a%pz L 2 L 2
—1\74(1+N42 > )]Pu/ lus|“dx — (Np — l)Pz/ |z¢|“dx
0 0

alpu
N3a% L ar
- - N —u, +
(4\/0_1 2)'/0 \/a—lux ‘/aZx
2 2 L
) ) 2
- N4—N2—2N3\/a a3 — — a3 — — |ux| dx
ai ayr) Jo

+Cp(Ny + Ny + N3 + Ny)||ull3,.

2 (87)
dx

Escolhendo N, > 1e N3 > (4\/5/a%)N2. Como N, e N3 sdo fixos, podemos escolher N4 grande
o suficiente, ou seja,
Ny >N2+2N3\/a_1(a3—a%/a1). (88)

Por fim, escolhemos

2\Jaiue a? a,a> a2
N1>N3& s Py 2 4N 2pu)+]\74&(1+N4 22/3z )
H 2aipu

3
Pu Vai 2p;

(89)
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2

N N 2ai e a2 aia
£ =B 2_:4 el I 'ZW) N41+N42m)>0, (90)
Pu 2 Pu Vai 2p; 2 lpu
& =Ny — 1> 0, 1)
NG s o 92
= - > 0,
&3 It 2 92)
a2
§4 =Ny — Ny — 2N3\/a1 (a3 - —2) > 0. (93)
ai

Assim, escolhendo Ny := 2 minj¢;<4{&;} > 0, podemos concluir que existe uma constante Cg > 0
tal que

d
EL < —NoE (1) + Cg|lull3., Vt > 0. (94)

Utilizando a segunda desigualdade de (84), obtemos

d 0
—L < - vVt > 0. 95
dtL N -7 ©3)

Agora, aplicando o Lema de Gronwall na equagao acima, obtemos

L) < & T L0) + /0 LRI ()| d. (96)

Tomando yg := 1]\\7’11J—r77 >0, uo : N1 +77 >0,Cp = 77 > (0 e usando novamente (84), temos
E(t) < y0e ™ E(0) + C}y /0 t e ||u(s5)||2. ds. (97)
A prova estd completa. [

3.2 Sistema gradiente e pontos estacionarios

Lema 3.1. Suponha que (Al) e (A2) sejam satisfeitas. Entdo o sistema dindmico (H, S(t)) é gradiente
com funcional de Lyapunov correspondente ® satisfazendo

QU) — o0 & ||U]l — co. (98)

Prova: Seja Uy € H, temos que S(t)Uy = (z(¢), u(t), z;(t), u;(t)) € uma solucio forte para (6)-(7).
Definimos a fung¢ao @ : H — R por

1 L
@ (S(1)Uo) = EHZ(I)au(I)’Zt(t),ul(l)H(?;{+./O F(u(t))dx. 99)
De (24), segue-se imediatamente que
d
—-©(8(U0) = —plluI3. (100)

Como u > 0, tem-se <I>(S (r)Up) < 0, donde segue que @ é nao-crescente. Suponhamos que
D(S(r)Up) = D (V) Vt 0. Entdo

d
2 ®(Uo) = —pllu |3 =0, Vi >0. (101)
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Assim, u(x,t) = u(x) para todo ¢ > 0. De (6),, podemos concluir que

—A2Zxy = A3l — f(u) =1 (x). (102)

Integrando em [x, L] e usando as condicdes de contorne, obtemos

L
anZy = / Ui (x)dx :=yp, Vt=0. (103)

Por fim, integrando a equag@o anterior em [0, x] e usando novamente as condi¢des de contorno,

obtemos que z(x, ) = z(x) para todo r > 0. Portanto Uy = (z,u,0,0) é um ponto estaciondrio de

(H, S(1)). Segue que @ é um funcional de Lyapunov estrito em H. Logo (H, S(¢)) é gradiente. m
Para provar (98), observemos por (40) e (41) que

1
SIUIG = Cr < ®U) < Cr(IUNI" +1), VU € H, (104)
o que implica diretamente a equivaléncia (98). A prova estd completa. [

Lema 3.2. Suponha que as hipoteses (Al) e (A2) sejam satisfeitas, entdo o conjunto de pontos
estaciondrios N de S(t) é limitado em H.

Prova: Pontos estaciondrios U = (z, u, 0, 0) sdo solu¢des do sistema

—A1Zxx — A2lyx = 0, (105)

—a3Uy, — arZyxx + f(u) = 0.
Multiplicando por (105); po z, (105), po u e integrando em (0, L), podemos obter

2 2 L
a3 = 2|l + |+ Nz == [ faus (106)
aj \/a_l 2 0

Utilizando (A2), temos

|UI3, <2Lk), YUE€eN. (107)
Portanto, NV € limitado em H. ]

3.3 Existéncia e dimensao fractal de atratores

Terminamos esta se¢do estabelecendo nosso principal resultado no contexto da dinamica a longo-
prazo do sistema dinamico (H, S(¢)), que consiste em provar a existéncia de um atrator global com
dimensao fractal finita.

Teorema 3.5. Suponha que as hipéteses (Al) e (A2) sejam vdlidas. Entdo:

1. O sistema dinamico (H, S(t)) possui um atrator global compacto tinico W C H, que é carac-
terizado pela variedade instavel W = M (N) do conjunto de pontos estaciondrios

N = {(z,u,0,0) eH

—A1Txx — AQUxx = 0}
—a3Uyy — a2Zyx + f(u) =0

2. O atrator W tem dimensdo fractal finita, isto é, dimiﬂl < 400,
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Prova:

1. Devido a desigualdade de estabilizabilidade (3.4), o sistema dindmico (H, S(¢)) é quase-estavel.
Portanto, levando em consideragdo o Teorema 3.2, temos que (#, S(¢)) € assintoticamente compacto.
Além disso, pelo Lema 3.1, o sistema dinamico € gradiente e satisfaz

D(y) = o0 & ||yllgr — oo.

Temos ainda que, pelo Lema 3.2, o conjunto N dos pontos estacionarios de (H, S(7)) € limitado em
H. Logo, pelo Teorema 3.1, podemos concluir que o sistema dindmico (#, S(z)) possui atrator global
dado por A = M4 (N).

2. Do item acima, o sistema dinamico (H, S(¢)) possui atrator global dado por A = M4 (N) e, em
particular, é quase-estavel em 2. Segue-se do Teorema 3.3 que o atrator A possui dimensao fractal
finita dim 9 < +oo. n
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