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RESUMO

O objetivo deste artigo foi apresentar a eficiéncia do método de Gauss-Seidel na resolugdo de um
sistema linear de grande porte a menos de uma precisdo requerida. Neste contexto, foram
apresentados a formulacdo matematica que define o método de Gauss-Seidel, critérios de
convergéncia, teste de parada. Duas aplicagdes foram desenvolvidas. Primeiramente, abordando a
solugdo de um sistema linear modelando uma situag@o problema nao contextualizada. Num segundo
momento, foi utilizado o método de Gauss-Seidel para resolver um sistema linear oriundo de uma

situacdo problema envolvendo engenharia de estruturas pertencente a area de engenharia civil.

Palavras-chave: Sistema linear. Gauss-Seidel. Trelica.

ABSTRACT

The objective of this article was to present the efficiency of the Gauss method in solving a linear
system of great precision required. In this context, a mathematical formulation was presented that
defines the Gauss-Seidel method, convergence criterion, stopping test. Two applications were
developed. Approaching, approaching the solution of a linear system modeling a non-contextualized
problem situation. At one point, the Gauss-Seidel method was used to solve for a linear system from

a situation belonging to a civil engineering area.

Keywords: Linear system. Gauss-Seidel. Trellis.



1 - INTRODUCAO

Nos dias atuais, a solugao de um sistema linear (SL) estd presente nas mais variadas areas do
conhecimento cientifico, quais sejam, em calculo de estruturas, redes elétricas, redes hidraulicas,
redes de trafego de dados, distribuicdo de calor, quimica, economia, programacao linear, estatistica,
dentre outras. A resolugdo de um SL torna-se mais complexa se porventura as equagdes que
determinam o SL sdo ndo-lineares. Contudo, uma grande parte das aplicacdes que se encontram
vinculadas a solu¢do de um SL sdo modeladas exclusivamente por equacdes lineares (FRANCO,
2006). Na generalidade, a resolugdo de um SL utilizando uma estratégia numérica perpassa pelos
chamados métodos diretos e/ou iterativos (BARROSO, 1987). Os métodos diretos sdo aqueles que,
admitindo-se ha nao existéncia de erros de arredondamento ou quaisquer outros, permite determinar
a solugdo exata do SL executando um numero finito de operagdes aritméticas (adigdes, subtragoes,
multiplicagdes e divisdes). Em relacdo aos métodos iterativos os mesmos sao eficientes, por exemplo,
quando a matriz dos coeficientes ¢ uma matriz esparsa (niimero elevado de elementos iguais a zero).
Ademais, possuem a vantagem de autocorrecdo se um erro ¢ cometido, os mesmos também podem
ser utilizados para minimizar os erros de arredondamento na solucao determinada através de métodos
exatos (FRANCO, 2006). Especificadamente, no presente artigo sera abordada uma técnica numérica
pertencente ao grupo dos métodos iterativos denominado método de Gauss-Seidel, apresentando de
maneira resumida sua fundamentacdo tedrica, aplicando tal método na resolucdo de um SL ndo

contextualizado e um outro vinculado a uma situagao pratica da Engenharia Civil.

2 - METODO DE GAUSS-SEIDEL

E denominado método de Gauss-Seidel o processo iterativo que permite encontrar a solugio
de um SL com uma precisdo requerida através de um processo convergente iniciado a partir de uma
aproximacdo x (% para obter uma sequéncia de solu¢do, o mesmo é também conhecido como método
dos deslocamentos sucessivos por utilizar, em uma determinada iteragdo, os valores das incognitas ja
calculadas para a determinagdo das demais. Neste sentido, seja o SL Ax = b em sua forma expandida,
como segue (RUGGIERO, 1996):

a11x1 + a12x2 + a13x3 + -+ alnxn = bl
az;1X1 + Ay7X + ay3X3 + -+ AoynXny = bz
asz1Xq + A32Xy + a33X3 + -+ AznXn = b3 (1)
An1X1 + ApaXy + ApzXz + -+ AppXy = by
Por separacdo da diagonal, pode-se obter um sistema equivalente na forma x = Cx + g de
modo que:
e x representa o vetor das variantes n por 1;

e ¢ determina o vetor dos coeficientes n por n;



e g o vetor das constantes n por 1.

Dessa forma, a partir da aproximacdo inicial x(®) pode-se gerar aproximacdes

xW, x@, . x® | através do processo iterativo definido por (RUGGIERO, 1996):

K+1 1 K K K
( xi ) = a_n(b1 - a12x§ ) - a13x§ o alnxr(l ))
K+1 1 K+1 K+3 K
xg = a_zz(bz - a21x§ W a23x§ R a2nxr(L ))
1 (K+1 1 K+1 K+1 K
xé ) = a_sg(b3 - a31x§ ) aszxg MR asnxr(z ))
K+1) 1 (K+1) . (K+1 K+1
xr(l ) = n (bn — QAp1Xq — QpaX, - an,n—lxy(l_1 ))
(2)

comK =0,1,2...

3 — CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Para determinar se o método de Gauss-Seidel produzird uma sequéncia de aproximagodes que
estabeleca uma convergéncia, sera abordado a seguir dois critérios, quais sejam: o critério de
Sassenfeld e o critério das linhas, além de uma constatagdo no que concerne verificar se a matriz dos
coeficientes do SL a resolver for estritamente diagonalmente dominante, ou seja, qualquer elemento

(ai j), i = j da matriz dos coeficientes de um determinado SL em modulo for estritamente maior que

a soma em moédulo dos elementos (al- j), [ # J pertencentes a mesma linha de referéncia.

3.1 — CRITERIO DE SASSENFELD
Seja A = (ai ]-) os elementos da matriz dos coeficientes de um determinado SL Ax = b.

Desta forma, tém-se (RUGGIERO, 1996):

_ laszlt+lagzl+-+lagnl

Bl - laisl (3)
€
_ |aj1|ﬁ1+|aj2|ﬁz+"'+|ajj—1|ﬁj—1+|ajj+1|+"'+|ajn|
b = lajjl ’ ¥
com,
B = méxlsjsn{ﬁj} ®)

Portanto, se [ <1, entdio o método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia convergente
independentemente no chute inicial x(® utilizado. Salienta-se que quanto menor for 8, mais rapida

serd o processo de convergéncia.



3.2 — CRITERIO DAS LINHAS
Para este critério € necessario que a matriz dos coeficientes seja estritamente diagonalmente

dominante, dessa forma, considere que (RUGGIERO, 1996):

a = max;gpenlag} <1, (6)
onde,
<2?=1|akj|>
_ Jj*k
e = lagkl (7

4 — TESTE DE PARADA
Dada uma aproximagcao inicial x(°) para a solugdo do sistema Ax = b, obtém-se uma solugio

com determinada precisdo € (precisdo pré-fixada), utilizando o seguinte teste (BARROSO, 1987):

Maxi<i<n xi(K+1) — xl-(K) <e¢k=012., (8)

ou,

k > M, (M sendo o nimero maximo de iteragdes).



5—- APLICACAO DO METODO DE GAUSS-SEIDEL
Para efeito de testagem do método de Gauss-Seidel, serdo resolvidos dois sistemas lineares

utilizando o codigo Seidel.m implementado em uma interface do programa Matlab (ver Anexo 1).

5.1 — Aplicacao 1
Seja 0 sistema linear S abaixo, 0 mesmo serd resolvido pela formulagdo matematica (2),
utilizando o teste de parada (8). Destaca-se que a convergéncia do método em questdo foi garantida

através dos critérios (3.1 e 3.2). A solucdo de S é mostrada como segue:

( 10xq + x5 + x3 + 2x4 + 3x5 — 2x5 = 6,57
4x, — 20x, + 3x3 + 2x4 — x5 + 7x¢ = —68,448
5x; — 3x, + 15x3 — x4 — 4x5 + x4 = —112,05 )
—Xq1 + Xy + 2x3 + 8x4 — x5 + 2x¢ = —3,968
X1 + 2x5 + x3 + 3x4 + 9x5 — xg = —2,18
\ —4x; + 3x, + x3 + 2x4 — x5 + 12x, = 10,882

Dados de entrada para executar o cddigo Seidel.m:

e n — ordem da matriz dos coeficientes:
n==6 (10)
e A— matriz dos coeficientes:

10 1 12 3 =2
4 =20 3 2 -1 7

|5 -3 15 -1 -4 1

a=1207 (11)
l 1 2 1
-4 3 1

e b — vetor dos termos independentes:

-1 12

6,57
—68,448
—112,05
b= —3,968 (12)
-2,18

. 10,882

e x(© - chute inicial:

- 0,6570 1
3,4224
L) | =7,4700

3,9680
—0,2422
10,9068

(13)

e ¢ —tolerancia (precisdo):
e=10""% (14)
Vetor Solucdo:
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e x® 5 vetor solucio:

11,2500 1
3,0200
—7,4000
0.8300
—0,3940
L 1,0140

x*) = (15)

Salienta-se, que 0 método de Gauss-Seidel, para a solugdo de S necessitou executar 6

interacdes com erro maximo 7,0969 x 1075,

5.2 — Aplicagao 2
O exemplo de aplicagdo a seguir foi retirado e adaptado do livro Franco (2006) com o intuido
de apresentar uma situacgao problema, a qual necessita-se determinar a solu¢do de um SL. Novamente,

sera utilizado o cddigo Seidel.m para resolver o SL em questao.

5.2.1 — Trelica
Em engenharia de estruturas (ramo da engenharia civil), uma trelica (ver Figura 1) é uma
estrutura composta por cinco ou mais unidades triangulares construidas com elementos retos cujas

extremidades sdo ligadas em pontos conhecidos como nés (WIKIPEDIA, 2022).

Figura 1 — Imagem de uma ponte com estrutura em treliga.

Fonte: WIKIPEDIA, 2022

5.2.2 — Descricao do problema

Numa treliga estaticamente determinada com juntas articuladas, como dada na Figura (2):
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Figura 2 — Imagem hipotética de uma trelica estaticamente determinada com juntas articuladas

1000 500

Fy

' \
//’ 45° 'ﬂl\(\\ 15 /\\\
O : R ./ F ./ Fi - /C
/////X/ lrm [""‘

Fonte: Franco, 2006

a tensdo, (F;, i = 1,23,4,5,6,7,8,9) a determinar, em cada componente pode ser obtida da seguinte

equacdo matricial:

r 0,7071 0,0000 0,0000 —1,0000 —0,8660 0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 7[F1] 0,00007
0,7071 0,0000 1,0000  0,0000 0,5000  0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 [(Fz||-1000
0,0000 1,0000 0,0000  0,0000 0,0000 —1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 [[Fs||0,0000
0,0000 0,0000 —1,0000  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 ||Fs| [0,0000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,7071 ||Fs|H 500 (16)
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 —0,7071 ||Fs| | 0,000
0,0000 0,0000 0,0000  0,0000 —0,8660 1,0000  0,0000 —1,0000 0,0000((F,| | 0,000
0,0000 0,0000 0,0000  0,0000 —0,5000 0,0000 —1,0000 0,0000 0,0000|(Fg| | =500
0,0000 0,0000 0,0000  0,0000 0,0000 0,0000  0,0000 1,0000 0,70711[F,] L 0,000
\ A

| F || B
Y S
Para resolver (16) novamente foi utilizado o c6digo Seidel.m com os seguintes dados de entrada:

e n — ordem da matriz dos coeficientes:

n=9 (17)

e A4— matriz dos coeficientes

e B — vetor dos termos independentes

10,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000
0,000

10,000

e x© - chute inicial igual a

e ¢ —tolerancia (precisdo):

e=10"% (18)



Destaca-se que quando averiguou-se os critérios de convergéncia (3.1) e (3.2), utilizando a matriz
dos coeficientes A de (16), os mesmos ndo foram satisfeitos. Portanto, partindo desse pressuposto
rearranjou-se a matriz A obtendo-se uma matriz A, 0 mais possivel diagonalmente dominante,
COMo segue:

r—0,7071 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1
0,0000 -—1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,7071  0,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,7071 0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

A, = 0,0000 0,0000 0,0000 -1,0000 1,0000 0,0000 08660 0,0000 0,0000 ;. (19)
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 -1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,5000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,8660 -1,0000 0,7071

0,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,5000 0,0000 0,7071

Em seguida, executou-se o Seidel.m com os dados de entrada ja apresentados, obtendo-se

como vetor solucgéo o seguinte resultado:

- 0,0000 T
1,0000
0,0000
0,0000

F=[500,0000 (20)

500,0000
0,0000
0,0000

| —1,4142 |

Observacao: Este exemplo, indicou que os critérios de convergéncia abordados sdo necessarios
e suficientes quando satisfeitos. No entanto, se os mesmos ndo forem verificados existem
procedimentos a realizar através de operacgdes elementares, as quais produzem sistemas equivalentes,
de tal maneira que suas respectivas matrizes A possam ser diagonalmente dominantes em sua
totalidade ou de forma parcial acarretando uma possivel solu¢do do sistema em questao a menos de

uma precisao requerida.
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6- CONCLUSAO

Neste trabalho utilizou-se 0 método de Gauss-Seidel para resolver um sistema linear de
maneira iterativa, o qual ¢ amplamente abordado na literatura cientifica. Dessa forma, buscou-se a
cada aplicacdo verificar a eficiéncia e robustez do referido método, evidenciando que os critérios de
convergéncias utilizados sao suficientes, podendo haver situagdes que na ndo verificagao da
convergéncia do método em questdo, pode-se manipular o sistema linear através de operagdes
fundamentais (adi¢do, subtragdo, multiplicagdo e divisao) de tal maneira que viabilize a utilizagdo do

método estudado.

13
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ANEXO 1 — Seidel.m

%N,A,B,XO,ITERMAX,TOL => PARAMETROS DE ENTRADA NA FUNCAO DO
%PROGRAMA

%ESTE PROGRAMA SOLUCIONA UM SISTEMA LINEAR UTILIZANDO O METODO
ITERATIVO

%DE GAUSS-SEIDEL.

% ESTE METODO CONSISTE EM SOLUCIONAR A i-ESIMA EQUACAO EM Ax =D
%IMPLEMENTADO POR:

%  Manuel Costa & Iris

%

N =input(ENTRE COM A ORDEM DA MATRIZ DOS COEFICIENTES :: );
A =input(ENTRE COM A MATRIZ DOS COEFICIENTES :: );

B =input(ENTRE COM O VETOR DOS TERMOS INDEPENDENTES :: );
XO = input(ENTRE COM O CHUTE INICIAL PARA A SOLUCAO:: ;
ITERMAX = input(ENTRE COM A MAXIMA ITERACAO :: ",

TOL =input(ENTRE COM A TOLERANCIA ::;

format long;

erro = zeros(ITERMAX,N);
X =zeros(1,N);

Xi = zeros(1,N);

Xi()) = XO; %[-21226 -4 1];



erro(:,:) = 1;
for iter = L:ITERMAX
iter
fori=1:N
soma = 0;
forj=1:N
ifj~=i
soma = soma + A(i,j)*Xi(j);
end
end
X(i) = B(i)/A(i,i) - soma/A(i,i);
erro(iter,:) = abs((X(i) - Xi(i))/X(i));

Xi(:) = X(:); %SE UTILIZARMOS ESTA POSICAO, TEMOS O METODO DE GAUSS-
SEIDEL

end
if iter == ITERMAX

fprintf(ITERACAO MAXIMA  ALCANCADA - @) METODO NAO
CONVERGIUY);ITERMAX

return;
end
if max(erro(iter,:)) <= TOL
fprintf(TOLERANCIA ALCANCADA - ERRO MAXIMO');max(erro(iter,:))
break;
end
end

fprintf(SOLUGCAO DO SISTEMA LINEARY); X
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