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RESUMO

A propagacdo de ondas sismicas desempenha um papel fundamental nos estudos geofisicos,
permitindo a investigagdo das estruturas presentes na subsuperficie terrestre por meio da
analise do comportamento das ondas em diferentes meios. Nesse contexto, este trabalho teve
como objetivo estudar a propagacdo de ondas sismicas em um meio bidimensional por meio
da aplicacdo do Método de Diferencas Finitas (MDF) aplicado a equacdo da onda. Para isso,
foram abordados conceitos de geologia e geofisica relacionados as propriedades fisicas das
rochas e a propagacao sismica, além da formulacdo matematica da equacdo da onda, desde
sua deducdo até sua representacdo em 2D com a inclusdo de um termo fonte. O
desenvolvimento do trabalho consistiu na discretizacdo da equacdo diferencial parcial por
meio das aproximacgOes obtidas a partir das expansdes em série de Taylor, possibilitando sua
implementacdo computacional no software Scilab. As simulacdes foram realizadas em uma
malha bidimensional composta por quatro camadas com diferentes velocidades de propagacao
e interfaces horizontal, inclinada e senoidal, representando estruturas geoldgicas distintas. Os
resultados obtidos permitiram observar fendmenos caracteristicos da propagagdo sismica,
como reflexao, refracdo, interferéncia e espalhamento da energia, evidenciando a influéncia
das variacdes de velocidade e da geometria das interfaces na trajetoria da frente da onda.
Também foram identificados artefatos numericos decorrentes das condi¢Ges de contorno
utilizadas, demonstrando limitacdes presente ao modelo computacional adotado. Conclui-se
que o Método das Diferencas Finitas apresentou desempenho satisfatorio na simulagdo da
propagacdo de ondas sismicas, reproduzindo adequadamente os principais fendmenos fisicos
envolvidos e demonstrando sua relevancia como ferramenta para a modelagem computacional

e para o estudo de problemas geofisicos associados a subsuperficie terrestre.

Palavras-chave: propagacao de ondas sismicas; método das diferencas finitas; equacdo da
onda; 1D e 2D; simulagdo computacional.



ABSTRACT

Seismic wave propagation plays a fundamental role in geophysical studies, enabling the
investigation of subsurface structures through the analysis of wave behavior in different
media. In this context, this work aimed to study seismic wave propagation in a two-
dimensional medium by applying the Finite Difference Method (FDM) to the wave equation.
To achieve this, concepts of geology and geophysics related to the physical properties of
rocks and seismic propagation were addressed, as well as the mathematical formulation of the
wave equation, from its derivation to its 2D representation with the inclusion of a source term.
The development of the work consisted of discretizing the partial differential equation using
approximations obtained from Taylor series expansions, enabling its computational
implementation in the Scilab software. The simulations were performed on a two-dimensional
grid composed of four layers with different propagation velocities and horizontal, inclined,
and sinusoidal interfaces, representing distinct geological structures. The results obtained
allowed the observation of characteristic seismic propagation phenomena, such as reflection,
refraction, interference, and energy spreading, highlighting the influence of velocity variations
and interface geometry on the wavefront trajectory. Numerical artifacts arising from the
boundary conditions were also identified, demonstrating limitations present in the adopted
computational model. It is concluded that the Finite Difference Method presented satisfactory
performance in simulating seismic wave propagation, adequately reproducing the main
physical phenomena involved and demonstrating its relevance as a tool for computational

modeling and for the study of geophysical problems associated with the Earth's subsurface.

Keywords: seismic wave propagation; finite difference method; wave equation; 1D and 2D;
computational simulation.
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1 INTRODUCAO

A propagacdo de ondas sismicas constitui um dos principais fendbmenos estudados pela
geofisica, sendo amplamente utilizada na investigacdo das estruturas internas da Terra. A
analise dessas ondas permite compreender caracteristicas fisicas e geoldgicas presentes na
subsuperficie, auxiliando assim, aplicacGes relacionadas a exploracdo mineral, prospeccédo de
petrdleo e estudos tectdnicos. Conforme discutido por Jorge (2021), a geologia tornou-se
imprescindivel para a investigacdo da subsuperficie terrestre, demonstrando estudos
econémicos voltados a obtencdo de bens minerais, com destaque para petréleo, sendo que 0s
métodos sismicos fornecem dados cruciais sobre a disposi¢do estrutural das camadas

sedimentares.

Nesse contexto, Penha, Barreiros e Neto (2012) destacam que, na modelagem sismica,
a equacdo da onda é utilizada para simular a propagacdo das ondas através das diferentes
formagdes geologicas do subsolo, contribuindo para a compreensdo dos fenémenos fisicos
envolvidos e auxiliando na interpretacdo de estruturas geologicas complexas. Dessa forma, a
equacdo da onda representa um dos modelos matematicos mais importantes para a descri¢éo
de fenébmenos ondulatorios presentes na natureza. Sua aplicagdo ndo se limita apenas a
geofisica, estando também associada a acUstica, eletromagnetismo, vibragfes mecanicas,
propagacdo sonora e etc. No caso da sismica, essa equagdo permite representar
matematicamente o deslocamento da onda ao longo do tempo e do espaco em meio

homogéneo.

E justamente que Souza e Gandolfo (2023) tem a ideia de que na geofisica, essa
abordagem permite representar fendmenos como reflexdo, refracédo, difracdo e dispersdo das
ondas sismicas ao atravessarem diferentes camadas geoldgicas. Ademais, a analise da
propagacdo de pulsos ondulatérios na subsuperficie terrestre possibilita a obtencdo de
informac0es fisicas das rochas, contribuindo para a interpretacdo das estruturas geoldgicas e
para a investigacdao de recursos presentes na subsuperficie. Porém, para que esse fendmeno
possa ser simulado computacionalmente, no entanto, a equacdo da onda, precisa ser

transformada em uma formulacao discreta e possivel de célculo.

E dessa forma que se insere o Método das Diferencas Finitas (MDF) o qual apresenta
grande importancia na modelagem computacional por fornecer solugdes aproximadas para

problemas que ndo possuem resolucdo analitica simples. Esse método baseia-se na
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discretizacdo do espago e do tempo, substituindo derivadas por aproximagdes numéricas
construidas a partir das expansdes em série de Taylor. Conforme, Penha, Barreiros e Neto
(2012) e Jorge (2021), a aplicagdo do MDF a equagdo da onda sismica requer cuidados
especiais com as condi¢des de contorno, sendo possivel implementar aproximagfes de
diferentes ordens de precisdo para capturar com mais fidelidade o comportamento fisico da
propagacdo da onda. A partir dessa formulacdo, torna-se possivel calcular de forma o

comportamento da onda em diferentes instantes temporais.

Assim, o MDF é potencializado pelo avanco do desenvolvimento computacional, que
conforme discutido por Moreira (2024), tem permitido que métodos numéricos fornegam
solucdes aproximadas cada vez mais viavel para a modelagem de fenémenos sismicos. Com
isso, 0 avanco do desenvolvimento computacional, as simulagdes numéricas passaram a
apresentar maior precisao e eficiéncia na resolucdo de problemas fisicos complexos. Sendo

assim, tendo como 0 MDF uma ferramenta indispensavel.

Diante desse contexto, o presente trabalho tem como objetivo estudar a propagacao de
ondas sismicas em um meio bidimensional por meio da aplicacdo do MDF aplicado a equacao
da onda. Busca-se, especificamente, simular numericamente o comportamento das frentes de
onda ao interagirem com diferentes estruturas geoldgicas, incluindo tipos como interfaces
horizontal, inclinada e senoidal, onde cada uma esta associada a diferentes velocidades de

propagacao.
2 INTRODUCAO A GEOLOGIA E GEOFISICA

Nesta secdo serdo apresentadas as nogdes basicas de geologia e geofisica necessarios
para o entendimento deste trabalho, abordando os principais conceitos relacionados a
estrutura da terra, a composicao, a classificacdo das rochas, bem como os processos fisicos

que atuam no interior da crosta terrestre.
2.1 Geologia das Rochas

A geologia constitui o fundamento essencial para a compreensdo dos fendmenos
relacionados a propagacédo de ondas sismicas, pois aborda a formacao, composicao e estrutura
dos materiais que compdem a crosta terrestre. A partir da analise dos métodos geoldgicos,
onde é possivel identificar as propriedades fisicas que influenciam a maneira como as rochas
respondem a passagem da energia mecanica (Bertolino; Parlemo; Bertolino, 2012; Guimaraes;
Liccardo, 2014).
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A aparéncia fisica de uma rocha é determinada através de sua mineralogia, da textura e
estrutura da rocha, as quais séo estabelecidas pelo tempo e local de origem. A textura € um
termo que indica os tamanhos e as formas das rochas, j& a mineralogia diz respeito as

propriedades quimicas destes elementos (Press; et al., 2006).

Onde para utilizacdo em obras de engenharia civil, o material rochoso deve apresentar
padrdes de qualidade adequados, garantindo comportamento satisfatério frente as diversas
solicitacbes mecénicas e ambientais as quais sera submetido (Siegesmund; Torok, 2011).
Entretanto, por ser um elemento natural, as rochas podem sofrer alteracdes ao longo do
tempo, principalmente sob condi¢Bes climéaticas agressivas (chuva &cida, presenca de
produtos quimicos corrosivos, etc.). Nesse contexto, o conhecimento dos parametros
geotécnicos torna-se essencial assegurar maior durabilidade e desempenho estrutural da obra

civil. (Frascd; Yamamoto, 2006).

Desse modo, as rochas podem ser classificadas em trés grandes grupos: as igneas (ou
magmaticas), as sedimentares e as metamdrficas, cada qual com suas propriedades

particulares que as tornam adequadas ou ndo para o uso na construcdo civil (Frasca, 2014).

Dessa forma, as rochas igneas, tendo origem do magma encontrado no interior da
Terra. Podem ser formadas de dois modos, sendo o primeiro por resfriamento da lava dos
vulcdes quando chegam a superficie, como nos casos do basalto, obsidiana, entre outras,

assim como € mostra na figura 1.

Figura 1 --- Rochas Igneas, A — Basalto, B - Obsidiana

A

Fonte: Compilacdo do autor.
Em segundo modo, o resfriamento do magma ainda no interior da crosta terrestre.
Ap0s esse processo, as rochas estdo dispostas a acdo do intemperismo ou erosdo, o qual as

transforma em sedimentos que podem ser petrogénese (transportados). A partir da deposicao,
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acontece a compactacgdo e a diagénese (litificagdo dos sedimentos), formando assim as rochas
sedimentares (Crist; Pinto, 2014; Pereira; et al., 2018).

Outro tipo de rocha sédo as sedimentares o qual é ilustrado na figura 2, como exemplo,
temos o arenito como uma rocha sedimentar inorgénica e o carvao mineral que é uma rocha
sedimentar organica, essas rochas sdo formadas da compactacdo de fragmentos de outras
rochas ou matéria organica, gerados por diferentes processos que ocorrem no ambiente natural
(Pereira; et al., 2018).

Figura 2 --- Rochas Sedimentares, A — Arenito, B — Carvédo Mineral

Fonte: Compilagdo do autor

O ultimo tipo é o das rochas metamorficas, que é apos o segundo modo do
resfriamento das rochas igneas onde ocorre no interior da crosta terrestre, que sdo
caracterizadas por terem sido transformadas em outras rochas devido ao aumento da presséo e
temperatura, como exemplo do xisto, o qual é ilustra na figura 3. 1sso ocorre quando
submetido a pressdes e temperaturas altas na natureza, onde se transformam em marmore
(Crist; Pinto, 2014).

Figura 3 --- Rochas Metamorficas, A — Xisto, B — Marmore

Fonte: Compilacdo do autor
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Assim, a figura 4, ilustra o processo de representacao desses trés grupos de rochas.

Figura 4 --- Ciclo das Rochas

CICLO DAS ROCHAS

Y/
HAS $

DIAGENESE

SEDIMENTACAO

TRANSPORTE

EROSAO

METAMORFICAS

Fonte: Crist e Pinto, 2014.

Milani et al (2007) demonstram como a porosidade e o tipo de cimento em rochas
sedimentares séo fatores determinantes para a simplificacdo de ondas e a velocidade sismica.

Desse modo, a origem de cada rocha influencia diretamente seu comportamento sismico.
2.2 Nocao de Aquisicdo Sismicas

Kearey, Brooks e Hill (2002) a geofisica é a aplicacdo dos principios da fisica ao
estudo da Terra, sendo a sismologia uma de suas principais subdivisdes. Essa concepc¢ao
reforca que o entendimento da geologia estrutural constitui a ligacdo fundamental entre a

teoria fisica e a modelagem matematica aplicada a investigacdo do subsolo.

E importante observa que Souza e Gandolfo (2023) define, as propriedades fisicas
como densidade e elasticidade, o qual exercem o controle significativo sobre a dindmica das
ondas no subsolo. Bertolino, Parlemo e Bertolino, (2012) diz que enquanto a densidade das
rochas esta relacionada a sua composi¢gdo mineraldgica e grau de compactacdo, a elasticidade
determina a capacidade de deformacéo da rocha diante da vibracdo induzida pela onda. Onde,
em meios rigidos e bem consolidados, a propagacdo ocorre com menor perda de amplitude, ao
passo que formacdes fraturadas ou pouco compactadas tendem a dispersar a energia ao longo
do caminho (Kearey; Brooks; Hill, 2012; Souza; Gandolfo, 2023).

A velocidade de propagagdo das ondas sismicas varia de acordo com as propriedades
fisicas das rochas (Souza; Gandolfo, 2023). Em geral, materiais menos consolidados
apresentam menores velocidades, temos como o Basalto que contém um indice de velocidade

variando de 2000m/s a 6500m/s, temos como por exemplo a obsidiana que ja contém um
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indice que varia de 3800m/s a 4500m/s, assim por diante. Essa diferenca de velocidades

constitui o principal mecanismo responsavel pela ocorréncia dos fenémenos de reflexdo e
refracdo nas interfaces geologicas.

Na figura 5, tem-se um exemplo de como dados sismicos obtidos em varias posi¢es
ao longo da superficie, mostrando a propagacdo e o comportamento das ondas refletidas em
profundidade. A analise desses sinais permite identificar interfaces geol6gicas e compreender

a resposta sismica das camadas subterraneas.

Figura 5 --- llustracdo a propagacao e reflexdo das ondas no subsolo

% %k VyVVYyYVYVYVYY Linhadci\quisicﬁo
] f 1 >

Interface Refletora
% Fonte
V¥ Receptores

Regido lluminada

V Velocidade do Meio

N Profundidade

Fonte: Penha; Barreiros e Neto, 2012
Isso reforca a relacdo entre as propriedades da rocha e os métodos de investigacéo
indireta no capitulo de Geologia do Manual de Agregados, destacando que “a primeira etapa
na prospeccao de agregados é a definicdo do tipo de material rochoso necessario, e que ird
guiar a pesquisa mineral para determinados ambientes geologicos” (Bertolino; Palermo;
Bertolino, 2012, p.75). Essa definicdo inicial do material-alvo, € baseada em suas
propriedades geoldgicas, o qual o primeiro passo para a selecdo e a aplicacdo eficaz de

métodos geofisicos, como a sismica, na modelagem do subsolo.
Além de que, as ondas geradas na subsuperficie, se propagam, refletem nas
descontinuidades geoldgicas e retornam aos receptores, permitindo delimitar estruturas

subterraneas com base no tempo de resposta e na amplitude dos sinais como é mostrado na

figura 6.



17

Figura 6: --- Esquema simplificado do registro de aquisicéo sismica
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Fonte: Penha Barreiros e Neto, 2012

Dessa forma, compreender as propriedades das rochas ajudam muito a interpretar de
forma correta os padrdes de transmisséo, reflexdo e atenuacéo observados em dados sismicos
(Bertolino, Palermo; Bertolino, 2012; Souza; Gandolfo, 2023). O qual, as diferengas
estruturais no interior da terra, provocam mudancas na trajetéria e velocidade das ondas,
permitindo inferir detalhes sobre camadas subterrdneas. Por isso, a integracdo entre
conhecimentos geoldgicos e formulagbes matematicas é essencial para a construcdo de
modelos confiaveis (Souza; Gandolfo, 2023).

3 MODELAGEM DA EQUACAO DA ONDA

A equacdo da onda unidimensional, pode ser interpretada a partir da andlise de
vibrac@es transversais de uma corda esticada, de forma homogénea e perfeitamente flexivel, a
qual ela estd submetida a uma tenséo constante (Butkov, 1978; Nussenzveig, 2014). Imagine-
se que a corda possui densidade linear uniforme u e que suas oscilagcBes ocorrem no plano
vertical, sendo possivel descrever por uma fungdo deslocamento u(x, t) assim como pode ser

representado na figura 7, que depende da posicédo ao longo da corda e do tempo.

Figura 7 --- Deslocamento da onda ao longo do tempo

ulx.f)

Fonte: Adaptado de Magalh&es [s.d]



18

Para essa deducdo cléssica da equacdo da onda baseia-se na aplicacdo da Segunda Lei
de Newton a um elemento infinitesimal da corda, considerando apenas a forca de tensao que
atua sobre esse elemento e assumindo que os deslocamentos sdo suficientemente pequenos

para que a tensdo permaneca constante em madulo (Nussenzveig, 2014).

Para realizar a deducgdo, analisa-se um elemento infinitesimal da corda de
comprimento dx, situado entre as posicdes x e x + Ax. Esse elemento possui massa dm =
u dx e esta sujeito as forcas de tracdo exercidas nas extremidades da corda. Onde seja T a
tensdo constante aplicada a corda e 6(x) o angulo que a corda faz com a horizontal em cada
ponto (Butkov, 1978; Nussenzveig, 2014). Onde, as componentes verticais das forcas de
tracdo da corda podem ser observadas na figura 8, o qual sdo dadas por Tsinf(x) e

TsinB(x + Ax), respectivamente:

Figura 8 --- Variacdo da inclinagdo de uma curva entre os pontos x e x + Ax

x+aAx

Fonte: Adaptado de Magalh&es [s.d]
A modelagem dindmica desse problema parte da aplicacdo da Segunda Lei de Newton

a um segmento diferencial, assumindo-se que a tensdo é grande e os deslocamentos sdo
.. . ~ . 0 . T
suficientemente pequenos para que a aproximagdo sinf =~ tanf = ﬁ seja valida (Butkov,

1978; Boulos, 1999; Nussenzveig, 2014).

A forca resultante vertical atuando sobre o elemento infinitesimal pode ser escrita

como a diferenca entre essas duas componentes verticais, isto é,
F, = Tsinf(x + Ax) — Tsinf(x) 1)

Para que ocorra pequenas oscilagdes, podemos assumir que sinf ~ tan6, sendo esta

Gltima é igual & derivada espacial do deslocamento, ou seja,
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d
tand ~ 22 (2)
ox

Essa aproximacdo linear, é valida para pequenas inclinacdes, onde € um pressuposto
fundamental para a obtencdo da equacdo linear da onda, o qual Nussenzveig (2014) ao

abordar o problema da corda vibrante para deduzir a equagdo da corda, supomos que 0S

ou

deslocamentos sdo pequenos, de modo que a inclinacdo ™

seja muito menor do que a

unidade. Dessa forma, pode-se aproximar a componente vertical da tensdo, considerando que
as inclinacbes da corda sdo pequenas, hipéGtese frequentemente adotada na deducdo da
equacéo da onda (Boulos, 1999; Nussenzveig, 2014).

Assim, a forca resultante passa a ser expressa como

F_T(au td Ju ) 3)
v axlx x axlx

. « (- d .
Aplicando uma expanséo da série de Taylor para o termo ﬁ |x + dx , obtém-se que:

ou ou 0%u
—|x+Ax =~ —|x +=——dx 4)
ox 0x X

Substituindo essa aproximacao na equacéo (3), resulta-se em

. ou +62ud ou 5)
yo 6x|x dx? X axlx

Simplificando Z—’; |x na equacdo (5), obtém-se entdo que:

0%u
E, =T

y 9 dx (6)

essa forca é responsavel pela aceleracdo transversal do elemento da corda.

De acordo com a segunda lei de Newton, a forca resultante é igual ao produto da

massa do elemento pela sua aceleragéo transversal.

F,=m.a (7)
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A aceleracdo é dada pela segunda derivada temporal do deslocamento, isto €, tendo a

aceleragdo como:

a=— (8)

Portanto, substituindo a derivada temporal da forca resultante presente na equacéo (5),
a massa do elemento previamente descrita e a aceleracdo apresentada na equacéo (8), resulta-
se em:
0*u 0*u

T—dx = udx— 9
S dx = (©)

Cancelando o termo dx em ambos os lados da equacéo (9), obtém-se:

0%u 0%u
preille (10)

Dividindo ambos os lados da equacéo (10) por u e reorganizando a expressao, tem-se

que:

0%u(x,t) T o%u(x,t)

11
ot? U 0x? (1)

A partir dessa relacdo, define-se a velocidade de propagacdo da onda na corda como:

s L (12)

vi=— (13)

Dessa forma, substituindo a equacdo (13) na equacdo (11), tem-se a forma mais

compacta da equacéo da onda, podendo ser descrita como:

0*u(x, t) _ 2 *u(x, t)

Jt? x> (14)

Onde, seja:



ulx,t) = X()T(t) (15)

De modo que a solucéo pode ser escrita como o produto da equacgéo (15).

Logo,
SU T (D), (16)
0x
0*u
ﬁ = X()T" (¢t). (17)

Substituindo na equacéo (14), obtém-se que,

X)T" () = c2X" (x)T(¢). (18)
Dividindo por X (x)T(t), para valores ndo nulos, isto &,

T”(t) X”(X)
TS (19)
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O lado esquerdo depende s6 de t e o direito s6 de x. 1sso s6 é possivel se ambos forem

iguais a uma constante, —A. Logo,

T”(t) X”(x)
TO =—lec? X0 =-1 (20)

Assim, obtemos duas EDOs dadas por:

A
X" (x) +C—2X(x) =0

T"(t) + AT(t) = 0

Resolvendo as equacgdes em X (x)e T(t)

Considere que A > 0, que é o caso tipico para modos oscilatorios.

Definindo entdo, temos:

k2

Z° A = c?k? (21)



22
Entéo:
X"(x)+k*X(x) =0 (22)
T"(t) + c?k?T(t) =0 (23)
Solucdo para equacado (22), temos:
X(x) = Acos (kx) + Bsin (kx) (24)
Solucéo para a equacéo (23), temos:
T(t) = Ccos (ckt) + Dsin (ckt) (25)
Assim, solucéo separada u(x, t), temos, multiplicando que:
u(x,t) = X(x)T(t)
Tem-se que,
u(x,t) = (Acos (kx) + Bsin (kx))(Ccos (ckt) + Dsin (ckt)). (26)

em que cada escolha de constantes A, B, C, De de k da um “modo” de oscila¢do que satisfaz a

equacao de onda.

Essa equagéo descreve matematicamente o comportamento das ondas transversais que
se propagam ao longo da corda. A equagédo resultante da equacéo (14) corresponde a uma
equacdo diferencial parcial (EDP) linear, homogénea e de segunda ordem, classificada como
hiperbdlica (Smith, 1985; Butkov, 1978). A equacdo da onda constitui um dos modelos
fundamentais da fisica-matematica e serve como base para a compreensdo de diversos
fendmenos ondulatorios, o qual além das sismicas tem também como ondas sonoras e

eletromagnéticas em meios simplificados (Nussenzveig, 2014).

A equacdo diferencial parcial de segunda ordem da onda é dada por (Butkov, 1978;
Penha; Barreiros; Neto, 2012; Nussenzveig, 2014):
2*p ,(9*p 9%p -
il )= 27
ot? v<6x2+622 VP (27)
em que p(x,zt) representa 0 campo de pressdo ao longo do tempo; v corresponde a
velocidade de propagacdo da onda no meio, o qual x (horizontal) e z (profundidade) sdo as

variaveis espacial e t é o tempo.

Seja a equacdo da onda (27) em que ela é a funcdo em 2D.
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Realizando a separacdo de varidveis em 2D, ou seja,

p(x,zt) =X(x)Z(z) T(t).

Logo,

o’p " 28

S5 =X Z@ T (28)
e

p _ .

T2 =X WZDTE (29)
e

9%p "

Sz=X@Z"@)TO. (30)

Substituindo na equacéo (27), obtém-se que,

XZT" = c*(X"ZT + XZ''T). (31)

Dividindo por XZT, tem-se que,

T"®) _ L (X'(x), Z"(2)
T(0) _CZ(X(x) Z(Z)) (32)

O lado esquerdo depende so de t e o direito s6 de x, z, entdo ambos devem ser iguais a

uma constante, digamos —w?. Neste caso, vem que,

T”(t) ) ) (XII Z”> 2
__ A 4\ _ 33
10 w'ect |+ 1) (33)

Portanto,
T"(t) + w?T(t) =0 (34)
€
XII ZII wz

R T 35
s 2 (35)

Separando x e z na equacao (35). Tem-se que,

X”(X) _ , ZII(Z)

X(x) _ *°% 70

= —kZ, (36)

de modo que é vélida a relacao,
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Ki+k == (37)

Assim sendo, obtém-se trés EDOs dadas por,

X"(x) + k2X(x) = 0, (38)
7"(2) + k2Z(2) = 0, (39)
T"(t) + w?T(t) = 0,com w? = c?(k2 + k2) (40)

As solucdes sdo senoidais e dadas por,

X(x) = Acos (kyx) + Bsin (k,x), (41)
Z(z) = Ccos (k,z) + Dsin (k,z) (42)
T(t) = Ecos (wt) + Fsin (wt). (43)

Multiplicando na funcédo p(x, z, t), tem-se que,

p(x,2,t) = X(x) Z(z) T(t)
Ou apos a substituicéo,
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p(x,z,t) = (Acos (kyx) + Bsin (kyx))(Ccos (k,z) + Dsin (k,z))(Ecos (wt) + Fsin (wt),

Onde,

w = ¢ kZ + k2. (44)
Uma forma compacta muito usada é a onda plana dada por,
p(x,z,t) = Acos (k,x + k,z — wt + ¢), (45)
Ao levar ao quadrado ambos os lados da equacéo (44), obtém-se entdo que:
w? = c?(kZ + k2). (46)
Usando a equacdo de onda em 2D. Isto &,

*p _ 2(62_p+62_p)
ot2 0x2  0z%)
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onde p(x, z, t)representa o deslocamento do solo.

Para resolver a equacdo dada, escolhe-se um modelo fisico simples que seja
caracterizado por: a) Meio homogéneo: mesma velocidade em todo lugar; b) Ondas P
(compressivas) em rocha: Velocidade tipica dada por v ~ 5000 m/s; c¢) Plano 2D: x

horizontal, z profundidade; d) Fonte sismica: um pulso localizado no hipocentro (x,’ z).

Um modelo bem simples de fonte é:

(x—xo)z"'(Z—Zo)z (t—ty)?

flx,z,t) =Ae R? e T , (47)

onde: A é a amplitude do abalo (por exemplo, A = 0,01m, deslocamento méaximo de 1 cm),
R: raio espacial da fonte (por exemplo, R = 100m), 7: duracdo caracteristica do pulso (por
exemplo, T = 0,5s), (xy’ zy): posicdo do hipocentro (por exemplo, x, = 0, z, = 5 000m), t,:

instante em que o abalo comeca (por exemplo, t, = 0).

A equacdo de onda com fonte fica da seguinte forma,

o*p 9%p | 02

9P _ (9P 0P

Frei (axz + azz> + f(x,z1t). (48)
Fisicamente, tem-se que: a) Antes de t,: f ~ 0, 0 meio esta em repouso (p = 0). b)

Perto de t,: 0 termo f(x, z, t)“empurra” o meio na regido em torno de (xy’ zy), gerando um

deslocamento inicial. c) Depois: a equagdo de onda faz essa perturbagédo se propagar em todas

as direcoes com velocidade v = 5 000m/s.

Se colocar receptores (sismografos) na superficie, por exemplo em pontos (x,z = 0),
o0 sinal que eles medem €é p(x,0,t). Esse p(x,0,t)é exatamente 0 que a equacdo de onda
prevé. Para aplicar a equagdo no caso de um abalo sismico, considere que: a) Receptor em:
(x,,2,) = (10 000m, 0), b) Hipocentro em: (x,,z,) = (0,5000m) e c) Velocidade: v =
5000m/s.

A distancia entre fonte e receptor é aproximadamente dada pela distancia entre dois

pontos. Ou seja:

d = /(x, — %)% + (2, — 20)? = /(10 000)2 + (5 000)2 ~ 11.180m.
Tempo de chegada da frente de onda (aproximando por onda esférica) dada por,

d 11180
tchegada ~ z ~ 5000

=~ 2,24s.
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ou seja, nesse modelo simples, o sismografo a 10 km de distancia “comeca a sentir” o abalo

cerca de 2,2 segundos depois da ruptura.

Essa equacdo expressa que a aceleracdo temporal da pressdo no ponto analisado é
proporcional a curvatura espacial do campo de pressdo, implicando que uma perturbacdo
inicial se difunde para regides vizinhas ao longo do tempo (Butkov, 1978). Dessa forma, o
modelo bidimensional fornece uma representacdo eficiente do comportamento de ondas
sismicas em escala simplificada, sendo amplamente aplicado em estudos de prospeccao
geofisica e em simula¢des numéricas baseadas em métodos computacionais (Butkov, 1978;
Piskounov, 2000; Penha; Barreiros; Neto, 2012).

Matematicamente, a principal diferenca entre as equacdes da onda em 1D e 2D, esta
no operador espacial envolvido. Ao mesmo tempo que a escrita unidimensional considera
apenas a segunda derivada em relacdo a uma Unica coordenada espacial encontrada na
equacdo (14), a equacdo (27) representada bidimensional, incorporando o operador
Laplaciano, em que leva em conta as variagcdes espaciais em duas dire¢fes (Smith, 1985;
Piskounov, 2000).

Zill e Cullen (2001) ao discutir métodos numeéricos, justifica nos casos em que a
geometria do problema ou a natureza da propagacdo torna inadequada a simplificacdo
unidimensional, exigindo abordagens multidimensionais para solu¢des acuradas. Em virtude
dessa ampliacdo da descricdo, a bidimensional passa a representar de maneira mais realista a

propagacao de ondas em meios fisicos complexos.
4 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O Meétodo das Diferengas Finitas, constitui uma das técnicas numericas mais
tradicionais e antigas Smith (1985), para a solucdo de derivadas, que descrevem fendmenos
fisicos continuos, foi adotado neste trabalho a obtencdo de solucbes aproximadas para

equac0es diferenciais parciais cuja solucdo analitica é inviavel ou de dificil obtencéo.

Onde, inicialmente os primeiros estudos na area da propagacdo de ondas sismicas,
foram investigadas por meio do MDF que para a obtencdo de solugdes numéricas, a
propagacdo de ondas sismicas é descrita por meio desse método (Alterman; Karal, 1968;
Zhang; Chen, 2006).

No MDF, se uma funcdo u e todas as suas derivadas sdo bem definidas, possuem

valores finitos e sdo continuas em x, entdo, de acordo com o teorema de Taylor (Smith, 1985;
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Franco, 2006), tem-se que:

ulx +h) = ulx) + hu'(x) + %hzu”(x) + %h3u”’(x) + - (49)

1 1
ul(x —h) =ulx) — hu'(x) + Ehzu”(x) - gh?’u”’(x) + .- (50)
A adicao dessas expansodes tem-se

ulx +h) +ulx — h) = 2u(x) + h?u" (x) + 0(h*) (51)

em que h representa um pequeno passo da varidavel x e 0(h*) representa termos que
envolvem a quarta poténcia e/ou superiores ordem de h. Considerando que esses termos sao
despreziveis em relagdo as poténcias menores de h (Smith, 1985; Franco, 2006), conclui-se que
., d*u 1
u'(x) = T ~ ﬁ{u(x + h) — 2u(x) + u(x — h)} (52)
x=x0

com um erro dominante no lado direito de ordem h?.

Subtraindo a equacio (50) da equacéo (49) e desconsiderando os termos de ordem h3,

obtém-se que

d 1
u'(x) = (£>x=x0 ~ ﬂ{u(x + h) —u(lx — h)} (53)

obtendo assim, um erro da ordem de h2.
Com a equagdo (53), é uma interpretacdo de como a aproximacgdo da inclinacdo da

tangente em P por meio da corda AB, sendo conhecida como aproximacao por diferenca
centrada (Smith, 1985; Franco, 2006).

De outra maneira, a inclinacdo da tangente em P pode ser pela a inclinacdo da corda

PB, o0 que conduz a chamada de diferenca avancada, tendo-se que é dada por

du

wl) = (dx

) ~ %{u(x +h) —u(x)} (54)
x=x0

Ou se for pela inclinagdo da tangente P na corda AP, resulta-se na equacdo chamada

de diferenca atrasada, dada por

v -2

A figura 9 mostra estas aproximacoes, do ponto de vista geométrico:

~ %{u(x) —u(x — h)} (55)
0

X=X
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Figura 9 --- Representacdo gréafica das aproximagdes por Diferencas Finitas

u(x) A

Eu(.\' ) Eu(.\') Eu(.r +I)

1
—d A A
(o] x-h x x+h x

Fonte: Smith, 1985
Ao desprezar os termos de ordem h? e superiores, observa-se que as equagdes (54) e
(55) decorrem diretamente de (49) e (50), respectivamente, evidenciando que as férmulas de
diferengas finitas avancada e atrasada, possuem erro principal da ordem de O(h) (Smith,
1985; Franco, 2006).

Suponha-se que u seja uma funcgdo das variaveis independentes x e t, sendo o plano
x — t dividido em uma malha composta por retangulos iguais, com lados de Ax = h e At = k.

Nesse contexto, as coordenadas (x, t) de um ponto representativo da malha P sdo dadas por:

x =ih; t=jk;
onde, i e j sdo valores inteiros.

Indica-se assim o valor de u no ponto P, por
u, = u(ih, jk) = u; ;.

Logo, obtém-se assim a seguinte equacao

0*u 3 0*u ul(i + Dh, jk] — 2u(ih, jk) + u[(i — 1)h, jk]
ox*),  \ox*) .~ h? (56)
ij
Isto, é
%u\ Uiy, = 205+ Ui -
0x*) . e (57)

com um erro principal, na ordem de hZ.

Semelhante, tem-se
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azu N ui,j+1 — Zui,j + ui,j_l
atZ ~ k2 (58)
ij
com um erro principal, na ordem de k2.
~ . o . ou .
Perante as equagdes, a aproximacéo por diferenga avancada para 5 €M pP,é
Ou  Uijr1 — Ui (59)

at k

com erro principal de 0 (k).
Essa formulacdo baseia-se no principio de que o espaco quanto e o tempo podem ser
representados de forma discreta, ou seja, subdivididos em pequenas unidades elementares nas

quais o estado do sistema € definido (Smith, 1985; Franco, 2006).

Dessa forma, quando se tratam de dominios complexos, torna-se necessario recorrer a
métodos de aproximacdo numérica. Nesses casos, 0s modelos fisicos sdo geralmente
formulados por sistemas de EDP que incorporam as propriedades do meio Zhang e Chen,
(2006). Com o avanco do poder computacional, os métodos numéricos tém se destacado por
fornecer solucdes aproximadas cada vez mais precisas para problemas que ndo admitem

solucéo analitica (Alterman; Karal, 1968; Moreira, 2024).
4.1 Aplicacéo do MDF a equacéo da onda em 2D

Para que a formulacéo continua da equacdo da onda se torne operacional em ambiente
computacional, é necessario converté-la em uma versao discreta. Esse processo consiste em
transformar as derivadas originalmente definidas em um dominio continuo e em
aproximacgdes numéricas avaliadas em pontos especificos de uma malha (Smith, 1985; Zill;
Cullen, 2001).

No cenario considerado, tem-se que o espaco fisico é segmentado em pequenos
intervalos igualmente espacados ao longo das dimensdes x e z, conforme € ilustrado na

seguinte figura 10.
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Figura 10 --- Malha de Descri¢do no plano (x,z)
Eixo Horizontal (x)

Ax Ax
||

- ® = Detalhe de um

Ponto de Malha (i, j)
Az

= Az

N X

: 3

Bl &

= 3
> Az

(=} v
X =
w

Fonte: Compilacdo do Autor

Onde, cada ponto dessa malha constitui um local no qual a variavel fisica p, entendida
como pressdo acustica, sera calculada e atualizada no decorrer do tempo, Smith (1985) e Zill e
Cullen (2001) que esses pontos sdo identificados por dois indices inteiros, i e j, ondei

representa a posi¢do no eixo horizontal (x) e j indica a posi¢do na diregdo vertical (z).
Aplicando a diferencas finitas. Vamos pegar a mesma equacao de onda em 2D:

9%p 9%p | 02

9P _ (9P 0P

5z = v (axz + azz) + f(x,z,1t).

seja as grades: a) Grade em x: pontos x; = i Ax, i = 0,1, ..., N,.; b) Grade em z: pontos z; =
jAz, j=0,1,..,N,;c) Tempo: t" =nAt,n=0,1, ..., N;.

Denota-se
plr,lj ~ p(xi'ZjJ tn)'

Fazendo a aproximacdes por diferencas centrais e derivando o tempo até a segunda
ordem,

i(x- 2, t7) ~ P{f}?‘l —2pi; + p{f}n 0)
gtz v (At)?

Derivando a segunda ordem em x:
d°p Dit1j — 2Pi t Pit1;

@(xsz: tn) ~ (AX)Z (61)
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Derivando novamente a segunda ordem em z:

0%p Plj+1 — 200 + Plj-1
a2 GGt = @z (62)

Logo,
Substituindo tudo na equacédo de onda, vem que,

1 -1
pij = 2pi i, [pfll,j 2P0y + Py Phien — 2P0 Pl

(Ap)? (&x)? (82)? ]+fg;.. (63)

Isolando p}fjfl na equacdo (62), tem-se que,

_ Piv1; = 2P t ity | Phjer = 2P + Pij-
plrlljﬁ-l — Zpl?}j_pl?}j 1+(17At)2[ i+1,j (Axl)jz i 1]+ [,j+1 (AZL)]Z i,j—1 +(At)2fi2' (64)

Esse método é muito importante, pois representa o estado de dois tempos anteriores (n

e n — 1) e nesse caso, calcula-se o proximo (n + 1).

Para o caso praticos de abalo sismico, define-se a grade. Isto é, a) escolhe-se
Ax, Az, At e 0 tamanho do dominio; b) Imp&e condicdes iniciais: p{fj(por exemplo, tudo zero)
e pl-lljusando a velocidade inicial ou uma aproximacdo da fonte. ¢) Fonte sismica: definir
fi'j(por exemplo, um pulso gaussiano em torno de (i’ jo)em alguns passos de tempo); d)

Condic¢oes de contorno: fixas (p=0), absorventes, periddicas, etc; e) Iterar no tempo: usar a

férmula acima para ir de n = 1até N, — 1.

Conforme Smith (1985) e Jorge (2021), o conjunto entre parénteses expressam o
comportamento espacial, indicando como a onda se distribui para pontos vizinhos na malha,
definindo a forma da frente de onda. Onde, o termo associado a fonte f;'; acrescenta energia
ao sistema, sendo empregado para representar eventos como disparos sismicos, simulando a

ativacdo de um impulso.

Esta forma permite calcular a propagagdo da onda de forma incremental, atualizando
todos os pontos da malha a cada passo de tempo (Jorge, 2021). De forma resumida, o MDF
transforma uma equacdo diferencial continua complexa em um conjunto de operacdes

algébricas simples como somas e multiplica¢6es (Franco, 2006).
4.2 Critério de Estabilidade

Uma vez obtida a formulacdo discretiva da equacdo, torna-se necessario verificar a
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estabilidade numérica do esquema empregado. Segundo Smith (1985) e Jorge (2021), o
métodos explicitos de diferencas finitas, o qual exigem que a relacdo entre 0s incrementos
espaciais e temporais seja coerente com determinadas condi¢Ges para que erros numericos ndo

crescam indefinidamente ao longo da simulagéo.

No caso da equacdo da onda no modelo bidimensional, a estabilidade do esquema
explicito pode ser analisada por meio do critério de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). Esse
critério estabelece uma relacdo entre a velocidade maxima de propagacdo do meio, 0 passo
temporal e os passos espaciais da malha. Para uma malha uniforme, a condigédo pode ser

expressa por:

VAt <

1 1 (65)
J AR ODL

Na prética, vocé escolhe At um pouco menor que esse limite.

Considerando os dados do problema anterior, tem-se que: a) Velocidade da onda
sismica: v =5000m/s; b) Hipocentro (fonte): (xq,2,) = (0,5000m); c) Receptor

(sismografo na superficie): (x,,z,) = (10 000,0m)

Distancia entre fonte e receptor:

d = /(10000 — 0)2 + (0 — 5000)2 = /10 0002 + 5 0002 ~ 11 180m.  (66)

Tempo de chegada teorico (continuo):

d 11180
tchegada = ; = 5000

~ 2,24s. (67)
Escolhendo a malha de diferencas finitas e considerando os valore de passo espacial
em x: Ax = 100m e passo espacial em z: Az = 100m

Assim, o receptor esta em:

. xT‘
% =10 000 = i = = =100,
z,=0>j,=0.
A fonteestaem: x, =0 =i, =0,

5000

Z0=5000=>j0=W—50. (68)
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Escolhendo o passo de tempo At (estabilidade), vem que a condicdo de estabilidade

(CFL) aproximada em 2D:

At < ! ! 100 70,71
v < = = ~ 70,71m.
1 1 2 V2 (69)
(Ax)?% " (Az)? (100)2
Logo:
70,71 70,71
At < - ~ 0,014s. (70)

~ v 5000
Seja, por exemplo o valor, At = 0,01s.

Comparando com o tempo de chegada: tehegada = 2,24s.

Numero de passos de tempo necessarios no esquema de diferencas finitas:

L 2,24
Nchegada ~ C}Ziada = m =~ 224passos.

ou seja, no modelo continuo, a frente de onda chega ao receptor em cerca de 2,24 s.

No modelo de diferencas finitas com At =0,01s, isso corresponde a
aproximadamente 224 iteragdes de tempo até que a onda “alcance” o ponto (i, = 100, j, =
0).

Dessa forma, segundo Smith (1985) e Nussenzveig (2014), fisicamente essa condicéo
estabelece que a onda ndo deve percorrer uma distancia superior aquela permitida pela
discretizacdo espacial durante um unico passo de tempo. Caso essa retricdo seja violada, a
solucdo numérica deixa de representar adequadamente o fendmeno fisico, produzindo
oscilagOes artificiais que tendem a crescer progressivamente ao longo da simulagdo. Como
consequéncia, o campo de ondas pode apresentar amplitudes irreais e perda completa da

estabilidade numérica do método.

A partir da formulacdo discreta apresentada, torna-se possivel implementar
computacionalmente o MDF para simular a propagacdo de ondas sismicas em diferentes

cenarios geoldgicos.
5 SIMULACAO DA PROPAGACAO DE ONDAS NA SUBSUPERFICIE

No presente trabalho, a simulacdo permitiu observar o comportamento da propagagéo
das ondas sismicas em um meio bidimensional, integrada por multiplas camadas de meio

homogéneo com diferentes velocidades de propagacdo. A simulacdo foi gerado a partir da
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utilizacdo do software Scilab, sendo aplicado ao MDF e em seguida aplicando & equacdo da
onda. Possibilitando assim, analisar fendbmenos fisicos como reflexéo, refracdo e também a
presenca de artefatos numéricos associados as condi¢bes de contorno implementadas no

modelo.

Deste modo, no presente modelo adotado, considerou-se uma malha regular contendo
100 ponto na dire¢do horizontal e 100 ponto na direcdo vertical (profundidade). O passo
espacial utilizado foi de dx = dz = 1m, enquanto o passo temporal foi de dt = 0,1s. A
simulagdo foi executada ao longo de 700 passos de tempo, permitindo observar diferentes

etapas da propagacao.

O modelo ainda apresenta multiplas interfaces representando diferentes estruturas
geoldgicas. Esse modelo considera quatro camadas distintas, cada uma associada a diferentes
velocidades de propagacdo. A Interface 1 corresponde a camada horizontal, ja a Interface 2
representa a interface inclinada e a Interface 3 corresponde a interface senoidal, simulando a
irregularidades de estruturas tipicas da subsuperficie. Cada camada possui uma velocidade
diferente de propagacdo, representadas por v; =1, v, =2, v; =3 e v, =4, associadas

respectivamente aos valores de 1000 m/s, 2000 m/s, 3000 m/s e 4000 m/s.

O modelo desenvolvido neste trabalho, foram adotados os valores dx = dz =

Imedt = 0,1s e velocidade méxima de propagacdo igual a v = 4, correspondente & camada mais

rapida do modelo. Substituindo esses valores na equacao (34), obtém-se entéo,

vAt 4 Xx0,1
= =0,4

n 1 ’ (71)
por outro lado,
1
5= 0,707 (72)
assim,
0,4 < 0,707 (73)

0 que dessa maneira, demonstra que a condicdo de estabilidade é satisfeita para todos os

meios considerados na simulagéo.

Assim, verifica-se que os paramentros adotados encontram-se dentro dos limites



35

estabelecidos pelo critério CFL. Isso garante que o esquema explicito empregado na
discretizacdo da equacdo da onda permaneca numericamente estavel durante toda a execucao
da simulacéo, impedindo o crescimento descontrolado dos erros de trucamento e assegurando
que os resultados obtidos representem de maneira coerente 0 comportamento fisico esperado

para a propagacao.

Além disso, a verificacdo do critério CFL constitui uma etapa indispensavel na
implementacdo computacional do MDF, pois, fornece uma garantia matematica de que a
escolha dos passos espacial e temporal € compativel com a velocidade de propagacao presente

no modelo.

Dessa forma, no instante inicial t = 0, ocorre o acionamento da fonte sismica
localizada proxima a superficie. Nesse momento, a energia comeca a ser injetada no sistema
através de uma fungdo do tipo gaussiana, produzindo um pequeno pulso concentrado de

energia, conforme observado na figura 11.

Figura 11 --- Inicio da propagacao da onda

Profundidade (z)

a 10 20 30 40 50 &0 T 80 a0 100

Posiggo harizontal (x)

Fonte: Compilagdo do Autor
A medida que o tempo avanca, a energia sismica passa a se propagar radialmente na
primeira camada, apresentando um comportamento aproximadamente semicircular devido a

homogeneidade local do meio.

Com podemos observar, na figura 12, agora no instante t = 120, a frente de onda na
camada superior comeca a se desenvolver o seu espalhamento, onde ainda esta mantendo uma

propagacdo relativamente uniforme.
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Figura 12 --- O desenvolvimento da propagacéo da onda sismica

Profundidade (z)

Posigao horizontal (x)

Fonte: Compilacdo do Autor
E possivel perceber que, com o decorrer do tempo, a amplitude da onda tende a se
distribuir espacialmente uniformemente, reduzindo sua intensidade nas regides mais afastadas
da fonte sismica. Esse fenbmeno esta associado ao espalhamento geométrico da energia

durante a propagacéo da onda.

Posteriormente, j& na figura 13, a onda sismica aproxima-se da primeira interface

horizontal.

Figura 13 --- Aproximagcao da onda sismica a primeira interface

Profundidade (z)

Posigao horizontal (x)

Fonte: Compilagdo do Autor
Nesse instante t = 180, é possivel perceber um aumento da expansdo espacial da
frente de onda, indicando a aproximagdo de uma nova regido. Como as camadas mais
profundas possuem velocidade maiores que a atual, a propagacéo passa a ocorrer de maneira
mais rapida apos atravessar a interface.

Dessa forma, a frente de onda quando atinge o instante t = 300, efetivamente atinge a
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primeira interface. Nesse momento, ocorreu a divisdo da energia sismica em dois fendmenos
principais: uma parte da energia retorna para a camada superior caracterizando como reflexdo,
enguanto outra parte da energia atravessa a interface sofrendo alteracdo em sua velocidade e
na direcdo de propagacéo, caracterizando a refragdo como podemos observa na figura 14.
Esse comportamento estd diretamente relacionado ao contraste de velocidades entre as
camadas do modelo.

Figura 14 --- Interceptacdo da onda sismica com a primeira interface

Profundidade (z)

Posiggo horizontal (x)

Fonte: Compilagdo do Autor
Nota-se ainda que a onda refratada apresenta um espalhamento espacial maior na
camada inferior, pois, isso ocorre devido ao aumento da velocidade de propagacdo nesse
meio. Com isso, a energia sismica percorre distdncias maiores em intervalos de tempo

menores, tornando a frente de onda mais aberta e acelerada.

Agora no instante t = 330, é possivel observar que apresenta uma etapa bem
avancada da propagacdo da onda, mostrando a interacdo da energia com as diferentes
interfaces de velocidade presentes, conforme a figura 15,

Figura 15 --- Avanco da propagacdo da onda sismica

Profundidade (z)

T T T T T T T T T T 1
o] 10 20 30 40 50 &0 T0 B0 a0 100

Posicao horizontal (x)

Fonte: Compilacdo do Autor
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Observa-se que a frente de onda ja atravessou a primeira interface horizontal,
localizada aproximadamente na profundidade z = —25, e continua se propagando em direcéao
as camadas inferiores.

Na sequéncia temporal das simulacfes, observa-se que a propagacdo da onda sismica
continua avangando para regides mais profundas, intensificando as interacbes com as

interfaces presentes no modelo. Na figura 16 que ocorre no instante t = 390, percebe-se que
a frente de onda ja atravessou a interface inclinada, sofrendo alteragdes significativas em sua

forma inicial.

Figura 16 --- Interceptacdo da onda com a segunda interface

Profundidade (z)

Posigéo horizontal (x)

Fonte: Compilacdo do Autor
A interface inclinada provoca uma refracdo assimétrica a energia, fazendo com que
diferentes partes da frente de onda se propagam com velocidades distintas ao longo do
dominio. Como consequéncia, a forma original aproximadamente circular da onda passa a
apresentar deformacdes espaciais. Além disso, parte da energia continua sendo refletida para

regides superiores, produzindo multiplas reflexdes internas.

Na figura 17, a propagacdo alcanca regides mais profundas e proximas a interface

senoidal.
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Figura 17 --- Propagacdo da onda se aproximando da interface senoidal

Profundidade (z)

Posi¢ao horizontal (x)

Fonte: Compilacdo do Autor
Nessa etapa, nota-se que a geometria ondulatéria da interface altera localmente o
comportamento da propagacédo, produzindo mudancas na curvatura das frentes de onda. Esse
fendmeno ocorre porque diferentes segmentos da onda atingem a interface em diferentes
pontos, resultando em padrdes variados de reflexéo e refragcdo ao longo da estrutura. Observa-
se também, que a presenca da ultima interface favorece a dispersdo espacial da energia

sismica, tornando o campo de ondas mais complexas.

O qual, ja na figura 18 ocorrendo no instante t = 510, as reflexdes provenientes das
interfaces mais profundas tornam-se mais evidentes, pois, com a continuidade da propagacao
e do espalhamento da energia, comecam a surgir reflexdes nas bordas laterais do dominio

computacional.

Figura 18 --- Surgimento dos efeitos numéricos

Profundidade (z)

Posicao horizontal (x)

Fonte: Compilagdo do Autor
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Parte da energia retorna em direcdo as camadas superiores apOs interagir com a
interface senoidal, gerando eventos secundarios que se sobrepdem as frentes de onda
principais. Essa superposicdo produz padrdes de interferéncia construtiva e destrutiva,

caracteristicos de modelos sismicos compostos por maltiplas interfaces.

Além dos fendmenos fisicos associados a propagacéo, as figuras também evidenciam a
amplificacdo gradual dos artefatos numéricos nas bordas do dominio computacional. O qual
ndo representam fenémenos fisicos reais, sendo classificadas como artefatos numéricos
decorrentes das limitacdes das condi¢des de contorno utilizadas no modelo. Logicamente, a
energia da onda deveria continuar se propagando para fora do dominio de forma uniforme em

forma circular e sem retornar ao interior da malha.

Essas reflexbes artificiais observadas nas extremidades estdo associadas a
discretizacdo e a aplicacdo das condi¢des de contorno do tipo Neumann, nas quais a derivada
normal nas bordas € considerada nula. Durante esse processo, 0s pontos externos ao dominio
acabam assumindo valores semelhantes aos pontos internos adjacentes, fazendo com que o

algoritmo interprete as bordas como superficies refletoras artificiais.

Logo, ja na figura 19, correspondente ao inicio dos instantes finais da simulacao,
percebe-se que grande parte da energia sismica ja se distribuiu pelas camadas inferiores do

modelo.

Figura 19 --- Propagacdo avancada da onda

Profundidade (z)

Posiggo horizontal (x)

Fonte: Compilacdo do Autor
As multiplas interagdes entre reflexdo, refracdo, difracdo e artefatos numéricos, o qual

tornam o campo de ondas mais complexo, dificultando a distin¢éo visual.

Assim finalizando a simulagdo no instante t = 700, com é mostrado na figura 20.
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Figura 20 --- Fase final da simulacéo da propagacéo da onda sismica

Profundidade (z)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 ] 100

Posigao horizontal (x)

Fonte: Compilacdo do autor
O comportamento global da propagacdo permanece coerente com os principios fisicos
esperados para meios estratificados com contraste de velocidades. Assim, percebe-se que 0s
resultados obtidos demonstram que o método numérico empregado foi capaz de reproduzir
adequadamente a evolugdo temporal das ondas sismicas em diferentes contextos geometricos
da subsuperficie. A presenca de interfaces horizontal, inclinada e senoidal permitiu avaliar
como mudancgas estruturais influenciam diretamente a trajetoria, a velocidade e o

espalhamento das frentes de onda.

Além disso, a analise das imagens geradas pela a simulacdo, evidencia a importancia
das condigdes de contorno em simula¢Ges numéricas de propagacao sismica. Por mais que as
condicBes absorventes reduzam parcialmente as reflexdes artificiais, ainda é possivel observar
a presenca de energia residual nas extremidades do dominio, indicando limitacdes inerentes a

discretizacdo espacial e ao tamanho finito da malha computacional.

Logo, as simulacBes apresentaram resultados consistentes no ponto de vista fisico
quanto numérico, permitindo representar fendbmenos fundamentais da propagacgdo sismica,
como reflexdo, refracdo, interferéncia e dispersdao da energia em meio homogéneo. Esses
resultados reforcam a aplicabilidade das EDP e dos métodos numéricos na modelagem

computacional de processos geofisicos associados a propagac¢do de ondas sismicas.
6 CONCLUSAO

A modelagem numérica da propagacdo de ondas sismicas presente no trabalho,
demonstrou a capacidade das Edp’s de representar fendmenos fisicos presentes na

subsuperficie terrestre. A partir da discretizacdo da equacdo da onda pelo MDF, aplicado a
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equacdo da onda bidimensional constitui uma ferramenta computacional eficaz para a

simulacdo da propagacao de ondas sismicas em meios geologicos estratificados.

Por meio da implementacdo computacional no software Scilab, foi possivel construir
um modelo computacional capaz de reproduzir a evolucdo temporal e espacial da energia
sismica em um meio bidimensional. Essa abordagem evidenciou a importancia dos métodos
numéricos como ferramentas para a analise de problemas fisicos complexos que ndo possuem

solucdes analiticas simples.

Dessa forma, foi permitido visualizar de forma clara o comportamento das frentes de
onda ao longo do dominio estudado. Durante as simulagdes, foram observados fendmenos
caracteristicos da propagacdo sismica, como reflexdo, refracdo, interferéncia e espalhamento
da energia. Além disso, verificou-se que as diferencas de velocidade entre as camadas
influenciam diretamente a trajetdria das ondas, produzindo alteragdes em sua forma e em sua

velocidade de propagacdo a medida que atravessam diferentes estruturas geoldgicas.

Assim, também evidenciaram a influéncia da geometria das interfaces na dindmica da
propagacdo. Enquanto as interfaces horizontais produziram padrdes mais regulares de
reflexdo e refracdo, as interfaces inclinada e senoidal geraram comportamentos mais
complexos, resultando em deformagdes nas frentes de onda e em diferentes padrdes de

distribuicdo da energia sismica.

Outro aspecto observado, foi a presenca de reflexdes artificiais nas bordas do dominio
computacional. Esses efeitos estdo associados as condi¢des de contorno adotadas e constituem
uma limitagdo comum em simula¢fes numéricas desse tipo. Apesar da ocorréncia desses
artefatos, o comportamento geral da propagacdo manteve-se coerente com 0s principios
fisicos esperados, permitindo uma analise consistente dos fenémenos estudados e

demonstrando a eficiéncia do modelo implementado.

Por fim, conclui-se que a integracdo entre conhecimentos geologicos, formulacao
matematica da equagdo da onda e métodos numéricos como 0 MDF constitui uma abordagem
favoravel para o estudo da propagacdo sismica. A pesquisa contribuiu ndo apenas para a
compreensdo de como ondas se comportam ao atravessar diferentes camadas de rocha, mas
também para a formacdo de um arcabouco metodologico que pode ser estendido a problemas
mais complexos, como meios heterogéneos ou tridimensionais. Servindo assim, como base

para estudos futuros e mais avancados na area.



43

REFERENCIAS

ALTERMAN, Z.; KARAL, F. C. Propagation of elastic waves in layered media by finite
difference methods. 1968.

BERTOLINO, Luiz Carlos; PALERMO, Nely; BERTOLINO, Ana Valéria F. A. Geologia.
In: CENTRO DE TECNOLOGIA MINERAL (Org.). Manual de Agregados para
Construcéo Civil. 2. ed. Rio de Janeiro: CETEM/MCT]I, 2012. Cap. 4, p. 69-79. Disponivel
em:

https://mineralis.cetem.gov.br/bitstream/cetem/2043/1/manual_de agregados_para_construca
0_civil.pdf. Acesso em: 26 jan. 2026.

BOULQS, Paulo. Céalculo Diferencial e Integral — Volume 1. Sdo Paulo: Pearson Makron
Books, 1999.

BUTKOV, E. Mathematical Physics. Reading, Massachusetts: Addison-Wesley
Publishing Company, 1978.

CRIST, Pedro. PINTO, Vagner André Morais. Rochas -Ambientes Igneos, sedimentares e
metamorfico. In: GUIMARAES, Gilson Burigo; LICCARDO, Antdnio. (Org.).
Geodiversidade na educagao/Ponta Grossa: Estudio Texto, 2014. 136p. p.; il. Disponivel
em: https://wwwz2.uepqg.br/proex/wp-content/uploads/sites/8/2018/10/LIVRO-
Geodiversidade-na-Educacao.pdf. Acesso em: 07 mar. 2026.

FRANCO, Neide Maria Bertoldi. Calculo numérico. So Paulo: Pearson, 2006.

FRASCA, M. H. B. O. Tipos de Rochas Ornamentais e Caracteristicas Tecnoldgicas.
Tecnologias de Rochas Ornamentais: Pesquisa, Lavra e Beneficiamento. Centro de
Tecnologia Mineral, 2014. Rio de Janeiro: CETEM/ MCTI, 2014, p. 43-97.

FRASCA, M. H. B. 0.; YAMAMOTO, J. K. Ageing tests for dimension stone —
experimental studies of granitic rocks from Brazil. In: IAEG 2006 - 10th Internacional
Congress of the International Association of Engineering Geology and the Environment,
2006, Nottingham — UK. IAEG 2006 Pre-Congress proceedings. London: The Geological
Society of London, 2006.

GUIMARAES, Gilson Burigo; LICCARDO, Antdnio. (Org.). Geodiversidade na educacéo/
Ponta Grossa: Estudio Texto, 2014. 136p. p.; il. Disponivel em:
https://www?2.uepg.br/proex/wp-content/uploads/sites/8/2018/10/LIVRO-Geodiversidade-na-



https://mineralis.cetem.gov.br/bitstream/cetem/2043/1/manual_de_agregados_para_construcao_civil.pdf
https://mineralis.cetem.gov.br/bitstream/cetem/2043/1/manual_de_agregados_para_construcao_civil.pdf
https://www2.uepg.br/proex/wp-content/uploads/sites/8/2018/10/LIVRO-Geodiversidade-na-Educacao.pdf
https://www2.uepg.br/proex/wp-content/uploads/sites/8/2018/10/LIVRO-Geodiversidade-na-Educacao.pdf
https://www2.uepg.br/proex/wp-content/uploads/sites/8/2018/10/LIVRO-Geodiversidade-na-Educacao.pdf

44

Educacao.pdf. Acesso em: 07 mar. 2026.

JORGE, Vinicius Theobaldo. Aproximacéo da solucéo de ondas sismicas 3D pelo método
de diferencas finitas. Rio de Janeiro: Universidade Federal do Rio de Janeiro, 2021.
Trabalho de Conclusdo de Curso (Bacharelado em Geologia) — Instituto de Geociéncias,
Universidade Federal do Rio de Janeiro. Disponivel em:
https://pantheon.ufrj.br/bitstream/11422/16165/1/JORGE%2C%20V.T.pdf. Acesso em: 07
jan. 2026.

KEAREY, P.; BROOKS, M.; HILL, I. An Introduction to Geophysical Exploration. 3. ed.
Oxford: Blackwell Science, 2002. Disponivel em:
https://www.academia.edu/10084349/An_Introduction to_Geophysical Exploration. Acesso
em: 25 jan. 2026.

MILANI, Edison José; MELO, José Henrique G.; SOUZA, Paulo Alves; FERNANDES, Luiz
Alberto0; FRANCA, A. Barros. Bacia do Paranda. Boletim de Geociéncias da Petrobras,
Rio de Janeiro, v. 15, n. 2, p. 265-287. 2007. Disponivel em:
https://www.researchgate.net/publication/265291564 Bacia_do_Parana. Acesso em: 25 jan.
2026.

MOREIRA, Pedro Huan. Modelagem e Simulacéo da Propagacéo de Ondas Sismicas P-SV
de Terremotos em Territorio Brasileiro: Aplicacdo aos Terremotos Profundos no Acre.
2024. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2024. Disponivel em: https://pos.uel.br/pgmac/wp-
content/uploads/2024/10/Pedro-Huan-Moreira.pdf. Acesso em: 08 jan. 2026.

NUSSENZVEIG, H. M. Curso de Fisica Basica 2: Fluidos, Ocila¢es e Ondas, Calor. 5.
ed. S&o Paulo: Blucher, 2014. v. 1.

PENHA, Lidiane Nazaré Monteiro; BARREIROS, Alessandra Natasha Alcantara; NETO,
Francisco de Assis Silva. Simulacdo da propagacéao de onda 2D em um meio acustico —
afericao da performance de um cluster Beowulf. In: VV Simposio Brasileiro de Geofisica,
2012, Salvador. Anais [...]. Salvador: SBGf, 2012.

PEREIRA, A. M.; BEMFEITO, A. P.; PINTO, C. E.; ARCANJO-FILHO, M.; WALDHELM,
M. Ciéncias 6° ano (Ensino fundamental). S&o Paulo: Editora do Brasil, 2018. Colecéo
apoema.

PISKOUNOV, N. Calculo diferencial e integral. v. 1. Traducdo de Antdnio Eduardo Pereira
Teixeira e Maria José Pereira Teixeira. 18. ed. em lingua portuguesa. Porto: Lopes da Silva,
2000. [1988].


https://www2.uepg.br/proex/wp-content/uploads/sites/8/2018/10/LIVRO-Geodiversidade-na-Educacao.pdf
https://pantheon.ufrj.br/bitstream/11422/16165/1/JORGE%2C%20V.T.pdf
https://www.academia.edu/10084349/An_Introduction_to_Geophysical_Exploration
https://www.researchgate.net/publication/265291564_Bacia_do_Parana
https://pos.uel.br/pgmac/wp-content/uploads/2024/10/Pedro-Huan-Moreira.pdf
https://pos.uel.br/pgmac/wp-content/uploads/2024/10/Pedro-Huan-Moreira.pdf

45

PRESS, F.; SIEVER, R.; GROTZINGER J.; JORDAN T. H. Para Entender a Terra.
Tradugdo Rualdo Menegat. 4. ed. Porto Alegre: Bookman, 2006. 656p.

SAIKI, Marcelo Eiji. Equagéo da onda unidimensional: um estudo analitico e numerico.
[S.I.: s.n.]. Disponivel em:
https://repositorio.ucb.br:9443/jspui/bitstream/10869/1637/5/Marcel0%20Eiji%20SaiKki.pdf.
Acesso em: 02 fev 2026.

SIEGESMUND, S.; TOROK, A. Building Stones. Stone in Architecture. 4. ed. Heidelberg,
2011, p. 11-96. Disponivel em: https://www.academia.edu/80530336/Stone_in_Architecture.
Acesso em: 02 mar 2026.

SOUZA, Luiz Antonio Pereira de; GANDOLFO, Otavio Coaracy Brasil. NORMA ABGE
201/2023: investigacao geofisica em terra — métodos sismicos. 1. ed. Sdo Paulo: ABGE,
2023. Disponivel em: https://www.abge.org.br/wp-
content/uploads/2026/03/DTP_NormaABGE_201.pdf. Acesso em: 03 maio 2026.

SMITH, Gordon D. Numerical solution of partial differential equations: finite difference
methods. 3. ed. Oxford: Clarendon Press, 1985.

ZILL, Dennis G.; CULLEN, Michael R. Equagdes Diferenciais. Volume 2. Sdo Paulo:
Editora MAKRON Books, 2001.

ZHANG, W.; CHEN, X. Traction image method for irregular free surface boundaries in
finite difference seismic wave simulation. Geophysical Journal International 167, pag. 337-
353. 2006.


https://repositorio.ucb.br:9443/jspui/bitstream/10869/1637/5/Marcelo%20Eiji%20Saiki.pdf
https://www.academia.edu/80530336/Stone_in_Architecture
https://www.abge.org.br/wp-content/uploads/2026/03/DTP_NormaABGE_201.pdf
https://www.abge.org.br/wp-content/uploads/2026/03/DTP_NormaABGE_201.pdf

APENDICE — Cdédigo do software SCILAB da Simulacio da propagacéo da onda

// Pardmetros da simulagdo

nx = 100; // niimero de pontos na diregdo x

nz = 100; // nimero de pontos na diregdo z (representando a profundidade)
nt=700; // niimero de passos no tempo

dx=1; //passo espacial em x (m)

dz=1; //passo espacial em z (m)

dt=0.1; // passo no tempo (s)

x = 0:nx-1;

z = 0:nz-1;

z =-z; // Ajustando z para representar profundidade (negativo)

// Velocidades de propagagdo

vl =1; //velocidade no meio superior (m/s)
v2 =2; //velocidade na segunda camada (m/s)
v3 =3; //velocidade na terceira camada (m/s)
v4 = 4;

// Matriz de velocidades com trés subdominios
v =v1 * ones(nx, nz); // Inicialmente, o meio superior com velocidade v1
v(;, nz/4:nz) =v2; //Asegunda camada recebe a velocidade v2

// Definir a interface inclinada entre a segunda e terceira camadas
forix = 1:nx
z_incline = -nz/4 - 0.2 *ix - 10; // Inclinagdo da interface
if z_incline > -nz then
v(ix, find(z <= z_incline)) = v3; // Terceira camada com velocidade v3
end
end

// Adicionar uma quarta camada no formato de uma fungdo seno
forix = 1:nx
foriz=1:nz
z_seno(ix,iz) = -nz/2 + 10 * sin(2 * %pi * (ix)/(nx-1))- 30; // Fungdo seno com um periodo
if z(iz) <= z_seno(ix,iz)
v(ix, iz) = v4; // Quarta camada recebe a velocidade v3
end
end
end

// Interfaces para plotagem

interfacel(1:nx) = -nz/4; // Primeira interface (horizontal)

interface2(1:nx) =-nz/4 - 0.2 * (1:nx) - 10; // Segunda interface (inclinada)

interface_seno(1:nx) = -nz/2 + 10 * sin(2 * %pi * (1:nx)/(nx-1))- 30; // Terceira interface (senoidal)

// Fonte de distiirbio na superficie

source_X =nx / 2;

source_z = 0; // Fonte na superficie

f0 = 10; // frequéncia da fonte (Hz)

r_source = 5; // raio da regido de influéncia da fonte (suavizagdo)

// Inicializagdo das matrizes

p =zeros(nx,nz); // campo de pressdo atual
p_old = zeros(nx,nz); // campo de pressdo anterior
p_new = zeros(nx,nz); // campo de pressdo futuro

// Fungdo de fonte suave com um raio de influéncia
function wavelet=gaussian source(ix, iz, source_x, source_z, t, fO, r_source)
distance = sqrt((ix - source_x)"2 + (iz - source_z)"2);
if distance <= r_source then
wavelet = exp(-distance”2 / (2 * r_source”2)) * (1 - 2 * %pi"2 * f0"2 * t"2) * exp(-%pi"2 * fO"2 * t"2);
else
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wavelet = 0;
end
endfunction

// Simulagdo de propagagdo de ondas sismicas com interfaces de velocidade
ifr=1;
forit=1:nt
// Atualizagdo do campo de pressdo usando diferengas finitas
forix = 2:nx-1
for iz = 2:nz-1
p_new(ix,iz) = 2 * p(ix,iz) - p_old(ix,iz) + ...
(v(ix,iz)"2 * dt*2 / dx"2) * ...
(p(ix+1,iz) - 2 * p(ix,iz) + p(ix-1,iz)) + ..
(v(ix,iz)"2 *dt"2 / dz"2) * ...
(p(ix,iz+1) - 2 * p(ix,iz) + p(ix,iz-1));
end
end

// Condigdes de Neumann nos contornos laterais e no fundo

p_new(1,:) = p_new(2,:); // Condi¢do de Neumann a esquerda
p_new(nx,:) = p_new(nx-1,:);  // Condicdo de Neumann a direita
p_new(:,nz) = p_new(:,nz-1);  // Condi¢cdo de Neumann no fundo
// Inserc¢do da fonte suavizada na regido ao redor da posigdo central
t=it*dt;

for ix = source_x - r_source:source_x + r_source
for iz = source_z - r_source:source_z + r_source
ifix>1&ix<nx&iz>1&iz < nzthen
p_new(ix,iz) = p_new(ix,iz) + gaussian source(ix, iz, source_x, source_z, t, f0, r_source);
end
end
end

// Atualizagdo dos campos de pressdo
p_old = p;
p = p_new;

// Gerar e salvar frame para o video
ififr ==it
df();
Sgrayplot(x, z, p); // Inversdo de z para representar a profundidade para baixo
gca().data_bounds = [0, -100; nx-1, 0]; // Limitar profundidade de -100 a 0
gcf().color_map = gray(64); // Aplicar escala de cor gray
xlabel("Posi¢do horizontal (x)");
ylabel("Profundidade (z)");
title("Propagacdo de onda sismica com interfaces de velocidade");

// Adicionar as linhas das interfaces entre os trés meios
plot(x, interfacel, 'w"); // Primeira interface

plot(x, interface2, 'w"); // Segunda interface inclinada
plot(x, interface_seno, 'w"); // Terceira interface (senoidal)
mtlb hold();

// Salvar cada frame como imagem
file_name = msprintf("frame_%04d.png", it);
xs2png(0, file_name); // Salva o grdfico como imagem PNG

ifr = ifr + 30;
end
drawnow();

end
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