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RESUMO

Este trabalho consiste no estudo de formas bilineares, fungoes que a cada par de vetores
em um espaco vetorial associa um numero real de modo que uma vez fixado o primeiro
vetor, a fungao seja uma transformacao linear em relacao ao segundo vetor, e vice-versa,
para o reconhecimento de conicas em R? e superficies em R3, a partir da diagonalizacao da
matriz associada a forma bilinear e mudancas de coordenadas. Para isto, veremos a teoria

basica da Algebra Linear dando, sempre que possivel, um enfoque geométrico aos conceitos

apresentados.

Palavras-chave: Forma bilinear; Algebra Linear; Conicas e quédricas.



ABSTRACT

This work consists in the study of bilinear forms, functions that each pair of vectors
in a vector space associate a real number so that once fixed the first vector the function is
a linear manner in relative to the second vector and vice versa, for the recognition of conics
en R? and surfaces in R? from the diagonalization of the matrix associated with the bilinear
form and coordinate changes. For this, we will see the basic theory of Linear Algebra giving,

whenever possible, a geometric approach to the presented concepts.

Key words: Bilinear form; Linear Algebra; Conics; Surfaces.
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INTRODUCAO

A Algebra Linear é um dos principais ramos da Matematica onde se estuda aspectos
relacionados a uma colecao de objetos chamada vetores, que podem ser somados um a
outro e multiplicados por numeros, denominados escalares, chamada espacos vetoriais. A
vantagem de se estudar os espagos vetoriais de forma mais abastrata é que estamos estudando
propriedades que sao validas em conjuntos diferentes. Por exemplo, vemos que os mesmos
resultados encontrados usando o conjuntos de matrizes sao validos para o plano.

Normalmente, nas disciplinas de Introducio a Algebra Linear em cursos de graduacao
em Ciéncias Exatas, surge a famosa pergunta: Para que estudar Algebra Linear?. A resposta
nem sempre é simples e suficiente para compreender a vasta aplicabilidade em outras areas
da Matemaética, da Biologia, da Engenharia, da Economia e assim por diante. Porém, o fato
é que o rigor matematico se faz necessario para a compreensao da grandiosidade e beleza da
disciplina.

A proposta deste trabalho segue a ideia em proporcionar ao leitor a conhecer uma
das diversas relacdes entre a Algebra Linear e a Geométria Analitica, possibilitando estudar
funcoes que a cada par de vetores em um espago vetorial associa um ntmero real de modo
que uma vez fixado o primeiro vetor, a funcao seja uma transformacao linear em relacao ao
segundo vetor, e vice-versa que serao denominadas formas bilineares, para o reconhecimento
de conicas em R? e superfices quadricas em R?, teoria com importantes aplicacoes em
otimizacao e programacao linear. Além disso, o nosso objetivo é dar, sempre que possivel, um
tratamento geométrico aos conceitos abstratos da Algebra Linear, fazendo uso do software
GeoGebra, de modo que o leitor observe, ao longo do trabalho, que a Geometria esta

intrisicamente relacionada com a Algebra, conforme é comemorado na frase atribuida a

Lagrange (1736-1813):

"Desde que a élgebra e a geometria foram separadas, seu progresso foi lento e seus



usos limitados; mas quando essas duas ciéncias foram unidas, elas emprestaram
a cada uma for¢as mutuas e marcharam juntas para a perfei¢ao."(LAGRANGE,

1736 - 1813).

O primeiro capitulo serda destinado ao estudo preliminar sobre espagos vetoriais,
transformacoes lineares, espaco com produto interno e autovalores e autovetores, isto €, toda
teoria bésica da Algebra Linear necessaria para o entendimento dos demais capitulos.

No segundo capitulo, seguiremos com a fundamentacgao tedrica sobre formas bilineares,
estudando os seus resultados técnicos, principalmente o seu relacionamento com matrizes. Em
seguida, veremos sob quais condi¢oes uma matriz associada a forma bilinear é diagonal.

Por fim, No terceiro e ultimo capitulo, apresentaremos um método algébrico baseado
na diagonalizagao de formas bilineares capaz de classificar as conicas e as quadricas.

E importante informar que, as principais fontes de pesquisa para o desenvolvimento
do trabalho foram as obras dos autores BOLDRINI; COSTA; FIGUEIREDO [I], COELHO
[2], HOWARD; RORRES [4], KOLMAN; HILL [5] e STEINBRUCH; WINTERLE [12], as
quais devem ser consultadas pelos leitores para aprofundamento teérico e demonstragoes aqui

omitidas.



Capitulo

1

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos conceitos e resultados essenciais estudados em uma
disciplina introdutéria de Algebra Linear, com o objetivo de recordarmos assuntos necessérios
para a compreensao do capitulo final. Para tanto, enunciaremos o conceito de uma estrutura
algébrica de grande importancia para o desenvolvimento de toda teoria aqui abordada.

Um conjunto nao vazio K é um corpo se em K pudermos definir duas operagoes,
denotadas por + (adi¢do) e - (multiplicagao), satisfazendo as seguintes propriedades para

quaisquer a, b, c € K:
(1) a+b="b+ a (propriedade comutativa em relagdo a adigao).
(2) (a+b)+c=a+ (b+ c) (propriedade associativa em relagdo a adigao).

(3) Existe um elemento em K, denotado por 0 e chamado de elemento neutro da adicao,

que satisfaz a +0 =0+ a = a.

(4) Para cada a € K, existe um elemento em K, denotado por —a e chamado de simétrico

de a (ou oposto de a ou inverso aditivo de a), tal que a + (—a) = (—a) +a = 0.
(5) a-b="b-a (propriedade comutativa em relagdo a multiplicacao).
(6) a-(b-c)=(a-b)-c (propriedade associativa em relagdo a multiplicacao).

(7) Existe um elemento em K, denotado por 1 e chamado de elemento neutro da

multiplicagao, tal que a-1=1-a = a.
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(8) Para cada a € K, existe um elemento em K, denotado por a=' e chamado de inverso

1

multiplicativo de a, tal que a-a ! =a ' -a = 1.

(9) (a+b)-c=a-c+a-c (propriedade distributiva).

E trivial as demonstracdes da unicidade dos elementos descritos nas propriedades (3),
(4), (7) e (8). E como ¢ de costume, vamos muitas vezes simplificar a notagdo do produto
indicando simplesmente ab para o produto a - b.

Decorre da definigao acima que o conjunto R dos niimeros reais e o conjunto C dos
nameros complexos sao exemplos de corpos. Deste modo, toda teoria basica da Algebra
Linear a ser desenvolvida neste capitulo admite como escalares os elementos de qualquer
corpo K, porém, como o nosso objetivo central é o reconhecimento de conicas e quadricas,

restringiremos o nosso estudo ao corpo real.

1.1 Espacos vetoriais reais

Seja V' um conjunto nao vazio sobre o qual estao definidas duas operagoes: uma adigao,
que associa cada par de elementos u,v € V um elemento v+ v € V', chamado soma de u e v,
e uma multiplicagao por escalar, que associa a cada escalar a € R e a cada elemento u € V'
um elemento au € V. Dizemos que o conjunto V' munido dessas duas operagoes é um espago

vetorial real (ou espago vetorial sobre R) se os seguintes axiomas sao satisfeitos:
Em relacao a adigao:
(Al) u+v=v+4u, Yu,v € V (comutatividade).
(A2) (u+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,w € V (associatividade).
(A3) 30 €V tal que 0+ u =u, Vu € V (existéncia de elemento neutro para a adigao).

(A4) Yu € V,3(—u) € V tal que u + (—u) = 0 (existéncia de elemento simétrico ou

oposto).

Em relacao a multiplicacao por escalar:



(M1) (af)u = a(fu), VueVeVa,p €R.

(M2) lu=wu,Vu €V (onde 1 é o elemento neutro da multiplicacao em R).
(M3) a(u+v)=au+av, Vu,v e VeVaeR.

(M4) (a+plu=au+ pu,VueVeVa,p eR.

Note que o conjunto N dos ntmeros naturais e o conjunto Z dos nimeros inteiros
nao sao espagos vetoriais reais. Em nenhum dos dois conjuntos numéricos, a operacao
multiplicacao por escalar esta bem definida, isto é, nem sempre a multiplicacao de qualquer

namero real por um elemento do conjunto N (ou Z) é um elemento do conjunto N (ou Z).
Observacgao 1.1.

1) Os elementos de um espago vetorial sio chamados de vetores, independentemente de

sua natureza. O elemento neutro da adi¢ao é chamado vetor nulo.

2) A partir deste momento, quando se disser que V € um espago vetorial, deve ficar

subentendido que V' € um espaco vetorial real.

Exemplos de espacgos vetoriais

De acordo com a defini¢cao acima, para verificar se um conjunto é ou nao um exemplo de
espaco vetorial, é necessario a principio que no conjunto as operagoes de adi¢cao e multiplicacao
por escalar estejam bem definidas. A seguir, veremos alguns exemplos importantes de espagos

vetoriais.

Exemplo 1.1. O espago R", com n natural nao nulo qualquer.

O conjunto R™ é formado pelas n-uplas de nimeros reais

Rn:{(CLlaCLQa"' 7an); Ay1,0a9," " 7an€R}

é um espago vetorial com as operacoes usuais de adi¢ao e multiplicagao por escalar definidas

da seguinte maneira: dados (a1, as, -+ ,a,),(b1,be, -+ ,b,) € R" e @ € R, temos:

(a17a27"' 7an)+(b17b2;”' 7bn) - (a1+b1aa2+b27"' 7an+bn)



e
O[(Cll, Ag, - 7an) = (Oéal, aag, - - - 7aa‘n)~
O vetor nulo de R™ é a n-nupla de zeros 0 = (0,0, --- ,0) e o simétrico de um elemento
qualquer (aq,aq, - ,a,) € R" é dado por (—ay, —ag, -+, —ay,).

Os trés casos especiais mais importantes do espago vetorial R” sao R (os nimeros

reais), R? (os vetores do plano) e R? (os vetores do espago tridimensional).

Exemplo 1.2. Espago matricial M,,y,(R).
O conjunto M,,»,(R) de todas as matrizes de ordem m x n com coeficientes reais ¢ um

espaco vetorial com as operacoes usuais de adicao de matrizes e multiplicacao por escalar, a

saber:
A + B = (aij + bij)ija com A = (aij)z-j, B = (bm)z] S men(R)
e
aA = (aaij)ij, com A= (ai;)ij € Mpxn(R) e v € R.
00 --- 0
O vetor nulo de M,,»,(R) é a matriz nula O,,x, = | * ¢ *-. ¢ | e o simétrico de uma
00 - 0
aix  aiz2 - Aip
matriz A = : Do € Mp«n(R) & dado por
Am1 Q2 Qmn
—aj;  —aiz - —Qin
A=
—Qm1 —Qm2 —Qmn

Em particular, o conjunto M, (R) das matrizes quadradas de ordem n é um espago

vetorial relativamente as mesmas operagoes definidas em M, (R).

Exemplo 1.3. Espago polinomial P, (¢), com n natural ndo nulo qualquer.



O conjunto P,(t) de todos os polindmios com coeficientes reais de grau < n, acrescido

do polinémio nulo, dado por:

Po(t) = {ag + art + agt> + - - + apt™ a; € R, Vi=1,2,--- ,n}

é um espaco vetorial com as operacgoes usuais de adicao de polinomios e multiplicagao por
escalar. Mais especificamente, sejam p,q € P,(t) e a € R tais que p(t) = ag + a1t + ast® +
vt apt™ e q(t) = by + byt + bot® + -+ + b,t™, com a;,b; € Re Vi = 1,2,--- ,n, entao,

definimos:

(p+q)(t) = (ag + bo) + (a1 + b))t + (ag + b)t* + -+ + (an + by )t"

(ap)(t) = (aag) + (aay)t + (aag)t? + - - - + (ca, )t".

O vetor nulo de P, () ¢ o polindmio nulo 0 = 0 + 0t + 0t> + - - - + 0t" e o simétrico
de um polindémio arbitrério p(t) = ag + ait + agt> + -+ + a,t" € P,(t) é dado por
—p(t) = (=ao) + (=an)t + (=ag)t* + -+ (—an)t".

Exemplo 1.4. Espaco das fung¢oes F(X,R), onde X é um conjunto nao vazio qualquer.
O conjunto F(X,R) constituido por todas as fungdes f : X — R é um espago
vetorial com as seguintes operacoes de adicao e multiplicagao por escalar: dadas as fungoes

f,g€ F(X,R) e a€R, temos que:

(f +9)(x) = f(z) + g(x), paracadaz € X

(af)(x) = af(z), para cada x € X.

O vetor nulo de F(X,R) ¢é a funcado nula e o simétrico de uma funcao f € F(X,R) ¢
dada por (—f)(z) = —f ()

Observacao 1.2. De acordo com exemplos dados, vetores de um espaco vetorial podem ser

numeros reais, matrizes, polinémios e funcoes. A justificativa estd no fato de que as operagoes



de adicao e multiplicagao por escalar realizadas com esses elementos de natureza tao distinta

possuirem comportamentos idénticos de vetores do R? e do R3.

Propriedades elementares dos espagos vetoriais

Em decorréncia dos axiomas da defini¢ao de um espago vetorial, algumas propriedades,
apesar de basicas, sao importantes no estudo desta estrutura algébrica. As demonstracoes
destas propriedades abaixo podem ser consultadas em [12].

Seja V' um espaco vetorial. Temos que:
(P1) Existe um tnico vetor nulo em V.
(P2) Para cada u € V, existe um tnico simétrico —u € V.
(P3) Seu+w =v+w entdao u =v, Vu,v € V.
(P4) —(—u) =u,VuelV.
(P5) Ou=0,VuelV.
(P6) a0 =0, Va e R.
(P7) Seau=0entao a =0ouu=0,VaceReVueV.
(P8) (—u=—u,VuelV.

(P8) (—a)u =a(—u) =—au, Vae ReVueV.

1.1.1 Subespagos vetoriais

Considere V' um espaco vetorial. Um subconjunto nao vazio S de V' é um subespaco
vetorial de V' se S for um espago vetorial com relagao as mesmas operagoes definidas em V.
O teorema abaixo estabelece condi¢oes necessarias e suficientes para que um

subconjunto de um espago vetorial seja subespaco.

Teorema 1.1. Seja S um subconjunto de um espaco vetorial V. Entao S € um subespaco

vetorial de V' se, e somente se, S satisfaz as sequintes condicoes:

(i) S #0;



(i1) Para todo u,v € S, a soma u+v € S

(17i) Para todo u € S e para todo o € R, o produto escalar au € S.

Note que, para provar o item (i), basta exibir um elemento qualquer de S, porém, é
usual exibir o vetor nulo. Tal escolha nao é por caso, pois se o vetor nulo nao fosse elemento
de S, entdao S nao seria ele mesmo um espago vetorial. Além disso, os itens (ii) e (iii) do
Teorema [I.T] nos dizem que S é fechado em relagao a adi¢ao e em relagao a multiplicagao por

escalar, respectivamente.

Exemplos de subespacos vetoriais
Aqui, veremos alguns exemplos de subespacos comuns a qualquer espaco vetorial. E

ainda, determinaremos geometricamente os subespacos do R? e R3.

Exemplo 1.5. Seja V um espago vetorial qualquer, o conjunto {0}, conjunto consistindo
apenas pelo vetor nulo, e o proprio espaco V' sao subespacos vetoriais de V. Esses dois
subespagos sao chamados subespacos triviais de V. Os demais subespacos sao chamados

subespacos proprios de V.

Exemplo 1.6. Dados V um espacgo vetorial e w um elemento arbitrario de V', o conjunto

S = {\w; A € R} é um subespago vetorial de V. De fato,

(1) Pela propriedade (P5), 0 =0w € S, Vw € V, logo, S # (;

(13) Sewu,v € S, digamos, u = \jw e v = Agw com Aj, Ay € R, entdo u+v = (A1 +X)w € S;
(1ii) Sea € Rewu € S, entao au = (a\)w € S.

Neste exemplo, os elementos de S sao caracterizados por serem todos produto de um
numero real qualquer por um elemento fixo de V. Note que variando w em V', existem

infinitos subespagos. Em particular, se w é o vetor nulo, temos o supespaco trivial {0}.
Exemplo 1.7. Identificacdo geométrica dos subespacos no R?
Ja conhecemos alguns subespacos do R?:

a) {(0,0)} e R% que sao os subespagos triviais;
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b) {A\w; A € R}, onde w € R% Note que, variando w, existem infinitos exemplos de

subespacos.

Veremos que esses sao os tnicos subespacos de R?: sdao em ntmero infinito, mas sao
todos de algum dos tipos acima. Para isso, vamos considerar o plano cartesiano, que ¢é a
representagao geométrica do conjunto R?. Cada elemento (z,y) € R? é representado como
um vetor com origem no ponto (0,0) e fim no ponto (z,y).

Considere S um subespaco de R? diferente do {(0,0)}. Entdao, um vetor w nao nulo
pertence a S. Como S é fechado em relacao a multiplicagao por escalar, todos os miiltiplos de
w também sao elementos de S. Com isso, conforme mostra a Figura[L.1] a reta que contém

w estd contida em S e passa pela origem.

Figura 1.1: Uma reta em R2.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Suponhamos agora que, além de conter w, S também contenha algum outro vetor v
de R? que nao pertenca a reta que contém w. Nesse caso, S também deve conter a reta dos

miultiplos de v, como mostra a Figura
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Figura 1.2: Retas em R2.

'S

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Figura 1.3: Soma de vetores em R2.

+

v

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).

Note que, neste caso, o subespaco S nao pode consistir apenas das duas retas,

pois a adicao nao estd bem definida no conjunto formado pela uniao das duas retas. Se
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considerarmos, por exemplo, o vetor w + v, veremos que ele nao pertence a nenhuma das
duas retas, veja a Figura[I.3|

Observe, agora, que qualquer vetor de R? pode ser obtido pela soma de vetores

t tes a d tas diferent i ignifi S =R% Na Fi 1.4

pertencentes a duas retas diferentes, e isso significa que, nesse caso, . Na Figura [1.4]

vemos alguns exemplos de vetores em diversas direcoes, obtidos pela soma de dois vetores.

Figura 1.4: Vetores no R2.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Resumindo, temos as seguintes afirmacoes para um subespaco S de R
(a) Se S ndo contém vetores nao nulos, S = {(0,0)};

(b) Se S contém um vetor nao nulo, entdo S também contém a reta que contém esse

vetor e que passa pela origem;

(¢) Se S contém dois vetores nao nulos, que nao estejam sobre uma mesma reta, entao

S =R

Com isso, os tnicos subespagos vetoriais de R? sao {(0,0)}, R? e as retas de R? que

passam pela origem.
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Exemplo 1.8. Identificacao geométrica dos subespacos no R?. De modo analogo ao caso do

R2, os subespacos vetoriais de R? sao do seguinte tipo:
a) {(0,0,0)} e R? (triviais);
b) retas do R? que contém a origem (0 = (0,0, 0) neste caso);

c) planos de R? que contém a origem.

Exemplo 1.9. Intersecao de dois subespacos.
Sejam S e S5 dois subespagos de um espago vetorial V. A interse¢ao S; NSy também

é um subespaco de V. De fato, note que:

(1) 0 € S;, Vi = 1,2, pois S e Sy s@o subespagos de V. Logo, 0 € S; N S, e, portanto,
S £ 0.

Supondo que u,v € S; N Sy, entao u,v € S;, Vi = 1,2. Assim, como S; e S sao

subespagos de V' temos que:
(i) u+veS;, Vi=1,2,logo, u+v € SN Sy
(731) Para qualquer o € R, au € S;, Vi = 1,2, o que implica que au € S N Ss.

Figura 1.5: Intersecdo de dois planos no R3.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).
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Observe na figura acima que a intersecao dos dois planos que passam pela origem, os
quais sao subespacos de R3, é uma reta que passa pela origem, e portanto, pelo Exemplo ,

¢ um subespaco de R3.

Exemplo 1.10. Soma de dois subespagos.
Sejam S7 e Sy dois subespagos de um espago vetorial V. A soma S; + S, dada pelo
conjunto:

Sl—i—ng{ueV; U = U + Uz, Uy ESleu2€Sg}
é um subespaco vetorial de V. Com efeito,
(1) S#£0, pois0=04+0¢€ Sy + 5.

Agora, tome u,v € S+ 55, entao existem uy, vy € S7 € ug, v € Sy tais que u = uy +us

e v = v; + V9. Assim, como S; e Sy sdo subespacos de V' temos que:

(i) u; +v; € S;, Vi = 1,2, portanto,

U-I—UZ(U1+U2)+(U1+02):(U1+U1)+(U1+02)€S1+S2;

(17i) Dado o € R, au; € S;, Vi = 1,2, logo,

au = a(u1 + UQ) = QU] + Qug € Sl + SQ.

Sejam U e W dois subespacos vetoriais de V. Dizemos que V' é a soma direta de U e
W, simbolizada por V=U@W,se V=U+W e UNW = {0}.
A proposicao abaixo nos diz que a soma direta esté relacionada a decomposi¢ao tinica

de um vetor como soma de dois supespagos.

Teorema 1.2. Sejam U e W subespacos vetoriais de um espago vetorial V. Entao,
V. =U®®W se, e somente se, cada vetor v € V pode ser escrito de modo unico como

v=u+w, comueclU eweW.
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1.1.2 Combinacoes lineares e subespacos gerados

Sejam V um espaco vetorial e vy, vy, -+ ,v, € V. Dizemos que um vetor v € V é uma
combinac¢ao linear dos vetores vy, v, -+ ,v, € V se existirem escalares aq,aq, - ,a, € R
tais que:

n
V= QU1 + QoUg + - - - + U, = E Q;;.
i=1

Figura 1.6: Interpretacio geométrica de combinacao linear de dois vetores no R2.

'S

U

V= U] + Qa2

(@]

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Considere vy, vg, - -+ , v, vetores em um espacgo vetorial V. O conjunto S formado por
todos vetores de V' que sao combinagoes lineares dos vetores vy, vs, -+ , v, é um subespago
vetorial de V', chamado subespaco gerado pelos vetores vy, vq, -+ ,v,. De fato, o conjunto S

de todas as combinagoes lineares de vy, vo, -+ , v, é eXpresso por

S ={av + agvg + -+ auup;a; ER Vi=1,2,--- n}.

Para mostrar que S é um subespaco vetorial de V', devemos provar as trés condigoes do

Teorema [I.1] Assim, note que
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(i) S#0, pois 0 =0v; +0vy + -+ 0v,, € S.

Se u,v € S entao existem escalares «;, 5; € R, Vi =1,2,---  n, tais que
u=0oqu + QU + -+ U, € v = 1o + favg + -+ B,

Assim,

(77) desde que oy; + 3; € R, Vi=1,2,---  n, obtemos

u+v=_(a1+ p1)v + (aa+ Bo)vg + -+ + (v + Bn)vn € S

(17i) dado A € R, temos que A o; € R, Vi =1,2,--- n, logo,

Au = (Aag)vy + (Aag)ve + - + (Aay)v, € S.

Denotamos este subespago S por [vi,vs, - ,v,] €, dizemos que vy, v, -+ , v, S0

geradores de [vy, vy, - -+ ,v,]. Assim,
S =[v1,vg, v, = {oqvy + agua + - + apupia; ER Vi=1,2,---  n}.

Exemplo 1.11. Os vetores i = (1,0) e 5 = (0,1) geram o espaco vetorial R? pois
podemos escrever qualquer vetor (z,y) € R? como combinagao linear dos vetores i e j:

(z,y) = zi+yj = z(1,0) + y(0,1) entao [i,j] = R%

Interpretacao geomeétrica de subespago gerado no R3.

O subespaco gerado por um vetor v; € R?, com v; # 0, é uma reta que passa pela
origem, veja Figura Se a esse vetor acrescentarmos vy, colineares entre si, o subespaco
[v1, V2] continuara sendo a mesma reta, isto é, [v1] = [v1, v2], como mostra a Figura

Na Figura vimos que se vy, vy € R? tais que awv; # v,, para todo o € R, entao o
subespago gerado por [v1, v5] serd o plano que passa pela origem e contém v, e vs.

Note que se tivermos um vz € [vq, 1], entdo o subespago gerado por [vi,ve,v3] =

[v1, 9], visto que todo vetor escrito como combinagao linear de wvy,v9,v3 é escrito como
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combinagao linear apenas de v; e vy, dado que vz é combinacao de v; e vy, conforme vemos

na Figura [I.10]

Figura 1.7: Reta gerada por v; no R3.

I\ [vi]

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Figura 1.8: Reta gerada por dois vetores v1 e va colineares entre si no R3.

I\ [v1]

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).
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Figura 1.9: Plano que contém origem, v1 e v2 no R3.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Figura 1.10: Plano que contém origem, v; € vz e v3 no R3.

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).

O subespaco gerado por trés vetores nao coplanares é o proprio R?, ver Figura m

Se a estes vetores acrescentarmos um vetor v, qualquer, o subespaco gerado pelos quatros
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vetores continuara sendo o R?, isto &, [v1, vg, v3] = [v1, V9, 3, v4] = R3.

Figura 1.11: Subespaco gerado por vi,v2, v3 € v4 no R3.

z

A

U3

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

1.1.3 Base e dimensao

De acordo com a subsegao anterior, um conjunto de vetores {vy,vs,- -+ ,v,} gera um
dado espago vetorial V| se cada vetor em V' pode ser escrito como uma combinacao linear dos
vetores vy, v, -+ ,v,. No entanto, vimos que, em geral, hd mais de um conjunto de vetores
que descreve V. A situagao ideal é determinar o menor conjunto gerador de V' de modo que
cada elemento de V' se escreva de maneira tnica como combinagao linear dos vetores deste
conjunto gerador. Conjuntos geradores com esta propriedade sao chamados de conjuntos
linearmente independentes, desempenhando um papel importante na teoria sobre espacos
vetoriais.

Um conjunto de vetores {vi,vq,---,v,} em um espago vetorial V' ¢é chamado

linearmente independente (LI) se a equagdo vetorial:

101 + Ve + -+ - + v, =0
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admite somente a solucao trivial a; = ap = --- = a,, = 0. Se admitir solugoes nao triviais,
entao o conjunto {vy, vy, -+ ,v,} € um conjunto linearmente dependente (LD).

Em R? ou R3, um conjunto de dois vetores é L.I. se, e somente se, os vetores nao estao
sobre uma mesma reta quando colocados com seus pontos iniciais na origem, como mostra a

Figura|l.12

Figura 1.12: Conjunto de dois vetores L.I ou L.D no R3.

(a)L.D. (b)L.D.

(¢)L.I.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Em R3, um conjunto de trés vetores é L.I. se, e somente se, os vetores nao estao sobre
um mesmo plano quando colocados com seus pontos iniciais na origem, veja Figura [I.13]
Dizemos que um subconjunto B = {vy,vq, -+ ,v,} de um espago vetorial V' é uma

base de V' se:
(7) B for um conjunto gerador de V;
(73) B for linearmente independente.

Exemplo 1.12. Base canoénica de R".
Note que o conjunto B = {e; = (1,0,---,0),e5 = (0,1,---,0),--- ,e, = (0,0,--- , 1)}

gera R" e é LI, logo, B é um base de R", chamada base candnica.
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Figura 1.13: Conjunto de trés vetores L.I ou L.D no R3.

(b)L.D.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Exemplo 1.13. O conjunto B = {(1,1), (0, —1)} ¢ uma base de R?. De fato,

(i) B gera R?, pois cada (z,y) € R? é escrito de forma tnica como
(z,y) = x(1,1) + (z — y)(0, —1).

(i1) B ¢é LI, pois a equagao a(1,1) + b(0,—1) = (0,0) implica em a = b = 0.
Observacgao 1.3. Por convengio, o conjunto vazio € uma base do espago vetorial {0}.
Dizemos que um espago vetorial V' é finitamente gerado se possuir um conjunto gerador

finito. Uma consequéncia do préximo resultado é que duas bases quaisquer de um espago

vetorial finitamente gerado nao nulo possuem o mesmo nimero de vetores.

Teorema 1.3. Se B = {vy,vq, -+ ,v,} € uma base de um espaco vetorial V, entao todo

conjunto com mais de n vetores serd linearmente dependente.

Seja V um espaco vetorial. Se V' admite uma base finita, V' é chamado espaco vetorial
de dimensao finita e chamamos de dimensao de V', denotada por dim V', o ntimero de vetores

em tal base. Caso contrério, dizemos que V' é um espaco vetorial de dimensao infinita.
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Exemplo 1.14.
(1) dim{0} =0,

(it) dimR™ = n. Em particular, dimR? = 2 e dimR3 = 3.

1.1.4 Mudanca de base

Considere B = {uj,ug, - ,u,} e B" = {vy,vq,--+ ,v,} bases ordenadas de um
espago vetorial V' de dimensao finita. Se v é um vetor qualquer em V', entao existem

a;, B € R, V1 <1 < n, tais que:

V= Uy + Qg + - - + Uy, (1.1)

v = ﬁlvl + BQ’UQ +-+ 5nvn- (12)

Como cada um dos vetores da base B pode ser escrito como combinacao linear dos vetores

da base B’ segue que:

U1 = T11V1 + To1Vg + -+ + Tp1 Uy

Uy = T12V1 + TV + « -+ + T2V,

(1.3)

Up = T1pV1 + Topla + +++ + TppUp.

Substituindo os vetores u; de (|1.3)) em ({1.1]), obtemos

v o= a(xnvr + -+ X)) + Qo(Tipvr o Tpotn) o0
an(mlnvl + -+ xnnvn)
= (uz1 + -+ rn)vr + (0 Tor + -+ T2y )Up + -

(Oélxnl + -+ an«rnn)vn- (14)
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Comparando ((1.2) e (1.4)), temos que:

B1 = 1211 + apxig + -+ o Ty,

Ba = anxa1 + ooy + -+ + QpTap,

ﬁn = Q1Tp1 + QTpo + -+ - + ApTyn.-

Em notacao matricial,

51 T11 T12 - Tin aq
52 o To1r Tog -+ Top (%)
_Bn_ _xnl Tpo - xnn_ _an_
ou
[v]p = M[v]s, (1.5)

onde [v]p e [v] g sd0 as matrizes-coordenada de v em relagao as bases B e B’, respectivamente.
A matriz M = (a;;)nxn € chamada matriz mudanga (ou matriz transi¢ao) de base B para a
base B'.

Ao comparar a matriz M com a identidade , note que cada coluna, pela base

ordenada, é formada pelos escalares dos vetores da base B em relacao a base B’, isto é:

T11 T2 Tin

T21 T22 T2
[ur]pr = , [ua]pr = , R [wn]pr = |

_wnl_ _InQ_ _xnn_

1.2 Espaco com produto interno

Na disciplina Geometria Analitica estudamos uma operacao entre dois vetores no R?
ou no R?, chamada produto escalar, a qual associa a todo par de vetores um ntimero real,

estabelecendo assim algumas propriedades geométricas tais como comprimento de um vetor,
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distancia entre vetores, angulo entre vetores e ortogonalidade.

Os axiomas da definicao de espaco vetorial nao sao suficientes para definir estas nogoes
geométricas em um espaco vetorial real. E necessario a introducio do conceito de produto
interno de modo a generalizar tais propriedades em um espago vetorial real qualquer.

Seja V' um espago vetorial. Um produto interno sobre V é uma funcao (, ) : VxV — R
que, a cada par de vetores (u,v) € V x V associa um ntamero real, simbolizado por (u,v),

tal que satisfaz os seguintes axiomas para quaisquer u,v,w € V e A € R.

a) (u+v,w) = (u,w) + (v, w);

b) (Au,v) = Au, v);

c) (u,v) = (v, u);

d) (u,u) >0 e (u,u) =0 se, e somente se u = 0.

Um espaco vetorial real de dimensao finita munido de um produto interno é chamado

espaco vetorial euclidiano.

Exemplo 1.15. O espago euclidiano R™

O produto interno em R™ ¢ definido por:
(U1, 02) = Tays + Toys + - A Tl = Y Tili,
i=1

com vy = (21, %, -+ ,Tp) € Vo = (Y1,Y2,** ,Yn).

Este produto é conhecido como produto interno candénico ou produto escalar de R™.

1.2.1 Norma ou moédulo de um vetor

Sejam V' um espago vetorial euclidiano e v € R. Chama-se norma de v o numero real

dado por:

[o]] = v/ {w; v).
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Exemplo 1.16. A norma do vetor v = (x1, 2, - ,2,) € R" com relagdo ao produto interno

definido no Exemplo [I.15] é dado por:

ol =v/ 0,0y =y/at + a3+ +a2.

Considerando o plano R? e um ponto P de coordenadas (z,y), conforme mostra a
(Figura, observamos que a norma do vetor v = ﬁ coincide com a medida da hipotenusa
do triangulo retangulo determinado por z e y. Em R3, a norma de um vetor v = (1, 22, 73)
coincide com a medida da diagonal do paralelepipedo formado por xy, o e x3. Assim, a
interpretacao geométrica que podemos dar & norma de um vetor v no espaco euclidiano R?

ou R? é também conhecida como mddulo ou comprimento de v.

Figura 1.14: Vetor no plano cartesiano.

& J
P =(z,y)
Yy
O x
Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).
Observacgao 1.4.
1) Se |jv|| =1, isto €, (v,v) =1, o vetor é chamado vetor unitdrio. Neste caso, dizemos

que v estd normalizado.
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v
2) Todo vetor nao nulo v € V' pode ser normalizado, basta fazer u = W De fato,
v

v v N ) el
”“”‘\/<||v||’||v||> \/ P =\ o~

Propriedades das normas

Seja V' um espaco vetorial euclidiano. Para quaisquer u,v € V e X € R, temos que:
Nyp) ||v]] = 0 e ||v|| = 0 se, e somente se, v = 0;
Na) [[dwll = |Allvll;
N3) [(u,v)| < |ull|]v]| (Desigualdade de Cauchy-Schwarz);
Ny) JJu+v|| < |lu|]| + |lv]] (Desigualdade Triangular).

A desigualdade triangular vista no R? ou no R?® confirma a propriedade geométrica
de que, em um tridangulo qualquer, a soma dos comprimentos de dois lados ¢ maior que o
comprimento do terceiro lado, conforme mostra a figura abaixo. A igualdade ocorre apenas

quando os dois vetores sao colineares.

Figura 1.15: Desigualdade Triangular.

[

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).
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Chama-se distdncia entre dois vetores u e v o numero real simbolizado por d(u,v) e
dado por:
d(u,v) = [lu—vl|.

A Figura [I.16) ilustra geometricamente a distancia entre dois vetores no plano.

1.2.2  Angulo entre dois vetores

Sejam V' um espago vetorial euclidiano e u,v € V nao nulos. A desigualdade de
Cauchy-Schwarz nos da a possibilidade de definir dngulo entre dois vetores nao nulos da

seguinte maneira:
[(u, )| < flullllv]] = =llullllv]] < (u,v) < ull][v]

Como os vetores u e v sao nao nulos, suas normas sao numeros reais positivos. Assim,

podemos dividir cada termo da desigualdade acima por ||ul|||v||. Entao,

{u, v)
i

—-1< <1

Do estudo das fungoes trigonométricas, o dngulo 6 formado pelos vetores u e v é dado

por

{u, v) com 0<60<m.

cos O =
[ullllo]”

Note que esta formula coincide para o calculo do angulo de dois vetores no plano e no
espaco. De fato, considere u,v € R? nao nulos. Se o angulo entre u e v é 6, conforme mostra

a Figura entdo a lei dos cossenos nos da:
lw = v[l* = flull® + [lv]I* = 2llull]v] cos 6.

Desde que |lu — v||* = ||ul]* — 2(u, v) + ||v]|* segue que (u,v) = |lul|||v]| cos 6. Logo,

cos 0 =
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onde 6 é encontrado em uma tabela de cossenos.

Figura 1.16: Distancia e angulo entre dois vetores.

R |

[Jul |

Fonte: Autoria préopria (Geogebra 5.0).

Um caso particular é quando 6 = 90°, ou seja, quando os vetores formam um angulo
(u, v)

)

[[ull[[0]] _

Dois vetores u e v de um espaco vetroial euclidiano sao ortogonais, simbolizado por

reto. Como cos 90° =0 = concluimos que:

u L v, se (u,v) = 0.
Observagao 1.5.
1) Se os vetores u e v sao unitdrios, entao cos 0 = (u,v);

2) O wetor nulor de um espago vetorial euclidiano V' € ortogonal a qualquer v € V', pois

(0,v) = (0v,v) = 0{v,v) = 0.

1.2.3 DBases ortogonais e ortonormais
Seja V' um espago vetorial euclidiano. Um subconjunto B = {vy,vq, -+ ,v,} de V é

(i) ortogonal, se seus elementos sao ortogonais dois a dois, isto é, (v;,v;) = 0, para todo

1<ij<nei#j;
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(73) ortonormal, se B & ortogonal e todos os seus vetores sdo unitérios, isto &,

( > 0, para i#j
Ui>vj =
1, para ©=j.

Exemplo 1.17. A base candnica de R™ com os produtos internos candnicos sao conjuntos

ortonormais.
A seguir, um resultado de grande importancia envolvendo conjuntos ortogonais.

Teorema 1.4. Seja B = {vy, vy, -+ ,v,} um conjunto ortogonal de vetores nao nulos em um

espaco vetorial euclidiano.

(v, U@>
o2

(a) Sev € [vy, vy, -+, vy, entdo v = Z
(b) B € linearmente independente.

Demonstracao : (a) Sejav =Y, a;v;, com «; € Re 1 <4 < n. Entdo, como B ¢ um

conjunto ortogonal, temos, para 7 = 1,2,--- ,n, que

n

=1

Portanto, a; = ‘ v;, Vj=1,2,--- n, obtendo assim o resultado desejado.

(b) Sejam «a; € R, com 1 < i < n, tais que aqv; + agve + -+ - + a,v, = 0. Fazendo o

produto interno dos dois membros desta igualdade por v;, temos
(o + aguy + -+ - + v, v;) = (0,v;).
Assim,
ag (v, v;) + -+ (v, v) + -+ ap (v, v) = 0.

Como, por hipétese, B ¢ um conjunto ortogonal de vetores nao nulos segue que (v;,v;) = 0,
para i # j, e (v, v;) # 0, para i = j. Logo, a;{v;,v;) = 0 e, assim, o; = 0. Como isto vale

para todoi=1,--- ,n, temos a; = --- = «,, = 0, 0 que implica em B ¢é L.L.
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Decorre do Teorema que se B é um conjunto de n vetores dois a dois ortogonais
em um espaco vetorial de dimensao n, entao este conjunto serd uma base ortogonal.

Outra consequéncia do Teorema|l.4]é que uma base ortonormal sempre pode ser obtida
de uma base ortogonal normalizando cada vetor. Neste caso, se B = {v1,vs, -+ ,v,} ¢ uma

base ortonormal de V, entdo qualquer vetor v € V' & dado por v =Y | (v, v;)v;.

Processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt

E um método que consite na construcao de uma base ortogonal a partir de uma base
qualquer de um espaco vetorial, ou seja, transformar um conjunto B = {vy, vy ,v,} de
vetores que constituem uma base de um espacgo vetorial V', nao ortogonais, em um outro
conjunto B = {wy,wy--- ,w,} C V cujo produto interno de dois a dois vetores distintos
seja igual a zero, produzindo assim uma base ortogonal e de modo que os subespacos gerados
pelos dois conjuntos sejam os mesmos. Esta construcao é feita de maneira indutiva como
segue:

Seja V' um espaco vetorial euclidiano. Supondo que vy, vy -+ , v, nao sao ortogonais,

considere que:
& W =1U;

® wy = vy — ayw; € ortogonal a wy, onde a; =

(w2, w1) = <U2 - Mwl,w1> = (U2, w1) — %—wﬁ@vl,wl) =0.

A Figura[l.17 nos mostra que o angulo formado entre os vetores w; e wy € um angulo
reto.
<U37 'I.U1>

[Jwi]|?
veja a Figura[1.18] De fato, como ja sabemos que w; e wy sao ortogonais, entao

® w3 = v3— W, — QWs é ortogonal aos vetores wy e wq, onde a; = comi=1,2,

(ws,wn) = <03_Mwl_ww,wl>

[[wa [ [[wa]]>
V3, W V3, W
= <’U3,’w1> — W(Wl,Wﬁ — W(w%wﬁ = 0.
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e
Va, W V3, W
1 2
(03, ws) — <U37_w1><w1 ws) — M(w ws) = 0,
’ w2 Jwa >

Figura 1.17: Vetor vg — ajwq

— QW

V2
w3

- > U =W
Projun”? = uw,

Fonte: Autoria préopria (Geogebra 5.0).

Podemos concluir o método por indugao, admitindo que, por esse processo, tenham

sido obtidos (n — 1) vetores wy, ws, - -+, W(n—1) ortogonais entre si. Definindo:
Wy = Uy — a(n_l)w(n_l) — ... — Wy — (X1W1
</Un7 wl> . . . ,
com q; = W, Vi=1,2,--- ,n— 1, é possivel mostrar que w,, é ortogonal aos vetores
W;

Wy, W, -+, Wp—1y. Assim, a partir de B = {vy,v2- -+ ,v,}, obtemos um conjunto ortogonal
B' = {wy,wy -+ ,w,} e, pelo Teorema B’ ¢ linearmente independente.

Note que, para cada i = 1,2,--- ,n, os vetores w; € [v1,v3-+,v,] = V. Como

dim V' = n, segue que, B’ = {wy,ws,- -+ ,w,} é uma base de V, o que mostra a igualdade
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dos subespacos gerados por B e B’.

Por fim, caso se queira um base ortonormal, basta normalizar cada w;. Fazendo

w; . :
u; = || Z|| , obtemos a base B’ = {uy,us, - ,u,} que é uma base ortonormal obtida a partir
wi
da base B’ = {wy, wq,- -+ ,wy,}.

Figura 1.18: Vetor vz — ajwi — agwa.

— (w2 + aquy)

ws

Proj,ws = asws

wa

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

1.3 Transformacoes lineares

Nesta subsegdo, estudaremos fungdes (ou aplicagdes) entre espagos vetoriais que
preservam as duas operacgoes definidas nos espacos vetoriais. Veremos o conceito, as
propriedades basicas e alguns exemplos de transformacoes lineares, bem como alguns
resultados importantes para o entendimento deste trabalho.

Sejam U e V espagos vetoriais reais. Uma funcao 7' : U — V é uma transformacao

linear se
(1) T(uy + ug) = T(uy) + T(us), para todo uy,us € U, e

(13) T(Au) = AT (u), para todo A € R e todo u € U.
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De modo equivalente, podemos dizer que a funcao 7' : U — V é uma transformacao

linear se:
T(Auy + ug) = AT (uq) + T(uz), para todo uy,us € U e todo X € R,

reunindo as condigoes (i) e (i7) em uma unica condigao.
Uma transformacao linear 7" : U — U, cujo dominio e contradominio sao os mesmos

espagos vetoriais, ¢ chamada operador linear sobre U.

Lema 1.1. Sejam U eV espacos vetoriais e T : U — V' uma transformagao linear. Entao:

a) T(0y) = Oy, onde Oy e 0y denotam os vetores nulos de U e V, respectivamente.
b) T(—u) = =T (u), para todo u € U.
) T(O ! aguy) = >0 oT(u;), onde ; e Rew; € U, comi=1,---,n.

Exemplo 1.18. Sejam U e V dois espagos vetoriais. A funcao nula T': U — V dada por
T(u) = 0,YVu € U, e a fungao identidade Id : U — U dada por Id(u) = u,Vu € U,
sao transformagoes lineares, conhecidas como Transformagao nula e Operador idéntico,

respectivamente.

Exemplo 1.19. Seja A € M,,«,(R). A aplicagdo matricial T : R" — R™ dada por

T(u) = Au, Vu € R", é uma transformagao linear. Em particular, a Figura mostra
1 1

que a aplicacao T dada pela matriz A = |2 1 | leva R? no plano 3z — 2y + z = 0.
1 -1
Exemplo 1.20. Sejam V um espago vetorial e a € R. A fungao 7' : U — U dada por
T(u) = au, Yu € U é uma transformagao linear.
Se a = 0 temos a transformacao nula. Se a = 1 temos a transformagao identidade.
Se 0 < a < 1, dizemos que T é uma contracao de V. Se a > 1, dizemos que 7' é uma
dilatacao de U. Geometricamente, uma contracao “comprime” os vetores em U por um fator
a e uma dilatagao “estica” os vetores em U por um fator a, observe a Figura dilatagao

e contragao do vetor u.
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Figura 1.19: Aplicagdo T leva R2 no plano 3z — 2y + 2z =0

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Figura 1.20: Dilatagao e contragao do vetor u

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).

Exemplo 1.21. Sejam T} : U = V e Ty : V. — W transformagoes lineares. A composicao
(Ty oTy) : U — W dada por (T} o T3)(u) = T1(T2(w)), Yu € U, é uma transformagao linear.
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1.3.1 Ncleo e imagem de uma transformacao linear
Sejam U e V' dois espacos vetoriais e T': U — V uma tranformacao linear. Entao,

(i) O conjunto {T'(u);u € U} C V, chamado imagem de T e denotado por Im(T), ¢ um

subespago vetorial de V;

(73) O conjunto {u € U;T(u) = Oy} C U, chamado nicleo de T e denotado por N(T), é

um subespaco de U.

Figura 1.21: Diagrama nicleo e imagem

[ Vv
.) » |

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Teorema 1.5. Sejam U eV dois espagos vetoriais e T : U — V uma transformacao linear.

Entao:
a) T ¢ injetora se, e somente se, N(T') = {0y };
b) T € sobrejetora quando Im(T) =V.

Um isomorfismo do espaco vetorial U no espaco vetorial V' é uma transformacao linear
T :U — V que é bijetora. Se existir um isomorfismo dos espagos U e V', entao dizemos que

U e V sao espagos vetoriais isomorfos e indicamos por U = V.
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Uma funcao é inversivel se, e somente se, ela é bijetora. Logo, dado um isomorfismo
T:U =V T 1.5 i T-' .V U é
; , usamos o Teorema para mostrar que a inversa : — é uma

transformacao linear.

1.3.2 Matriz de uma transformacao linear

No Exemplo vimos que toda aplicacao matricial é linear. Em um sentido inverso,
vamos mostrar que qualquer transformacao linear entre espagos vetoriais de dimensao finita
pode ser considerada como uma aplicagao matricial. O proposito consiste em associar a T’

uma matriz A de modo a determinar a formulagao de T'.

Dados U e V espacos vetoriais tais que dimU = n e dimV = m, considere
T : U — V uma transformagao linear e fixemos as bases ordenadas B = {uj, ug, -+ ,u,} e
B' = {vy,v9, -+ ,v,,} de U e V| respectivamente. Vamos determinar uma uma matriz A de

modo que T'(u) = Au, Vu € U, da seguinte forma:
Desde que B é uma base de U e u um vetor arbitrario de U, existem escalares

T, %9, , T, € R tais que u = zyuy + xaus + -+ + z,u,. Decorre do item ¢) do Lema

[T que

T(u) = 21T (u1) + 22T (ug) + - - + 2, T (uy). (1.6)
Sendo T'(uq),---,T(u,) € V, cada T'(u;), com j = 1,2,--- ,n, é escrito como combinacao
linear dos elementos da base B’ de V. Assim, existem a;; € R, para todo i = 1,2,--- ,m,

tais que:

.
T(uy) = a11v1 + 2109 + « -+ + A1V

T(UQ) = A12Vq + [055X%) + -+ Am2Um

\T(un) = Q11 + A2nV2 + -+ AmnUm



37

Agora, substituindo ([1.7)) em , obtemos:

T(u) = x1(anvi + agnvs + - + Apu1Vm) + T2(a1201 + a2002 + - + ApnaVi)
+ -+ xn(alnvl + A2n,V2 + -+ amnvm)
= (an®1 + a1202 + - + @120 01 + (a2121 + a2 + - -+ + Q2,20 ) V2 (1.8)
+ o (AT + G+ F Q@)U
Por outro lado, como T'(u) € V e B’ ¢ uma base de V' entao existem y1, 42, -+ , Ym € R

tais que as bases ordenadas
T(”) =y1V1 + Y2U2 * - + YU (19)
Logo, comparando as identidades (1.8 e ([1.9)), concluimos,

Y1 = a11%1 + Q12T + - - + G1,T,

Y2 = G21T1 + A22%2 + - - - + AapTy

\ym = Q1 X1 + Gp2Z2 + -0 F ATy

Em notacao matricial,

@11 a2 - Qip T U1
Q21 Q22 -+ Qa2p 4] Y2

= . (1.10)
Am1 Qm2 - Amn T Ym

Note que os vetores-coluna que aparecem em [[.10] sdo os vetores-coordenadas dos
vetores v e T'(v), em relagao as bases B e B’, respectivamente. Portanto, podemos escrever

a identidade [[.10] na forma:
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onde A é a matriz m x n formada pelos escalares a;;.

A matriz A = (a;j) € Myxn(R) definida acima é chamada matriz da transformagdo
linear T com relagdo as bases B e B’ e ¢ denotada por [T]5,. No caso em que U = V e
B = B’', denotamos por [T]p.

O préximo teorema mostra que a matriz da composta de duas transformacoes lineares

é a multiplicacao das duas matrizes das transformagoes lineares, nas bases correspondentes.

Teorema 1.6. Considere U, V e W espacos vetoriais de dimensao finita. Se Ty : U =V
eTy : V. — W sao transformagoes lineares e se B,B" e B" sao bases de U, V e W,
respectivamente, entao:

[Ty 0 Ty)B, = [15]5,[11)5,.

A seguinte consequéncia do teorema acima nos dd uma condigdo para dizer se uma

transformacao linear é um isomorfismo a partir de sua matriz associada.

Corolario 1.1. Sejam U e V dois espacos vetoriais de dimensao finita e considere B ¢ B’
bases de U e V', respectivamente. Uma transformacao linear T' : U — V' € um isomorfismo

se, e somente se, a matriz [T|5, for inversivel. Além disso, neste caso, ([T]g,)_l = [T-%.

Sejam B = {uy,vq, -, v,} € B = {vy,vq, -+ ,v,} bases ordenadas de um espago vetorial
U. Note que a matriz associada ao operador idéntico Id : U — U com relagao as bases B e

B’ coincide com a matriz de mudanga de base de B para B’ dada em (1.5]), ou seja,
M = (aij)nxn = [Id])5. (1.11)

Desde que a inversa do operador linear Id é ele mesmo, segue do Corolério que
(11 d]g,)_l = [Id]¥', o que implica dizer que a matriz M ¢é invertivel e a sua inversa M~

é a matriz mudanca de base de B’ para B.

1.3.3 Matrizes semelhantes

Seja T': V' — V um operador linear. Se B e B’ sao bases de V e [T e [T]|p sao as

matrizes que representam o operador T' nas bases B e B’, respectivamente, entao, pela no¢ao



de matriz de uma transformacao linear podemos escrever

[T(v)|p = [T]5[v]s

[Tl = [T]s[v]-

Por ([1.11)), a matriz [Id]5, ¢ a matriz mudanga de base de B para B’ logo,

Wl = dg]s e [T()]s = [Id5[T()s.

Substituindo(|1.14]) em (|1.13)), obtemos

[1d]5 [T (v)]p = [T]p[Id]5 [v]5.
Como [Id]5, é inversivel entao,
(7)) = ({d]5) " [T]p[Id] 5 [v] 5-
Assim, comparando com ([L.12), temos que,

(T)p = ([Ld]5) "~ [T]p[1d]5

39

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Logo, as matrizes [T]p e [T]p sdo semelhantes, pois existe uma matriz inversivel [Id])8, = M

tal que
[T = M [Tz M.

1.4  Autovetores e autovalores

Nesta secao, vamos abordar as classes de escalares e vetores conhecidas como

autovalores e autovetores, respectivamente, que sao especiais por suas caracteristicas

peculiares. A teoria de Autovalores e Autovetores surgiu no estudo do movimento rotacional
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e, mais tarde, foi usada para classificar varios tipos de superficies e para descrever solucoes
de certas equacoes diferenciais. No inicio do século XX, o estudos destas classes foram
aplicadas as matrizes e transformagoes matriciais, impactantando em aplicagoes em diversos
ramos da ciéncia tais como computagao grafica, vibragdoes mecanicas, fluxo do calor, dindmica
populacional, mecanica quantica e até economia.

Seja T : V — V um operador linear sobre um espaco vetorial V. Um nimero A € R

é um autovalor de T se existe um vetor nao nulo v € V' tal que

T(v) = A\v.

O vetor v # 0 é chamado autovetor de T associado ao autovalor \.

De acordo com a defini¢do acima, um vetor v # 0 é autovetor de T se o conjunto
Im(T) é formado por miltiplos escalares de v. No R? e no R? dizemos que v e T'(v) possuem
a mesma dire¢ao. Assim, dependendo do valor de A, o operador T dilata v, contrai v, inverte
o sentido de v ou o anula no caso de A = 0.

Figura 1.22: Autovetor no plano

T(v) T(v)

v

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).

Na Figura m (a), o vetor v € R* ¢ um autovetor de um operador T' que dilata v
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porque A > 1. A Figura (b) mostra um vetor v que nao é autovetor de um operador 7.

Exemplo 1.22. Se T': V — V é um operador linear nao injetor, entao 0 ¢ um autovalor de

T ja que T'(v) =0 = 0v, com v € N(T).

Exemplo 1.23. Seja o operador linear T' : R? — R? definido por T'(z,y) = (—y,z), que
corresponde a uma rotacao de 90° em torno da origem. Observe que nenhum vetor nao
nulo é levado por 7" em um miultiplo de si proprio. Logo, T' nao possui autovalores e nem

autovetores.

Se A é um autovetor de um operador linear T : V' — V', o conjunto S, de todos os
vetores v € V associados ao autovalor A, acrescido do vetor nulo, é um susbespago vetorial de
V. Isto é, Sy = {v € V;T(v) = Av} é um subespago de V, chamado auto-espaco associado

ao autovalor \.

1.4.1 Determinacao dos autovalores e dos autovetores

Nosso objetivo aqui é apresentar um método para determinar os autovalores e os
autovetores de um operador linear, caso existam.
Sejam V' um espaco vetorial de dimensao n e T : V — V um operador linear. Se A

for um autovalor de T', entao existe v # 0 tal que

T(v) =< (T — \d)(v) =0,

onde Id é o operador idéntico de V. Logo,

A ¢ autovalor de T' <= Nuc(T — MId) # {0}.

Recorde que uma matriz A € M, (R) é inversivel se, e somente se, det A # 0. Entao,

considerando a matriz [I' — A d]p do operador T'— AId : V — V associada a uma base

qualquer B de V, segue do Teorema [I.5] e do Corolario que

Nuc(T — Md) # {0} <= [T — M\ d]p nao é inversivel <= det([T — A\ld|g) = 0.
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Observe [T' — Ald]p ¢ uma matriz onde, na diagonal principal, aparecem monomios
em A de grau um com coeficientes reais e elementos reais nas demais posi¢oes. Portanto, o
determinante de [T'—AId] g é um polinémio em A de grau n, chamado polindmio caracteristico

de T' e simbolizado por P()). Desta forma, a equivaléncia acima ¢ reescrita como

A é autovalor de T <= X ¢ uma raiz de P(\).

Exemplo 1.24. Considere o operador T : R? — R? definido por T'(z,y) = (4x + 5y, 2z +y).

A matriz candnica do operador T é . Logo, o polinémio caracteristico de T" é
= 5
dado por P(A) = det([T'— \d]p) = = A? =5\ — 6. Calculando as raizes deste
2 1-=A
polinémio, encontramos que os autovalores de T sao Ay = —1 e Ay = 6.

Usando a notagao matricial [T'— Al d(v)|g = [T — A d|g[v] s, para cada autovalor temos
um sistema homogéneo de equacoes que permite determinar os autovetores associados. Com

efeito, considerando o vetor v = (z,y), o sistema a ser estudado é

Para A = —1, obtemos os autovetores associados a A ao resolver o sistema homogéneo

or + 5y =0
, cuja solugdo é y = —x. Assim, os vetores do tipo v; = (z, —x) = z(1, —1),

20 +2y =0

com x # 0, sao os autovetores associados a Ay = —1. Repetindo o mesmo raciocinio para

2 2
Ao = 6, os vetores do tipo vy = (x, gsc) =x <1, -

5> = 2(5,2), com x # 0, s@o os autovetores

associados a Ay = 6.

Os autoespagos associados aos autovalores de 7" sdo S_; = [(1,—1)] ¢ S = [(5,2)].
Observe que cada um destes autoespagos representam retas que passam pela origem, veja a
Figura [1.23

O resultado a seguir mostra que o polinémio caracteristico P(\) ndo depende da base

B escolhida, ou seja, ¢ um invariante de 7'.
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Corolario 1.2. Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio caracteristico e, por isso, 0S

mesmos autovalores.

Demonstracao : Seja T : V — V um operador linear e B e B’ duas bases de V. Sabemos
que a relagio entre matrizes semelhantes ¢ [T|gp = M ~![T]5 M, onde M é a matriz mudanga

de base de B para B’. Entao:

det([T'— Mld|g) = det

n
(oW
2
<

-

=

3
=

|
>
<
1
~

&
=

=

Figura 1.23: Autoespago S_1 e Sg.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).
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1.4.2 Diagonalizacao de operadores lineares

Dado um operador linear 7" : V' — V| 0 nosso proposito é procurar condicoes sobre 1T’

para que exista uma base B de V tal que a matriz [T|p seja diagonal.

Teorema 1.7. Autovetores associados a autovalores distintos de um operador T :V — V

sao linearmente independentes.

Demonstragao : O teorema serd demonstrado para o caso de dois autovalores distintos. A
prova para o caso de n autovalores distintos é analoga.
Sejam vy e vy autovetores associados aos autovalores \; e Ay, respectivamente, com \;

e Ay distintos. Vamos mostrar que v; e vy sao L.I. De fato, considere
o101 + apve = 0. (1.16)
Pela linearidade de T" e desde que T'(v;) = \jv;, Vi = 1,2, temos
a1 AU + Qv = 0. (1.17)
Multiplicando por \;, obtemos
1AV + asAjve = 0. (1.18)

Subtraindo de , tem-se aa (A2 — Ap)ve = 0. Mas, como por hipotese \; # Ag e vy # 0,
segue que oy = 0. Consequentemente, desde que v; # 0, concluimos que «a; # 0 e, portanto,
o conjunto {vy, vy} é L.I. O

O préximo resultado afirma que se conseguirmos tantos autovalores distintos quanto
for a dimensao de V', o conjunto formado pelos autovetores associados a estes autovalores é

uma base de V.

Corolario 1.3. Se V' é um espago vetorial de dimensao n e T : V. — V é um operador
linear que possui n autovalores distintos, entao o conjunto {vi,vq, -+ v}, formado pelos

correspondentes autovetores, € uma base de V.
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Seja T : V. — V um operador linear e suponha que exista uma base B =

{v1,v9, -+ ,v,} formada de autovetores de T'. Entao, como

T(Ul) = \v; = A\v; +0vg + -+ Ov,
T(UQ) = Avg = 0vy + Aovg + - - - + Ov,

T(vn) = A\vy, = 0vg + Ovg + -+ - + A\pvp,

a matriz [T|p serd uma matriz diagonal onde os elementos da diagonal principal sdo os

autovalores A\i, Ao, - -+, A\, isto &,
M O - 0
0 X 0
[T5 =
0 0 An
Por outro lado, se B’ = {uy,uz, - ,u,} ¢ uma base de V tal que a matriz [T]p tenha
a forma diagonal, isto ¢, tal que
7 0 0
0 Y2 0
[T]B/ = )
0 0 - 7,
com v; € R, parai = 1,2,--- ,n. Da definicao de [T]p/, temos que T'(u;) = ~;u;, para
i = 1,2,---,n, ou seja, a imagem de qualquer vetor da base B’ por T é um multiplo
deste vetor, o que equivale dizer que uq,us,- -+ ,u, sao autovetores de 17" com autovalores

Y1, Y2, Vn, T€Spectivamente.

Deste modo, o seguinte resultado esté provado.

Teorema 1.8. Se V' é um espago vetorial de dimensao finita. Um operador linearT : V — V'
admite uma base B em relagao a qual sua matriz [T)|g € diagonal se, e somente se, essa base

B for formada por autovetores de T
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Este teorema é a motivacao da defini¢ao que segue:
Seja T': V' — V um operador linear. Dizemos que T é diagonalizdvel se existir uma

base de V' cujos elementos sao autovetores de 7.

Exemplo 1.25. No Exemplo ([1.24]), encontramos que a matriz associada a T em relagao

4 5
a base canonica é [T).un = . Queremos encontrar uma base B de autovetores, se

2 1
possivel, e ainda classificar o tipo da matriz [T]p.

Desde que Ay = —1 e Ay = 6, e portanto, A\; # A9, podemos afirmar, pelo Corolario
1.3 a existéncia de uma base de autovetores. Com efeito, dois autovetores associados a A\; e
Ay 530 vy = (1, —1) e vy = (5,2), respectivamente, os quais formam uma base de R?. Isto é,
o0 espago R? admite uma base B = {vy, vy} formada por autovetores de T'.

Como T'(v1) = —1v; = —1v; + Ovy e T'(v9) = 6vy = Ovy + Gy segue que

-1 0
[T]B = )
0 6

que é uma matriz diagonal.

1.4.3 Operadores ortogonais e auto-adjuntos

Agora, apresentaremos um operador especial com o intuito de estabelecer relagoes
com o produto interno, descobrindo assim especificidades de seus autovalores para entao
obter importantes resultados sobre diagonalizacao.

Sejam V' um espago vetorial com produto interno, B uma base ortonormale T : V — V'
um operador linear. Um operador ¢ auto-adjunto se [T]p ¢ uma matriz simétrica. Lembrando
que uma matriz A € M, (R) é dita simétrica se AT = A.

Os operadores auto-adjuntos estao bem definidos, isto é, o fato de um operador ser
auto-adjunto independe da base ortonormal tomada. Isto significa que, se [T]p for simétrica
em uma determinada base ortonormal B, entao [T]p também sera simétrica para qualquer
outra base ortonormal B’.

O proximo teorema nos da uma importante propriedade dos operadores auto-adjuntos

necesséria para o resultado posterior.
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Teorema 1.9. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita com produto interno . Se um

operador linear T : V' — V€ auto-adjunto entao (T (v),u) = (v,T(u)), para todo u,v € V.

Teorema 1.10. Sejam T : V. — V um operador auto-adjunto, A1, A autovalores distintos
de T e vy,v9 0s autovetores associados a Ay e g, respectivamente. Entao, vy é ortogonal a

Vy.

Demonstragao : Desde que A\ e Ay sao autovalores de T', usamos o Teorema [1.9 para obter

(v, v2) = (M, va) = (T'(v1),v2) = (v1, T'(v2))

= <U17 )\2712) = )\2<7117U2>7

o que implica em (A; — Ag)(v1,v2) = 0. Como os autovalores sao distintos segue que vy L v,.
O

A consequéncia imediata do teorema acima é que se um operador T : V' — V for auto-
adjunto, dimV = n e T admitir n autovalores distintos, portanto uma base de autovetores,
entao T' ¢ diagonalizavel e os autovetores sao automaticamente dois a dois ortogonais e, assim,

T admite uma base ortonormal. De modo geral, temos o seguinte resultado

Teorema 1.11. Seja T um operador linear sobre um espago vetorial euclidiano. Se T €

auto-adjunto entao existe uma base ortonormal de autovetores de T
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Capitulo

2

FORMAS BILINEARES

Neste capitulo, apresentaremos a fundamentacao teérica de formas bilineares sobre
espacos de dimensao finita. Enunciaremos o conceito e alguns resultados importantes,
especialmente, a relacao entre formas bilineares e matrizes, a qual sera utilizada no
reconhecimento das conicas e quadricas.

Vale informar que, as principais referéncias para construcao do presente capitulo foram
[, [2] e [12].

Fungoes bilineares sao fungoes associadas a espagos vetoriais, nas quais um nimero
real é associado a cada par de vetores de modo que em cada uma das variaves, a funcao é
uma transformacao linear quando deixamos a outra fixa.

Sejam U e V espagos vetoriais reais. Uma funcao f : U xV — R é uma forma bilinear

se:

(1) Para todo v € V fixado, f é uma forma linear em u € U, isto é,

flug 4+ ug,v) = f(ug,v) + fug,v), Yuy,ug € U

flau,v) = af(u,v), Va € R.

(i7) Para todo u € U fixado, f é uma forma linear em v € V, isto &,

flu,v1 +v2) = fu,v1) + f(u,vq), Vui,09 €V
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f(u,av) = af(u,v), Va € R.

Exemplo 2.1. A fungao f : R*xR? — R dada por f((x1,y1), (22,92)) = 221y1 — 37192 + Y2 o

é uma forma bilinear.

Exemplo 2.2. Seja V' um espaco vetorial. Qualquer produto interno sobre V' é uma forma

bilinear. A demonstracao deste fato decorre diretamente da definicao de produto interno.

Exemplo 2.3. Sejam U e V espacos vetoriais com produto interno e 7' : U — V uma
transformagao linear. Uma fungdo f : U x V' — R dada por f(u,v) = (T'(u),v), Vu € U e

v € V, é uma forma bilinear. A demonstragao deste fato decorre da linearidade de T e do

Exemplo 2.2

1 -2 3 .
Exemplo 2.4. Considere a matriz M = . E possivel associar a M uma forma
0 —4 0
bilinear f : R? x R®> — R definida por
At
1 -2 3
@), ) = | o 7
0 —4 0
Y3

= T1Y1 — 211Y2 — 4x2y2 + 371Y3.

Tomando u = (z1,73) € R* v = (y1,92,y3) € R® e @ € R, mostra-se que f ¢ bilinear.

Denotaremos por B(U, V), ou B(V) quando U =V, o conjunto de todas as formas
bilineares de U x V' — R. O conjunto B(U, V') tem uma estrutura de espago vetorial quando
munido das operacoes usuais de soma de func¢oes e multiplicagao de uma funcao por escalar.

De fato, sejam f,g € B(U,V) e A € R tais que

(f +g)(u7v) = f(u,v) —i—g(u,v)
(Af)(u,v) = Af(u,v).

Note que B(U,V') é fechado em relacao a adigdo e a multiplicagdo por escalar, isto é,

f+g, \f € BU,V). Para f + g, temos:
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f+9)(urtug,v) = f(ur+ug, v)+g(us+us, v) = f(ur,v)+ f(uz, v)+g(ur, v)+g(ug, v) =
Yug,v) + (f + g)(uz,v), Yug,ug € Uyv € V;

~~ @ —~~
~
+
<

f+ 9)(au,v) = flau,v) + glaw,v) = af(u,v) + aglu,v) = a(f(u,0)+g(u,v)) =
(f+9)(u,v),VueUwveV,aeR.

e

f+9)(u,v1+v2) = f(u, vi+v2) +g(u, vi+ve) = f(u,v1)+ f(u, v2) +g(u,v1)+g(u, va) =
Yu,v1) + (f + 9)(u,v2), Vu € U vy, 09 € V;

—~ D ~—~~
~~
+
&)

f+9)(u,av) = f(u,av) + g(u,av) = af(u,v) + ag(u,v) = a(f(u,v) +g(u,v)) =
alf+ g)(u,v), Vu € Uvy,vg € V,a € R.

Para \f, temos:

(1) AF)(ur + u2,v) = AMf(ur + uz,v) = A(f(u1,0) + f(uz,0)) = Af(ur,v) + Af(u2,v) =
(A )(ug,v) + (Af)(uz,v), Yu,us € Ujv € V;
Af)(au,v) = Af(au,v) = Maf(u,v)) = (Aa)f(u,v) = a(Af)(u,v), Vu € U,

veV,aeR

(i) (Af)(u,v1 +v2) = AMf(u,v1 +v2) = A(f(w,v1) + f(u,v2)) = Af(u,v1) + Af(u,v2) =
(Af)(u,v1) + (A f)(u,v2), Yu € Uyvy, vy € V;

A ) (u,av) = Af(u,av) = Naf(u,v)) = (Aa)f(u,v) = a(Af)(u,v), Vu € U,

veV,aelR.

2.1 Matriz de uma forma bilinear

De modo anélogo ao que foi feito na subsecao Matriz de uma transformacao linear no
Capitulo 1, neste topico, mostraremos o sentido inverso do Exemplo [2.4] ou seja, dada uma

forma bilinear é possivel associd-la & uma matriz.
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Sejam U e V espagos vetoriais de dimensao finita e f : U x V' — R uma forma bilinear.
Dadas as bases ordenadas B = {uy,- -+ ,uy} e B'={vy, -+ ,v,} de U e V| respectivamente,

e f € B(U,V), associamos a f uma matriz A da seguinte forma: Se
U= x1U] + ToUs + - + Ty, €U € v =101 + Yoo+ -+ - + ypv, €V,

com z;,y; €ER onde 1 <i<m e 1<j<n,entao
TEPIEN D ST S B oRTA 0% o I 9) oER L
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Se escrevermos a;; = f(u;,v;), obtemos

fluv) = D wyjay =Y Y wiagy

i=1 j=1 i=1 j=1

@11 Az - Qip U1

Q21 Q22 -+ Q2p Y2
= |71 T2 Tm

Am1 Qm2 - Amn Yn

Assim, desde que A = (a;;) € Myxn(R) concluimos que

onde a matriz A = (a;;) € Myxn(R) é chamada matriz da forma bilinear f em relagao as

bases ordenadas B e B’ e ¢ denotada por [f]5,. No caso em que U =V e B = B/, denotamos
por [f]s.

Exemplo 2.5. Sejam U = R? e V = R? e as bases canonicas de U e V. Considere a forma

bilinear f : U x V — R definida por:

f((z1,22), (Y1, y2,93)) = 2191 — 2212 + 331Y3 — 42215,

Desde que B = {u; = (1,0),us = (0,1)} e B' = {v; = (1,0,0),v2 = (0,1,0),v3 = (0,0,1)}



sao as bases candnicas de U e V', respectivamente, temos:

a1

ai2

ais

a21

22

as3

flur,vr) = f((1,0), (
flur,v2) = f((1,0), (
flur,vs) = f((1,0), (
fluz,v1) = f((0,1),(
fluz,v2) = f((0,1), (
fluz,v3) = f((0,1), (

=10-211+4+310-401= -2

1.1 -21.0+310-400=1

1.0-21.0+311-400=3

=0.1-20.0+300-410=0

=00-201+4300-411=—-4

=0.0-2.0.0+3.01-41.0=0.

Logo, a matriz de f em relagao as bases B e B’ é

1
0

-2 3
-4 0

A forma bilinear f pode ser escrita em forma matricial como

f(u,v) = [I1 1’2]

1
0

Y1
-2 3

Y2
-4 0

Y3
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Exemplo 2.6. Dados V = R?> e B = {v; = (1,0),v5 = (0,1)} a base canonica de V,

considere f : V x V — R uma forma bilinear dada por

Entao,

ail

12

21

a22

f((xl, $2)> (yl, yz)) = 2x1y1 — 371y + T2y

=211-310+0.0=2
=210-3114+01=-3
=201-3004+1.0=0

=200-301+11=1.
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Portanto, a matriz de f em relagao a base B é

[fls =

A forma matricial de f é

2 =3 To
0 1 Y2

O préximo teorema evidencia o que acontece com a matriz associada & uma forma

bilinear sobre um espaco vetorial IV quando aplicamos uma matriz de mudanca de bases.

Teorema 2.1. Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita e f € B(V). Se M é a matriz
de mudanga de bases de B’ para B de V' e [f]p € a representa¢ao matricial da forma bilinear
f em relagdo a base original B, entdo [flg = MT[f]gM € a representagio matricial de f

em relagao a nova base B'.

Demonstragao : Sejam B e B’ bases de V e M a matriz mudanga de bases de B’ para B.
Decorre de ([1.5) que,

[v]p = Mv]p/, para cadav e V.

Assim, para u,v € V, considerando a base B, temos que:

flu,v) = [ulplf]s[v]s
= (M[ulp)"[fl5(M[v]p)
= [ulpM"[flpM[v]p

Como f(u,v) = [u][f][v]s scgue que:
[l [l []s = [ (M [f)2M)[t] s, para todo u,v € V.

Portanto, [f]p = MT[f]pM. O

Exemplo 2.7. Seja B’ = {u; = (1,—1),us = (1,1)} uma outra base de R?. A matriz M de
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mudanca da base canénica B para B’ é dada por

1 1 T 1 -1
M = e, portanto M* =

-1 1 1 1

Assim, pelo Teorema (2.1)) e Exemplo obtemos

1 -1 2 =3 1 1 6 —2
flpr = =
1 1 0 1 -1 1 4 0

2.2 Formas bilineares simétricas

A partir deste momento, estamos interessados apenas em formas bilineares sobre um
espago vetorial V', ou seja, formas bilineares do tipo f: V x V — R.

Se f ¢ uma forma bilinear sobre um espago vetorial V' de dimensao finita, vimos
que a cada base ordenada B de V associamos uma matriz quadrada [f]g. Nesta secao, o
nosso objetivo é estudar uma classe de formas bilineares tal que a matriz [f|p seja diagonal,
chamadas formas bilineares simétricas.

Seja f : V x V — R uma forma bilinear sobre um espaco vetorial V. Dizemos que a
f é simétrica se f(u,v) = f(v,u) para todos os vetores u,v € V.

O conjunto formado por todas as formas bilineares simétricas sobre um espago vetorial
V' & simbolizado por B(V). Usando o Teorema mostra-se que By(V) é um subespaco
vetorial de B(V).

Exemplo 2.8. Seja f : R? x R? — R dada por

f(u,v) = —z122 + 3y122 + 3T1Y2 + 2Y192,
onde u = (z1,y1),v = (22,y2) € R*. Assim,

f(v,u) = —zazy + 3yoxy + 3x2y1 + 2Y201.

Como f(u,v) = f(v,u) segue que f é simétrica.
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Exemplo 2.9. Seja V' um espacgo euclidiano. A forma bilinear f : V x V' — R definida por

f(u,v) = (u,v), Yu,v € V é uma forma bilinear simétrica pois (u,v) = (v, u).

O teorema a seguir nos da a relagao existente entre formas simétricas e matrizes

simétricas.

Teorema 2.2. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita e B uma base ordenada qualquer

de V. Uma forma bilinear f € simétrica se, e somente se, sua matriz [f|p € simétrica, isto

Demonstragao : Desde que B ¢ uma base de V segue que temos que f(u,v) = [u]5]f]5[v]s5,

para todo u,v € V. Como f é simétrica segue que

para todo u,v € V. Concluimos que [f]z = [f]%. Reciprocamente, seja B uma base de V' tal
que [f]p é simétrica. Por defini¢do, para cada par u,v € V, temos que f(u,v) = [u]5[f]5[v]5.

Como [u]E[f]g[v]s € Mi(R) segue que

o que implica que f é uma forma simétrica. O

Exemplo 2.10. Considerando a forma simétrica do Exemplo ({2.8]), os elementos da matriz

associada a f em relacao a base canonica do R? sao:

ay; = f’Ul,Ul :f 1,0 :—11+301+310+200:—1

an = f = 01+3114+300+21.0=3

(v1,01) = f((1,0),(1,0))

ay = f(u,v) = £((1,0),(0,1)) = —1.0 +3.0.0 + 3.1.1 + 2.0.1 = 3
(v2,01) = f((0,1),(1,0))
(v2,v2) = f((0,1),(0,1))

asy = f(ve,v2) = f((0,1 =—-00+310+3.01+211=2



o6

-1 3
Assim, a matriz associada a forma bilinear simétrica f ¢ dada por [f]p = cuja
3 2

transposta ¢ ela mesma. Portanto, a matriz [f]p ¢ simétrica.

Decorre do Teorema[2.2que, se existe uma base B de um espago vetorial V' de dimenséo
finita tal que [f]p é uma matriz diagonal, entdo f é simétrica ja que toda matriz diagonal é

simétrica. A pergunta natural é: vale a reciproca? O proximo teorema nos provara que sim!

Teorema 2.3. Seja V' um espago vetorial de dimensio n > 1. Se f:V xV — R é uma
forma bilinear simétrica sobre V', entao existe uma base B de V de modo que [f]p € uma

matriz diagonal, isto é, a;; = f(vi,v;) =0, para i # j, com 1 <i,j <n.

Demonstragao : Primeiramente, note que se f é identicamente nula entdo [f]p é a matriz
nula. Por outro lado, se dim V' = 1 temos que [f]p ¢ de ordem 1 x 1, logo, [f]s ¢ diagonal.
Agora, suponha que f é nao nula e que dimV = n > 1. Por inducao sobre a dimensao de
V', vamos mostrar que existe uma base B = {vy,--- ,v,} de V tal que f(v;,v;) =0, se i # j.
De fato, como f é simétrica, existe v; € V tal que f(v1,v1) # 0. Considere os subespagos
vetoriais U = (v1) e U = {v € V; f(v1,v) =0} de V.

Afirmacao: V=UaqU .

Incialmente, note que UNU = {0}. De fato, se v € UnN U', entdo existe & € R tal que
v =av; e f(v,av;) = 0. Porém, f(vy,v;) # 0 implica que a = 0, logo, v =0e UNU" = {0}.

Resta mostrar que V = U + U’. Para isto, considere os vetores v € V e

f(vhv)

U=v— -——=7.

f(vh Ul)

Entao,

o) = (oo 1000,

f(vl’vl)
= fwn0) = D f(w ) =0
Assim, u e U e v = f(v1,v) n+ueU+U.

f(/Ula vl)
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Observe que a restricio f : U x U — R de f é uma forma bilinear simétrica sobre
W’'. Como o susbespaco U é gerador por v; segue que dim U = 1 e, assim, dim U =n — 1,
logo, pela hipotese de indugdo, existe uma base {vy,v3, -+ ,v,} de U tal que f(v;,v;) = 0,
para i # j e 2 <i,j <n. Desde que V =U @ U, temos que {v1,"++ ,v,} é uma base de V
tal que f(v;,v;) =0sei#jel <i,j7<n. O

2.3 Formas quadraticas

Nesta secao, estudaremos um tipo especial de funcoes que provém de formas bilineares
simétricas, chamadas fung¢oes quadrdticas.

Sejam V' um espago vetorial e f € B(V). Uma funcdo g : V — R dada por
g(v) = f(v,v) é chamada forma quadrdtica associada a f.

Note que, dada uma base B de V, a func¢ao quadrética g pode ser expressa como

onde [f]p ¢ uma matriz simétrica.

Exemplo 2.11. Seja g : R? — R dada por g(v) = 2? — 102y + 3%, onde v = (x,y) € R

Sabemos que
a b| |x ) )
gv) = |:gj y} = ax” + 2bxy + cy”.
b

Logo, az?+2bxy+cy? = ?—10xy+y?%, o que implicaem a = 1, b = —5 e ¢ = 1. Substituindo,

obtemos
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Observe que ¢ é a forma quadratica associada & forma bilinear

1 —5 )
flo,w) = [931 yl} = T1%2 — STy — ST1Y2 + Y1Y2,
) 1 Y2
T T2 1 -5
onde [v]p = , [w]p = elfls = , sendo B a base canonica do R?.
hn Y2 =5 1

O procedimento adotado no exemplo acima pode ser aplicado a uma forma quadratica

genérica g : R? — R dada por
g(x,y) = ax® + bry + cy?,

cuja forma matricial é

a ¥ |z
o) = [o ]|,
2 ] Y
-1 2
Exemplo 2.12. Seja [f]p = € My(R) e f € B(R?) dada por
0 -1
-1 2 T
f((@1, 1) (22, 392)) = [:L‘l yl] 0 . = —x1%2 + 221Y2 — Y1Y2.
- Yo

A forma quadréatica g associada a f é

9(x,y) = f((z,y), (z,y)) = —2* 4 2zy — y*.

Exemplo 2.13. Sejam V = R? com produto interno candnico e f € B(V) dada por

f(u,v) = (u,v), para todo u e v € V. A forma quadratica associada a f ¢ dada por
g(u) = f(u,u) = (u,u) = 2% +y* + 27,

para todo u = (z,y,2) € R3. E facil observar que ¢ corresponde ao quadrado da norma, ou



99

seja, g(u) = [[ul]*.

Exemplo 2.14. Considere g : R* — R dada por g(v) = 32* + 2zy + 4y* + 5yz, onde
v = (z,y,2) € R®. Em relagao a base canénica de R3, a forma quadratica g ¢ dada da

seguinte forma

3 1 0| |z
g(x,y,2) = [aryZ}lélg y
02 0| ]z

A expressao para as formas quadraticas genéricas g : R® — R ¢é
g(x,y, 2) = ax? + by? + c2? + day + eyz + fuz.

O teorema a seguir garante que para qualquer que seja forma quadratica g : V — R
associada a uma forma bilinear simétrica f, sendo V' um espago euclidiano, sempre existira

uma base ortonormal de V' tal que [f]p é diagonal.

Teorema 2.4. Sejam V' um espago euclidiano, f € Bs(V) eg: V — R uma forma quadrdtica
associada a f. Entao, existem A1, Ag, -+ , Ay € R e uma base ortonormal B = {vy,vq, -+ ,v,}

de V tais que g(v) = > Nia?, para cada v ="y .  xv; € V.

Demonstragao : Seja B’ uma base ortonormal qualquer de V. Desde que f € B,(V), entéo,
para todo v € V, temos que g(v) = f(v,v) = [v]5[f]s[v]p, com [f]p simétrica. Assim,
tomemos um operador auto-adjunto 7' : V' — V tal que [I'|p = [f]p'. Pelo Teorema[l.11} um
operador auto-adjunto pode ser diagonalizado por uma base B de autovetores ortonormais,

entao

A 0
flg=[Tlg=M"'|: . 0ol|M,
0 - A\,

onde M é a matriz mudanga de base B para B’. Como B e B’ sao bases ortonormais segue



que M é uma matriz ortogonal, assim, M ! = MT. Portanto,

AN - 0
g)=plEM" |1 . 0| Mg
0 An
Entao, concluimos que
A1 0 .
9(v) = [v]5 0| [l =) N

60
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Capitulo

3

RECONHECIMENTO DE CONICAS EM R?
E QUADRICAS EM R3

Neste capitulo, apresentaremos as conicas no R?, figuras geomeétricas planas definidas

a partir da interseccao de um cone duplo de revolugao com um plano. E ainda, estudaremos

as superficies quadricas no R®, que sao regioes formadas pelo movimento das conicas no
Y

espaco.

3.1 Conicas em R?

Uma conica em R? é um conjunto de pontos no plano cujas coordenadas em relacao

a base canonica, satisfazem a equagao quadratica
az® +bry + ey +dov+ey+ f =0,

onde a,b e ¢ nao sao todos nulos.
Observe que a equagdo da conica envolve uma forma quadrica no plano g(z,y) =
ax? + bry + cy?, uma forma linear, f(x,y) = dr + ey, e um termo constante f. Isto ¢, a

equacao que define a conica é dada por:

Abaixo, apresentamos os exemplos tipicos de conicas em R?.



Exemplo 3.1. A equagao de uma circunferéncia é dada por

$2+y2=7",

coma=c=1b=d=e=0e f=—r% onde r é o raio da circunferéncia.

Figura 3.1: Plano paralelo intercepta cone duplo de revolugao.

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).
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Exemplo 3.2. A equacao de uma elipse é dada por

1
com a = —

A2

, C

1
:ﬁ’

2 2
2L ¥
A2 B2

sendo A>0eB>0,b=d=e=0¢ f=—1.

Figura 3.2: Plano inclinado intercepta cone duplo de revolugao.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).
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Exemplo 3.3. A equacao de uma hipérbole ¢é dada por

2 2
@ v
A2 B?
1 1 A de oo B
coma:ﬁ,c:—ﬁ,sendo >0eB>0,b=d=e=0¢ f=-1.

Figura 3.3: Plano intercepta cone duplo de revolugdo em suas duas metades.

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).
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Exemplo 3.4. A equacao de uma parabola é dada por

v —dx =0,

comc=1l,a=b=e=f=0ed#0.

Figura 3.4: Plano paralelo a geratriz do cone duplo de revolugao.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).
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Exemplo 3.5. A equagao de um par de retas concorrentes (hipérbole degenerada) ¢

dada por

com a,b > 0, cuja solucao é y = £—x.
a

Figura 3.5: Hipérbole degenerada.

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).

Exemplo 3.6. A equagdo de um par de retas paralelas (parabola degenerada) ¢ dada

por

ar® —b=0,

b
com a,b > 0, cuja solucao é x = +—, veja a Figura
a

Exemplo 3.7. A equacdo de uma reta (parabola degenerada) ¢ dada por

com a > 0, cuja solugao é x = 0, veja a Figura 3.7



Figura 3.6: Parabola degenerada.

a

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Figura 3.7: Parabola degenerada (2).

r=10 Y

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).
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Exemplo 3.8. A equacdo de um ponto (elipse degenerada) ¢ dada por

IL'Q y2
2 =0

com a,b > 0, cuja solucao é r =y = 0.

Figura 3.8: Elipse degenerada.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Exemplo 3.9. A equacao do vazio (elipse ou parabola degenerada) é dada por

ar® + by + F?2 =0,

As equagoes das cOnicas apresentadas acima estao na “forma reduzida’. A seguir,
expressaremos o passo a passo para classificar cada conica a partir da determinacao de sua
equacao reduzida. Veremos que através de uma mudanca de referencial conveniente, toda

cOnica assume uma das formas dos exemplos acima.
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3.1.1 Equacao reduzida de uma conica

Nossa finalidade é o reconhecimento e analise da equac¢ao de uma conica. Para isso,
é necesséario eliminar os termos mistos, do tipo xy, através da diagonalizagao da forma
quadratica.

Considere a seguinte equacao conica em coordenadas candnicas de R?
az® 4+ bry + cy® +dr + ey + f = 0. (3.1)

Passo 1: Escrevemos a equagao na forma matricial

-,

Passo 2: Diagonalizamos a forma quadrética para eliminar os termos mistos. Para isto,

T

N

) +[a el ) +f=0. (3.2)

N o
o

calculamos os autovalores A; e A9, e 0os autovetores ortonormais u; e uy da matriz simétrica

N
o

Passo 3: Obtemos as novas coordenadas. Para isto, precisamos fazer a seguinte substituicao

na equacao (|3.2)):

onde M é a matriz mudanga de base formada pelos autovetores para a base canonica.
Passo 4: Substituimos as novas coordenadas na equagao (3.2)), obtendo a nova equagao na

base {u, us}.

|:ZL‘1 yl} );)1 ;\)2 : +[d e}M : + f=0,

a qual é da seguinte forma

)\195% + )\QZJ% +px1 +qyi + f =0, (3.3)
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com p e q dependentes das coordenadas dos autovetores u; e uy. Esta equacao corresponde
a equacao cOnica dada em , porém, nos eixos x; e y; determinados pela base {u, us}.

Note que enquanto a equacao apresenta o termo misto em xy, a equacao
nao possui. Assim, na transformacao da equagao para a ((3.3) ocorreu uma simplificacao.
Passo 5: Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores sao nao nulos.
Temos entao dois casos:

Caso 1: )\ e )\, diferentes de zero.
A1 $%+£$1 + A2 yf+iy1 + f=0.
A1 A

Completando os quadrados, temos

2 2

p p 2, 4 q p 4q
A\ 24 = Z A = ~ - = =
1(m1+>\1w1+4>\%)+ 2<y1+)\2y1+4)\%>+f

2 2 2 2
P q P g

A R R ¢ A
1($1+2)\1> + 2<y1+2)\2) TN T

TomandoX—xl—i-zL;\l,Y—yl—l-zi)\ze—F—f—4p—>\1—4q—>\2,obtemos
)\1X2—|—)\2Y2 - F (34)

A equacao (3.4)) é chamada equagao reduzida de uma coénica de centro e, o primeiro
membro é exatamente a forma quadratica no plano.

Caso 2: Se um dos autovalores for igual a zero, por exemplo, Ay = 0, a equacao (3.3) fica:
2 P _
A1 (xl + )\_xl) +qy +f=0.
1
Completando os quadrados, temos

2 2
p p p
M 22+ = - — = =0
! (x1+ A1x1+4)\%) KR by
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2

2
D D
A — - =0.
1 (:c1+ 2)\1> +aqyi + f 5y

Colocando ¢ em evidéncia:

p [
A —_— —_—— f—
1<$1+2/\1) +Q(y1+q 4q/\1> 0

Tomando X = z; + P eY =y + i - P’ , concluimos
201 q 4g\
MX? +qY =0. (3.5)

A equagao reduzida (3.5)) é chamada cénica sem centro. Se em lugar de Ay tivéssemos

feito Ay = 0, a equacao reduzida da conica sem centro seria:
AY? +pX =0.

Observe que, em ambos os casos, para obter a equagao reduzida de (3.3)) efetuou-se

uma nova mudanca de coordenadas, que consiste na translagao do referencial 10y, para o

referencial XO'Y.

3.1.2 Classificacao das conicas

O procedimento estudado acima permite, através de uma mudanca de referencial,
colocar qualquer equagao de uma conica na forma de uma das equagoes reduzidas tipicas,
possibilitando a classificacao da conica, suas dimensoes e posi¢coes no plano. Entretanto,
neste trabalho, estamos interessados somente em classificar a conica dada pela equacao geral.
Para isto, vamos discutir as possibilidades a partir da analise dos sinais dos autovalores \; e
)\2.

Como ja foi provado, uma equacao geral de uma conica, depois da eliminacao do termo

misto, é reduzida as seguintes equacoes:
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(I) Equagao de uma conica de centro
MXZ24+ Y2 =F

Neste caso, temos trés possibilidades para os autovalores:

i) Se A\; e Ay forem ambos positivos. Para [’ > 0, a conica sera classificada como uma
elipse. Para ' = 0, temos um ponto X =Y = 0. E, para F' < 0, temos o conjunto

vazio.

1) Se A1 e Ay forem ambos negativos, teremos uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio,

conforme F' seja negativo, nulo ou positivo.

iii) Se A1 e Ay forem de sinais diferentes, a conica sera classificada como uma hipérbole

quando F' # 0, ou um par de retas concorrentes se F' = 0.

(II) Equagao de uma conica sem centro
MX?24qY =0 ou MY?2+pX =0.

Em ambas equagoes, independente dos sinais dos autovalores, a conica sera classificada
como uma parabola se p = 0 (ou ¢ = 0). Agora, se p # 0 (ou g # 0), podemos ter um

par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio.

Exemplo 3.10. Determine a equacao reduzida e a classificagao da conica representada pela
equacao

T2? — 8xy + y* — 1752 + 11\/5y +41 =0.

Passo 1: Escrevemos a equagao dada na forma matricial candnica:

e T + [17v5 11v8] I ra=o0.

-4 1 Y Y

Passo 2: Calculemos os autovalores e autovetores ortonormais da matriz A =
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O polinémio caracteristico de A é dado por

T—AN - )
P(\) = =\ —8\—09.
-4 1-X
Entao, os autovalores sao Ay =9 e Ay = —1.
-2 4| |z _ ~
Para Ay = 9, temos = , logo, os autovetores associados a \; sao
-4 =8| |y
da forma v; = (2, —1).
—4| |z
Para Ay = —1, temos = , logo, os autovetores associados a Ay sao
-4 2 Y
da forma vy = (1, 2).
2 1
Portanto, os correspondentes autovetores ortonormais sao u; = (—, ——) e
V5 Vb

- (52)

Passo 3: Sabemos que nesta nova base de autovetores B = {uy,us}, a forma quadratica se

da como
9 0 T
g(w1,1) = [:cl yl}
0 —1 [
e
2 1
T \/g 5 T
Y 1 Y1

S
S

Passo 4: A equacao da conica geral se reduz a

Sl
Sl

9 0 T x1
[:vl yl} + [17\/3 11\/3] +41 =0,
0 —1 n 1 (A

B
Sl

ou seja,

922 — yi + 452 + 5y + 41 = 0.

Esta tltima equagao representa a conica em relagao ao novo referencial z10y;. Agora,
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vamos introduzir uma nova mudanca de coordenadas para classificacao da conica, seré

efetuada uma translacao do referencial x;0xy para o referencial XO'Y.

Passo 5: Translacao de eixos.

45\ ° 5\° (45)2  9(5)2
=) (i —-2) a2 o
) (wl i 18) (yl 2> * T

45\ 2 5\°
9<x1+1—8> —(y1—§) —-9=0
5 5
TomandoX:a:1—|—§eY:yl—i,obtemos

X2 y?
FERET

A equacao acima representa a conica em relacao a um novo referencial R?, obtido por

translacao, finalmente identificando-a como sendo uma Hiperbdle.

Figura 3.9: Hipérbole.

Y

Us)

0 1y ‘K

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Exemplo 3.11. Determine a equacao reduzida e a classificacao da equacgao conica expressa
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por

172% + 122y + 8y* — 10z + 20y +5 = 0.

Fazendo o mesmo procedimento do exemplo anterior, encontramos

1 -

5

20 0| |=y T
e +[-10 20 41 =0,
0 5 U1 U1

Sl

Sl
5l

ou seja,

2022 + 5y + 10v/5y; +5 =0
Efetuando a translacao de eixos, obtemos

X2 y?

T T

implicando em uma Elipse.

Figura 3.10: Elipse.

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).
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Exemplo 3.12. Determine a equacao reduzida e classifique a conica dada por
42% + 4zy + 2 + 5vV5x + 10v5y + 5 = 0.

Novamente, utilizando o passo a passo para determinar a equacao reduzida, obtemos

21
N
B (5) e +[5v5 10v5] 5=,

2 n

NG

n

Sl

ou seja,

5x%+4x1+3y1+5:0

Finalmente, efetuando a translacao do sistema x;0y; para XO'Y, a equacao geral se

reduz a

a qual corresponde a uma Parabola.

Figura 3.11: Parabola.

¥

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).
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3.2 Quédricas em R3

Uma quddrica em R3 ou superficie quddrica é um conjunto de pontos no espaco
tridimensional cujas as coordenadas em relacao a base canonica, satisfazem a equagao
quadratica:

ax® + by? + c2* + dey + exz + fyz +max +ny +pz+q=0

onde a,b,c,d,e e f nao sao todos nulos.
Observe que a equagao da quadrica envolve uma forma quadrica no espago g(z,y, z) =
ax?® +by*+ cz? + dry +exz + fyz, e uma forma linear, L(z,y, 2) = mx +ny+ pz, e um termo

constante ¢. Isto é, a equacao que define a quédrica é dada por:
g(xay72) + L(.CC,y,Z) +q=0.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos de quadricas em R3.

Exemplo 3.13. A equagao de uma esfera é dada por
P4 =

coma:b:c:l,d:e:f:m:n:p:O,eq:—r2,vejaFiguram.

Exemplo 3.14. A equagao de um elipsoide é dada por

2 yQ 2 )

1 1 1
coma=-—,b=—c=— ,d=e=f=m=n=p=0,eq=—1>

12 B2 o2 , veja Figura|3.13,




Figura 3.12: Esfera.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Figura 3.13: Elipsoide.

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).
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Exemplo 3.15. A equagao de um hiperboloide de uma folha é dada por

2?2 2
4=
A2 B2 (C?
1 1 1 e ~ 1 vei
comazﬁ,bzﬁ>O,c:E<O,d—e—f—m—n—p—0,eq——,VeJaa

Figura3.14]

Figura 3.14: Hiperboloide de uma folha.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Exemplo 3.16. A equagao de um hiperboloide de duas folhas é dada por

22 2 2
e e
1 1 1 . .
coma:ﬁ>0,b Bz,c:ﬁ<0d:e: =m=n=p=0,eq=—1, veja a Figura

. [ Of

Exemplo 3.17. A equagao de um paraboloide eliptico ¢ dada por

372 2
LA
A2 B2

=Cz



B?’

c>0,d=e=f=m=n=p=q=0, veja a Figura|3.16|

Figura 3.15: Hiperboloide de duas folhas.

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Figura 3.16: Paraboloide eliptico.

Fonte: Autoria préopria (Geogebra 5.0).
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3.2.1 Equacao reduzida de uma quadrica

Da mesma maneira que foi feito para conica, o nosso objetivo aqui também é o
reconhecimento e analise da equagao quadrica. Para isso, iremos eliminar os termos mistos,
xy, xz e yz através da diagonalizacao da forma quadrética. Considere a equagao quadrica

em coordenadas candnicas de R?

azx® + by* + c2* + dwy + exz + fyz +max +ny +pz+q=0. (3.6)

Passo 1: Escrevemos a equacao quéadrica na forma matricial:

a g g T T

[w y z} 4y Ly —i—[m n p} y| +q¢=0. (3.7)
e f
5 3 C z z

Passo 2: Diagonalizamos a forma quadrética para eliminar os termos mistos. Para isso

calculamos os autovalores A;, Ay e A3, e 0s autovetores ortonormais u;, us € uz da matriz

simétrica
a 5 3
to

Passo 3: Obtemos as novas coordenadas. Para isto, precisamos fazer a seguinte substituicao

na equagao [3.7;

i I
y| =My |,
z Z1

onde M é a matriz mudanca de base formada pelos autovetores para a base canonica.

Passo 4: Substituimos as novas coordenadas na equagao (3.7)), obtendo a nova equagao na
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base {u, us}

)\1 0 0 T W5}
[xl Ui zl] 0 X O [yn]| + [m n p] M|y | +¢=0
O O )\3 21 21
a qual é da seguinte forma
M3+ Aoyt + AsZi + vy + syr 4tz +q =0, (3.8)

com 7, s e t dependentes das coordenadas dos autovetores u;, us e us. Esta equacao é
equivalente a equacao dada em , porém, nos eixos x1, y; € z1, determinados pela base
B = {uy,ug, us}.

Note que enquanto a equacao apresenta os termos mistos zy, rz e yz, a
equacao (3.8)) ndo possui. Assim, na transformagao da equagao para houve uma
simplificacao.

Passo 4: Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos os autovalores sao nao nulos.
Temos dois casos:

Caso 1: A\, Ay e \3 diferentes de zero.

S t
)\1 (SL’l /\—Il) + )\2 <y% -+ )\_yl) -+ )\3 < /\—Zl> +q= 0.
1 2 3

Completando os quadrados, temos

M 22+ —2 + - +xo [ 92+ +52 +x3 | 2+ tz+t2 —T—Q—S—Q—i—o
T e )t )\yl ) T\ AT A e )T Ty oy

Isto implica em

2 2 t\? r? 52 t?
M ) 4 ) 4 * R S
($1+2)\1> * 2<y1+2)\2) * 3(Z1+2>\3) T T Dy I
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Tomando X — 21+ —— YV =y + > Z =24 oS F. obt
omando = —_— = —_— =z — € -_ = — optemos
RISV SN LI5S VA S VS W W !
>\1X2 + )\2Y2 + )\3Z2 == F (39)

A equagao (3.9) ¢ chamada equagdo reduzida de uma quddrica de centro e, o primeiro
membro é exatamente a forma quadratica no no espaco.

Caso 2: Se um dos autovalores for igual a zero, por exemplo, Ay = 0, a equacao (3.8) fica:
2 T ot
Ml +—x1 )+ X321 +—2 ) +sy1 +¢=0.
A1 A3

Completando os quadrados, temos

PN TR IV L B
]+ —2 + — i+ —zn+-— s -————=
TN T e I\ T P d= T T A,
2 2 2 2
r t T t
A o) A o™ ————=0.
1 (x1 + 2)\1> + A3 (21 + 2)\3) + sy1 +q I

Colocando s em evidéncia:

’ 2 " 2 q TQ t2
A — ) +A — L =
! (Il + 2A1) + 3 (Zl + 2)\3) T (yl + S 48)\1 48/\3) O

q r2 2 P N t Lt
= —_— =z —, CONClulimos
2\ s 4s\;  4s)s’ Lo,

MXZ 4+ \3Z% +5Y = 0. (3.10)

A equacgao reduzida (3.10) é denominada de quddrica sem centro. Se em lugar de

Ao = 0, tivéssemos feito Ay = 0 ou A3 = 0, a equacao reduzida da quadrica sem centro seria:
)\2Y2 + )\3Z2 + rX =0

ou

MXZ4+ Y2 +tZ=0.
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Observe que, nos dois casos, para obter a equagao reduzida de ([3.9)), ocorreu uma nova

mudanca de coordenada, que consiste na translagao do referencial Ox,y;2; para o O' XY Z.

3.2.2 Classificacao das quadricas

O procedimento estudado acima permite, através de uma mudanca de referencial,
colocar qualquer equacgao de uma quadrica na forma de uma das equagoes reduzidas
tipicas, possibilitando a classificacao da quadricas, suas dimensoes e posi¢oes no espaco
tridimensional. Entretanto, neste trabalho, estamos interessados somente em classificar a
quadricas dada pela equacao geral. Para isto, vamos discutir as possibilidades a partir da
analise dos sinais dos autovalores Ay, Ay e A3.

Como ja foi provado, uma equagao geral de uma quadrica, depois da eliminagao do

termo misto, é reduzida as seguintes equacoes:

(I) A equacao da quadrica de centro:
MX2 4+ MY+ X322 = F

i) Para A, Ao, A3 e I > 0 a quadrica sera classificada como elipsoide. Para F' = 0,

teremos um ponto. E, para F' < 0, teremos o conjunto vazio.

i1) Para A\j, Ay <0, A3, F' > 0 a quadrica seré classificada como um hiperboloide de

duas folhas. Ou outra combinagao com essa configuragao.

i1i) Para Ay < 0, Ay, A\3 e F' > 0 a quadrica seré classificada como ou hiperboloide
de uma folha. Ou outra combinagdo com essa configuracdo. Para (ii) e (iii) se

F =0ou F <0, teremos um cone duplo de revolu¢ao ou conjunto vazio.

(II) A equagao da quadrica sem centro:
>\1X2 + )\3Z2 + sY = 0, ou )\2Y2 + )\322 + rX = 0, ou )\1X2 + )\QYQ + tZ =0
E classificada como um paraboloide.

Exemplo 3.18. Determinar a equacao reduzida e a classificagao quéadrica representada pela
equacao

32% + 5y% + 32% — 2uy + 202 — 2yz — 4w + 6y — 22 + 2 = 0.
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Passo 1: Escrever na forma matricial canonica:

3 -1 1 x x
ooy 2| -1 5 —af |yl 4|46 2] [y +2=0.
1 -1 3 z z

Passo 2: Calculemos os autovalores e autovetores ortonormais da matriz.

PN =| -1 5-X —1|=-X+11\*—36)+36.

Entao, os autovalores \y = 2, Ay = 3, A3 = 6, com os autovetores associados sao,
v =2(1,0,—1), vy = x(1,1,1), v3 = (1, —2, 1) respectivamente.

Portanto, os correspondentes autovetoes ortonormais sao:

( 1 0 1 ) ( 1 1 1 ) ( 1 2 1 )

U = =Y T T = , U2 = =T =y T = € us = Ty T =y =)

AV V2 BBV T VB VBT VG

Passo 3: Sabendo que nesta nova base de autovetores B = {uq, us, ug}, a forma quadratica

se d& como:
2 00 T

g(x1,y1,21) = [I1 (0 21] 0 3 0] |un
0 0 6 21
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G-
S
5

X X1
B 0 1 2

Yyl — \/g \/6 U1

z 21

I
L V2 V3 V6

Passo 4: A equacao da conica geral se reduz a

G-
5l
5l-

2 O O 331 ,fL'l
1 2
0 0 6| |~ Z1

=
Sl
5-

ou seja,

227 + 3y; + 627 — —2z+2=0.

2 18
_x —_—
V2 Ve

Passo 5: Translacao de eixos.

Tomando X =z — ——
4X%2 +6Y%2+ 1222 =1.

A equacao acima representada a quadrica em relacdao a um novo referencial R?, obtido

por translagao, indentificando-a como um elipsoide.
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Figura 3.17: Elipsoide (2).

Fonte: Autoria propria (Geogebra 5.0).

Exemplo 3.19. Determine a equagao reduzida e a classificacao da quadrica representada
pela equacao

y* —dxz —4r +2y — 3 = 0.

Fazendo os mesmos procedimentos do exemplo anterior, encontramos

_1 0 1_
V2R
-2 00 T X
[xl Ui zl] 0 10| |m +[—4 2 0} 0 1 0 ||w|—3=0
0 0 2| [~ Z1
1 0 1
V2 V2

ou seja,

4
222 f oyt + 227 — —xy + 2y, + —-3=0.

NG Vo



Efetuando a translacao de eixos, obtemos

—2X?24+V?4+27% =4,

que implica em um hiperboloide de uma folha.

Figura 3.18: Hiperboloide de uma folha (2).

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).

Exemplo 3.20. Determine a equacao reduzida e classifique a quadrica dada por
22% + 2% + 52% — day — 2wz + 2yz — 102 — 6y — 22 — 7 = 0.

Ultilizando os mesmos procedimentos para determinar a equagao reduzida, obtemos

Sl -
Sl
Sl

0 0 O] |xg T
1 1 1
[:Ul Y1 zl] 0 3 0| |wn +[—10 -6 —2] E _ﬁ —% yi| — 7=
0 0 6 21 21

Sl
2l

38
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ou seja,

3y; + 627 — 0.

\/51 \/gyl

Por fim, pela translacao de eixos, obtemos
32 4677 = 8V2X

na qual ela representa um paraboloide eliptico.

Figura 3.19: Paraboloide eliptico (2).

Fonte: Autoria prépria (Geogebra 5.0).
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CONSIDERACOES FINAIS

O procedimento de clasificagao ou reconhecimento de conicas e quadricas é realizada
de forma semelhante, com uma pequena distin¢gao, na qual a forma quadrética no plano é
uma funcao ¢ : R? x R? — R e a do espaco uma funcdo ¢ : R? x R* — R, sendo que as
duas possuem o mesmo algoritmo de resolucao para a reducao de uma equagao conica ou
de uma equagao quadrica. Ou seja, dada uma equagao conica ou quadrica, através de suas
diagonalizagoes e obtendo bases ortonormais de autovetores, é possivel simplificar seus termos
mistos restantes e, assim possibilitando o seu reconhecimento de maneira mais simples.

O procedimento de reconhecimento de conicas e quadricas exibidos nesse trabalho,
tratou especificamente as equagoes conicas e quadricas com termos mistos, pois equagoes sem
esses termos nos diz que nao hé nessecidade de diagonalizacao. Além disso, € bom informar
que nao é possivel determinar equacgoes reduzidas do tipo esférica e circunferéncia ja que para
tal procedimento precisariamos encontrar autovalores iguais, neste caso, impossibilitanto a
criacao de uma base ortonormal, por ser necesséario autovalores distintos.

E importante ressaltar que, este trabalho precisou de fundamentos teéricos essencias
para o seu desenvolvimento, o que necessitou de um estudo mais aprofundado além
dos assuntos abordados em uma disciplina introdutéria de Algebra Linear. Esperamos
imensamente que as aplicagoes mostradas nesse trabalho contribuam calorosamente nos
estudos dos alunos, que por ventura, tenham interesse em aprender sobre aplicacoes da

Algebra Linear e Geometria Analitica.
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