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Resumo

Cadeias de Markov sdo uma poderosa ferramenta probabilistica de previsdo do comportamento
de diversos sistemas, cite-se como exemplo a gestdo de quadro de funciondrios para atendimento
em estabelecimentos comerciais (1); em ciéncias fisicas, prové um modelo com propriedades
globais de interacdes locais de acordo com o artigo de Aharonov et al. (2). As aplicacdes sao
muitas; cite-se ainda os modelos de PageRank, uma aplica¢cdo fundamental para motores de busca
da internet mais modernos como o Google (3, 4). Todavia, o foco deste trabalho sdo modelos de
atendimento de pessoas em estabelecimentos, como bancos, reparticdes publicas, aeroportos,
postos de combustivel, por exemplo, ou por telefone, via cadeias de Markov, como sugerido pelo
titulo do trabalho. Interessante notar também que existe uma variedade de situacdes diversas que
podem ser descritas com o mesmo modelo. O trabalho esta dividido em duas partes maiores,
a primeira relembra conhecimentos basicos de Probabilidade e um pouco de Algebra Linear;
somente o necessdrio. Nao se faz estritamente necessdria a leitura da parte 1; mas em caso de
davidas ou dificuldades, € possivel que uma rapida consulta ajude. A contribui¢do deste trabalho
estd em estimar o tamanho futuro de uma fila, nas situag¢des relatadas acima, apés um tempo ¢
indicado, com auxilio de um programa de computador em linguagem C construido neste trabalho

de pesquisa. Também foi calculada a complexidade computacional do algoritmo.

Palavras-chave: cadeias de Markov, matrizes de probabilidades, processo de Poisson, modelo
de fila.



Abstract

Markov chains are a powerful probability tool of prediction to behavior of sundry systems. For
example, staff management for attendance in stores (1); in physic sciences, they provide a model
with global properties of local interactions, following Aharonov et al article (2). The applications
are several; also the PageRank models, one fundamental application to web search engines most
smart, like the Google (3, 4). Nevertheless, the focus of this work is the attendance models of
people in establishments, like a banks, public repartitions, airports, for example, or attendance
by phone, by using Markov chains, as suggested by work title. Interesting also to note there is
a manifold of different situations that may to be described with the same model. The work is
divided in two grander parts, the first remembers basic knowledge of probability and a little
of linear algebra; only the necessary. It is not strictly necessary the reading of part 1; though,
in case of doubts or difficulties a quick consultation is likely to help. The work contribution
is in estimating the posterior queue’s size, after a time given ¢, on mentioned situations, with
computational help of a program built in C language, for this search work. Too, it was evaluated

the algorithm’s computational complexity.

Key-words: Markov chains, matrices of probabilities, Poisson process, queue model.
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Notacao

™ Distribuicao estaciondria da cadeia de Markov

dij Delta de Kroenecker

O(p) Complexidade computacional de ordem polinomial p
E[X] Esperanga matemadtica, ou ainda, valor esperado

F;;  Frequéncia de transi¢oes do estado 7 ao estado j observada
M, «n, M é uma matriz de m linhas e n colunas

o(h) Fungdo que tende a zero mais rapidamente do que h

P(A) Probabilidade do evento A

P(A | B) Probabilidade de A condicionado que B ocorre

Py(t) Probabilidade de o atendente estar desocupado no tempo ¢, ou, de nenhum consumidor

chegar até o tempo ¢, conforme o contexto

Pi(t) Probabilidade de o atendente estar ocupado no tempo ¢, ou, de chegar um consumidor até

o tempo ¢, conforme o contexto

P Probabilidade de passar do estado 7 ao estado 7 em uma unidade de tempo discreto, ou,
conforme o contexto, probabilidade de haver uma transicao ao estado j condicionado que

haverd uma transi¢ao do estado ¢
P,;(t) Probabilidade P{X (0) =i X(t) = j}
P™  Probabilidade de, partindo do estado i, estar no estado 7 depois de n tempos discretos
P,(t) Chegada de n consumidores até o tempo ¢
S Espaco de estados da cadeia de Markov

U Espacgo amostral, ou conjunto universo, relativo a um experimento aleatorio
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Breve historico

Cadeias de Markov receberam esta designacdo em homenagem a Andrei Andreyevich
Markov, um matematico russo que viveu de 1856 a 1922. Viveu a maior parte de sua vida em
Petrogrado, atual Sao Petesburgo, na Rissia. Seu irmao mais novo, Vladimir, estava ganhando
prestigio internacional como matemdtico quando infelizmente faleceu, a idade de apenas 25
anos acometido de tuberculose. Andrei Markov teve sua formag¢ao académica na prestigiada
Universidade de Sdo Petesburgo. Fez importantes contribui¢des a Matemaética no campo de
Teoria dos Numeros — suas ideias foram tao revoluciondrias que se passaram em torno de 40
anos, desde a publicacdo de sua tese de mestrado Sobre as formas binarias quadraticas com
determinante positivo, para que esse trabalho fosse totalmente aceito na Europa Ocidental.
Todavia, ele € mais lembrado por seu trabalho em cadeias de Markov; acredita-se at€é mesmo
que esta nova teoria inaugurou um novo ramo na Matemadtica, o campo de estudo de processos
estocasticos. Markov desenvolveu sua teoria de cadeias como um trabalho de Matemadtica Pura
inicialmente. Todavia ele era interessado em poesia, e utilizou cadeias de Markov de dois estados
para estudar a distribui¢do de vogais e consoantes em textos literarios. Em julho de 1922, Markov
veio a falecer, porém deixando um grande legado para a Matematica. Interessante ressaltar
também que ele teve um filho, de mesmo nome, que se tornou um renomado matemético na

geracdo seguinte. A fonte € a referéncia (5).
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Introducao

As cadeias de Markov sdo um objeto de estudo deveras fértil em aplicacdes. Este fato
contribuiu para que a literatura relacionada se multiplicasse, conquistando assim, pesquisadores
que trabalham com variadas abordagens em problemas probabilisticos. Este trabalho se propde a
melhorar o aproveitamento de recursos humanos em situacdes de atendimento ao publico, em
particular, o atendimento pessoal, embora ndo se descarte a possibilidade de técnicas apresentadas
neste trabalho serem estendidas a situacdo de servidores de internet que mantém um site acessivel

na rede.

O trabalho € dedicado a dois modelos de atendimento ao publico. O primeiro calcula
a probabilidade de um atendente de loja estar ocupado. Isto € interessante porque, se todos os
atendentes em uma loja estdo simultaneamente ocupados com frequéncia, os clientes que nao
sdo prontamente atendidos podem deixar a loja sem realizar qualquer compra, e isto representa
prejuizo para a empresa; por outro lado, se ha atendentes ociosos por um tempo longo, isto

significa desperdicio de recursos humanos que poderiam ser aproveitados em outras ocupagdes.

Admite-se porém que a aplicabilidade do citado modelo requer um esfor¢o adicional de
criar um aplicativo de computador ou celular que automatize os cdlculos, e que seja facilmente
manusedvel. Nio obstante, o segundo modelo conta com um aplicativo de computador que faz o
mencionado, sendo necessdrio apenas que o usudrio insira ao programa os dados observados
no contexto do trabalho de atendimento ao publico; o cédigo-fonte do programa foi escrito em

linguagem C, e estd anexo a este trabalho.

Este segundo modelo € dedicado a situagdes de atendimento ao publico onde o fato
de o atendente estar ocupado ndo afasta o interesse de ser atendido, ensejando a formacao de
filas, como acontece em agéncias bancdrias, reparti¢des e hospitais publicos, centros e postos de

saude.

Em regra geral, institui¢des financeiras possuem altos rendimentos, € optam por comprar
softwares de empresas especializadas. Olhando por outro lado, diversos servicos publicos estdo
afetados por problemas de mad administracdo. Acredita-se que a parte deste trabalho mencionada
agora, em cooperacdo com a boa vontade dos administradores publicos, possam contribuir para o
melhor atendimento da populacao interessada, mediante planejamento para um tempo de espera

razoavel.



Parte |

Nocoes basicas de Probabilidade e
Algebra Linear
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1 Probabilidade

Os conteddos deste capitulo sdo destinados a consulta, conforme o necessario, para

suporte ao desenvolvimento do tema; e tiveram como fonte o livro de Meyer (6).

1.1 Experimento aleatorio

Um conceito essencial para compreender a Teoria das Probabilidades € a nogdo de
experimento aleatério. Uma defini¢do precisa deste conceito € um pouco complexa, e dispensédvel

para os propdsitos deste trabalho; uma compreensao intuitiva € preferivel.

Experimentos constituem parte essencial a constru¢do de um modelo cientifico, ou projeto
de engenharia. Para que um experimento esclareca o fendmeno estudado, no entanto, € preciso
que as condi¢des de realiza¢do do experimento sejam controladas; por outro lado, ndo é possivel o
controle total dessas condi¢des. Algumas vezes, esses fatores que ndo sdo totalmente controlados
nao influenciam significativamente nos resultados dos experimentos; como consequéncia, a
cada repeticdo do experimento, os resultados sdo praticamente os mesmos. De outro lado,
existem experimentos que sdo sensivelmente afetados por fatores que ndo podem ser totalmente
controlados, disto resulta uma variagdo significativa nos resultados quando o experimento é
repetido muitas vezes; neste caso, o experimento ¢ chamado experimento aleatdrio; caso

contrario, é denominado um experimento deterministico.

Exemplo 1 (Experimento deterministico). Lancamento vertical de um projétil de massa conside-

rdvel. A altura h é determinada pela equagdo:

g-t?
2

h:UO't+

onde vy € a velocidade no momento do lancamento, g € a aceleragcdo da gravidade e ¢ é o tempo

apods o lancamento.

Exemplo 2 (Experimento aleatdrio). Vida-util de uma lampada.

1.2 Conceitos de probabilidade

Definicdo 1.1. E definido espaco amostral, ou conjunto universo, o conjunto de todos os

resultados possiveis de um experimento aleatorio, e denotamos seu conjunto por U.

Definicao 1.2. Define-se um evento A como um subconjunto do espago amostral U. Isto &,
AcU.
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Definicao 1.3. Define-se o complemento de um evento A o evento A® que possui a propriedade
Al JAc=T.

Definicio 1.4. Define-se probabilidade de um evento A o nimero P(A) que possui as seguin-

tes propriedades
a) 0 < P(A) <1,
b) P(U) = 1;
c) Se Ae B forem eventos mutuamente excludentes, entdo P(A|J B) = P(A) + P(B).

Da definicdo 1.3 combinada com a definicdo 1.4 € possivel demonstrar o seguinte

teorema.

Teorema 1.1. Seja A um evento e A° seu complementar. Entdo P(A) = 1 — P(A°).

Uma probabilidade de interesse é a probabilidade condicional. Para dois eventos A
e B, a probabilidade de A ocorrer supondo que B ocorrerd é denotada por P(A | B). Isto é
interessante quando se tem dois eventos relacionados, e a ocorréncia de um evento 5 influencia
a probabilidade de ocorréncia do evento A. Isto conduz ao seguinte teorema fundamental da
Probabilidade.

Teorema 1.2. A probabilidade de A condicionado B, denotada por P(A | B), é calculada pela

formula
a5y 240D

Demonstragdo. Utiliza-se o diagrama de Venn. Veja a figura 1.

Da definicdo de probabilidade 1.4, item 3, tem-se que a probabilidade de um evento X,
P(X), depende do tamanho do evento X ou, de outro modo, de quantos elementos o conjunto
X possui. Esta medida do conjunto esta relacionada a uma estrutura tedrica de medida, que
faz uma contagem em conjuntos finitos, e uma estrutura algébrica chamada o-dlgebra A, onde
A denota o conjunto de todos os subconjuntos de um evento qualquer A, isto permite medir
a probabilidade de um evento A, de acordo com a obra de Knill (7), pagina 7. A Teoria da
Probabilidade vai muito longe para explicar as operacdes algébricas contidas nesta demonstracao,
deste modo ndo foi possivel inclui-las aqui. De todo modo, deixando de lado o rigor e os aspectos
mais profundos da teoria, vé-se que a demonstracao faz sentido. Denote-se o tamanho de X
por | X|. Observe agora o diagrama de Venn. Suponha que B ocorre, procura-se saber qual a
probabilidade de A ocorrer condicionado que B ocorre. Se A e B ocorrem, entdo o resultado do
experimento pertence ao conjunto A () B; por outro lado, é condicionado que B ocorre, mas ndo
€ condicionado que A ocorre, portanto o resultado pertence ao conjunto B por hipdtese, mas nao

necessariamente, pertence a A. Toma-se entdo B como conjunto universo.
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Perceba que 0 < |A() B| < | B, portanto

AN B

0<
| B|

<1,

satisfazendo portanto o axioma 1 da defini¢cdo de probabilidade; tem-se que P(B | B) = 1, que
é o segundo axioma; e, se C, D C Be C'(|D = (), entdo

P(CUD|B)=P(C|B)+ P(D|B)
verificando assim o terceiro axioma; portanto
P(X|B), X CB,
| X

¢ uma probabilidade, e é calculada por ﬁ Considere agora o conjunto universo U, contendo

todos os eventos possiveis do experimento. Foi mostrado que

P(A| B) = 'A’%B'.

Com uma pequena manipulacdo deste resultado, chega-se a conclusdo do teorema em seguinte.

AN B
AN B Ul
(A]B) B] 3]
Ul
_ P(ANB)
- PB)
E facil ver que, para X C U,
RY
T P(X)7
Ul
P(X) satisfazendo os axiomas de probabilidade. O

Definicdo 1.5. Sejam A e B dois eventos independentes. Afirma-se que P(A | B) = P(A), e
P(B| A) = P(B).

Defini¢iio 1.6 (Fungdo densidade de probabilidade). A funcdo densidade de probabilidade, f(x),

de uma varidvel aleatéria X, é definida por

b
/ f(z)dz = Pla < X <)),
onde P(X) é a probabilidade de X.

Definicao 1.7 (Esperanca matemadtica). Define-se média, ou esperan¢a matematica, ou expecta-

tiva, de uma varidvel aleatdria X, o valor esperado de X durante a realizacdo de um experimento
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Figura 1 — Diagrama de Venn.

Fonte: adaptado de Meyer (6).

aleatorio associado a X. Isto é, se X € uma varidvel aleatoria discreta que assume os valores

X = X, entdo a média de X serd
E[X] =) X;- P(Xy);
=0

ou, se X = z é uma varidvel aleatdria continua, com fun¢do densidade de probabilidade f(x),

define-se a média por

ElX] = /_OO v f(z)dx.

[e.e]

De acordo com Meyer (6) e Spiegel (8), tem-se as proposi¢oes 1.1 e 1.2.
Proposicao 1.1. Se k é uma constante, entdo E[k] = k.

Proposicao 1.2. Da definicdo de esperanca matematica, dada acima, tem-se a seguinte proprie-

dade. Se X e Y sido duas variaveis aleatérias quaisquer, e C' é uma constante, entao

E[C-X +Y]=C-E[X]+ E[Y].

A demonstracdo da proposi¢do acima é um pouco complexa, portanto nao serd demons-
trada no trabalho atual. Por outro lado pode ser coveniente retomar este resultado em trabalhos
futuros fazendo a sua demonstragdo, com o intuito de agregar conhecimentos mais sélidos a

aplicagdo pretendida. Ver as conclusdes.

Definicao 1.8 (Distribui¢do exponencial). Define-se distribui¢io de probabilidade exponencial a

distribui¢do que tem funcdo densidade de probabilidade f(z),

f(z) =ae ™ x >0.
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Proposicao 1.3. Uma varidvel aleatéria X, com distribui¢do de probabilidade exponencial de

parametro o, possui média
E[X]=1/a.

Demonstragdo.

]

Definicao 1.9 (Distribuicdo de Poisson). A distribuicdo de probabilidade de Poisson possui

probabilidades dadas por

e~ %ok

P(X=k) =5 k=0,12,..

Proposicao 1.4. Uma varidvel aleatéria com distribui¢do de probabilidade de Poisson, X, de

parametro o, possui média

E[X] =«
Demonstragdo.
e~k
EX =kl=X,-P(X;) = k B
k=0
0 —a,k
e
EX =k| =
k=1
fazendo s = k£ — 1 tem-se
—a . 5+1
Ex=k=5 22
— s!
e “a’
EX =k =a Z; S
Desde que Z ‘ 'a € uma soma de todas as possibilidades, entdo
s!
s=0
EX=kK=a) “—=a-l1=a,
s!
s=0
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2 Algebra Linear

Os livros de referéncia deste capitulo sdo o de Coelho (9) e o de Dante (10). Para o
estudo das cadeias de Markov, € fundamental ter conhecimento de conceitos da Algebra Linear,

principalmente de vetores e matrizes e as operagdes definidas nos espacos vetoriais.

2.1 \Vetores e matrizes

Definicao 2.1 (Produto matricial). Seja A, «,, uma matriz e B, ., também uma matriz, define-se

o produto matricial de A por B do seguinte modo

A-B=C
[C]ik = Cik = Zaij-bﬂm
j=1
com [A]U = aij € [B]Jk = bjk:-

Observacao 2.1. Perceba da definicdo acima que a matriz resultante C' = A - B tem o nimero
de linhas de A, e 0 mesmo nimero de colunas de B. Ou seja, C' é uma matriz C,,,. Perceba
também que o produto matricial requer que o nimero de colunas de A seja igual ao de linhas de

B. O produto matricial ndo é comutativo.

Um vetor coluna v € R™ pode ser visto como uma matriz M,,,, cuja primeira coluna

tem as entradas de v, e todas as outras colunas s3o nulas, como segue

Um vetor linha v, do mesmo modo, pode ser entendido como uma matriz cuja primeira linha € o

vetor v, e os demais elementos sdo nulos,

V1 o Um
0 0
v=(V1,...,Up) =
0 --- 0

Teorema 2.1. Dadas duas matrizes A,,,, € B, x,, tem-se que
(A-B)T = BT. A,

onde T sobrescrito denota a transposta da matriz.
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O conjunto das matrizes M, ,, possui um elemento identidade, denotado neste trabalho
por [.

Definicao 2.2 (Matriz identidade). As matrizes quadradas M, ,, possuem um elemento identi-
dade I, ., tal que I tem todas as entradas da diagonal principal iguais a 1, e as demais s@o nulas.

Por exemplo, tem-se as matrizes Io5 € I3 3, respectivamente dadas por

10 !
I, = . L=1o
2 0 1 3

0

S = O

0
0
1

Definicao 2.3 (Multiplicagdo matriz por escalar). Define-se multiplicacdo de uma matriz A por
um escalar o assim

[A];j = a;; éequivalentea [aAl;; = aay;.

Definicao 2.4 (Autovalores e autovetores). Um vetor x € um autovetor associado ao autovalor \,
de uma matriz A, se

xA = Ax, A éum escalar.
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3 Introducao as cadeias de Markov

Cadeias de Markov se tratam de uma espécie de processo estocastico sem memoria,
isto €, a probabilidade de chegar a um estado j da cadeia sé depende de seu estado atual ¢, ou
seja, os proximos estados da cadeia ndo dependem dos estados passados, somente do estado
presente. Uma forma de interpretar um processo de cadeia de Markov é vendo-o como um
caminho aleatério sobre um grafo, com pesos nas arestas de acordo com a dissertagao de Santos
(11). Veja a figura 2. Com pesos nas arestas significa que a probabilidade de ir por uma aresta
pode ser diferente das outras arestas. Na figura, temos os estados da cadeia, 1, 2 e 3, e as arestas
com as respectivas probabilidades. A probabilidade associada a transi¢do de um estado ¢ a um
estado j, no grafo, estd associada a uma aresta; essa probabilidade deve ser fixa para poder
caracterizar uma cadeia de Markov. Tome como exemplo uma variavel aleatéria X ® que é a
condic¢do climdtica no tempo ¢ e X pode assumir os trés valores seguintes: S = {ensolarado,
nublado, chuvoso}. Neste caso, S é chamado espaco de estados da cadeia. Supondo que a
condi¢do climética no dia seguinte depende somente de seu estado hoje, tem-se uma cadeia de
Markov, com varidvel aleatéria X, espaco de estados S e transicao de estados para o tempo
t ={0,1,2,...}. Como ¢ é uma varidvel discreta, no caso o dia, chamamos o processo de cadeia
de Markov com tempo discreto. Além disso, como foi mencionado acima, a cada transicao de
um estado 7 a um estado j estd associada uma probabilidade, denote-se esta probabilidade por
By E bastante ttil organizar as probabilidades de transicio em uma matriz, a qual serd chamada

matriz de probabilidades de transicao P.

Figura 2 — Representacdo em forma de grafo.

(.0585 0.3743

0.597

Fonte: Wikipédia, <https://pt.m.wikipedia.org/wiki/Cadeias_de_Markov>


https://pt.m.wikipedia.org/wiki/Cadeias_de_Markov

Capitulo 3. Introdugdo as cadeias de Markov 24

3.1 Exemplos

Veja um exemplo de uma cadeia de Markov com 3 estados. Tem-se a seguinte matriz de

probabilidades de transicdo P:

Py P P
P=| Py P Py (3.1
Py P3y Pss

Nesta matriz, cada probabilidade F;; estd associada a uma transi¢do de um estado presente ¢, a
um estado seguinte j. Considerando, novamente, o grafo da figura 2, tem-se por exemplo que
P15 = 0.34, ao passo que P, = 0 ja que a aresta ligando o estado 2 ao estado 2 ndo existe.

Portanto, quando ndo ha aresta conectando dois estados ¢, j, define-se P;; = 0.

Sendo uma cadeia de Markov atrelada ao transcorrer do tempo, denote-se uma variavel
aleatéria de uma cadeia de Markov X® como sendo o estado da cadeia no tempo t. Desta
forma temos uma sequéncia de estados, ou também, uma sequéncia de varidveis aleatOrias
X = {X O x®m X (”)}. Neste contexto, de tempo discreto, a matriz de probabilidades
de transicdo P, dada acima, € dita matriz de probabilidades de transi¢cao 1 passo, por estar
relacionada a transicdo em um tempo discreto. Por defini¢do, a matriz de probabilidades 0 passo,
denotada por P(¥), é uma matriz identidade I, definida em 2.2. Isto porque Pi(io) =1le Pi(jq) =0,
com ¢ # 7, se ndo hd tempo para haver uma transi¢ao. Assim, PZ.(]Q) = 0;;. Veja um exemplo
retirado de Ching et al (1).

3.1.1 Problema de mercado

Suponha que em uma cidade existam duas lojas, a loja Bem-vindo e a loja Disponha.
Suponha também que um comprador da loja Bem-vindo tem uma probabilidade « de fazer
sua proxima compra em Bem-vindo, e uma probabilidade 1 — o de fazé-la em Disponha,
conforme o teorema 1.1. Analogamente, vamos supor que um comprador de Disponha tenha
uma probabilidade (3 de fazer sua préxima compra em Disponha, e uma probabilidade 1 — 3 de
fazé-la em Bem-vindo. Vemos entdo que onde o cliente faz sua ¢-ésima compra é uma varidvel
aleatéria, a qual denotemos por X . Tem-se, entdo, a seguinte matriz de probabilidades de
transicao:

« 11—«

-6 B

Como se nota da matriz 3.1, podemos relacionar um estado a um nimero natural; um
cliente em Bem-vindo estd em estado 1, enquanto um cliente em Disponha estd no estado 2;
assim, facilmente podemos relacionar uma transi¢ao entre dois estados a uma linha e uma coluna
da matriz. A probabilidade de sair do estado ¢ e chegar ao estado j € a probabilidade localizada

na linha ¢ e coluna j da matriz de transicao P.
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Exemplo 3. Qual a probabilidade de um cliente fazer uma compra em Bem-vindo, e em seguida

em Disponha?

Solugdo: O que procuramos € a probabilidade P ({X™ =1} N{X® =2}). Se o
cliente fez sua dltima compra em Bem-vindo, ou seja, o seu estado atual € 1, entdo a probabilidade

de fazer sua préxima compra em Bem-vindo é
P(XD =1]X9=1)=q.
Por outro lado, se X(© = 2, temos a probabilidade
PXD=11XD=2)=1-5.
Sabendo que a probabilidade de X() =1 ¢
PXD=1)=PxXV=1]XD=1)+P(XxV=1]XO"=2)

=a+(1-7),

e, utilizando o teorema da probabilidade condicional, tem-se que
P ({X(l) = 1}ﬂ{X(2) — 2}) — P(X(l) - 1) -P(X(Q) =2| XM — 1)

=(1+a=-p)(1-a).

Portanto, a solugdo é

P({x®=1}{x@ =2}) =1-a(a-8) -4

No exemplo anterior calculou-se a probabilidade de uma compra em uma loja seguida
de uma compra na concorrente; para tanto, considerou-se o estado anterior, que € a proprie-
dade markoviana, caracteristica do processo de Markov, a qual define que um estado futuro
depende somente do estado presente. Assim € possivel fazer previsdes sem conhecer os estados
passados, bastando conhecer o estado presente. Sabendo que o processo utiliza probabilidades
condicionadas pelo estado atual, o mesmo deve ser incorporado ao problema, uma distribuicao

de probabilidades iniciais.

Deste modo, se X(©) = (1, 15), o1 + x5 = 1, é a propor¢io de clientes para as lojas
1 e 2 em algum momento, e PP é a matriz de probabilidades, entdo as probabilidades no tempo
discreto seguinte sdo dadas por
XO.p

De fato, veja que as probabilidades no tempo seguinte estdo corretas. A probabilidade de estar
em estado j € condicionada pelo estado anterior ¢, deste modo, pelo produto matricial, definido
em 2.1, tem-se

2 1
UUgj) = a1 - Piy.
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Sabendo que XM, X ® sdo vetores linha, sejam denotados apenas por

XO = (@D 2@ @) o xO = (D @)

n

tem-se entao .
(2 _ (1)
x; = Z x;, " - Prj.
h=1

Logo, a propor¢ado de clientes pertencentes a loja j, no tempo seguinte a ¢, é

t+1 t
SRS Y
h=1

= ST P(X® = h)- P(X = | X0 = p).
h=1
Ao utilizar o teorema 1.2 da probabilidade condicional, a equagdo anterior pode ser reescrita

coOmo segue
> PUXY = R XE = )
h=1

t+1
= 7= X0,

onde [X (+V]; é a j-ésima componente do vetor X (‘1.
Ou seja, dado um vetor de probabilidades iniciais, X (*) por exemplo, a probabilidade de
um estado especifico j no tempo seguinte € a soma das probabilidades de todas as combinacdes

possiveis que levam ao estado j no tempo seguinte. Usando o principio de inducao finita, este

resultado pode ser estendido a qualquer niimero inteiro positivo de tempos discretos.

Sendo assim,

X0 p=xWm
e
X . prn— xn)
Um pouco além disso, tem-se que
Py = P

onde Pi(f) € a probabilidade de, estando em estado ¢ no tempo ¢, estar no estado j no tempo

discreto ¢ + n. Do que foi exposto, segue a

Proposicao 3.1. Se P é uma matriz de probabilidades de transicdo 1 passo, entdo a poténcia
com relacdo ao produto matricial é P* = P, onde P denota a matriz de probabilidades de

transi¢do n passos.

Observacao 3.1. Foi utilizada a nocao de distribuicio de probabilidade, a qual é razoa-

velmente intuitiva para dispensar uma defini¢do formal; todavia € oportuno notar que, se
n

X = (21,9, ...,2,) é um vetor distribuicio de probabilidade, entdo Z x, = 1.
h=1
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4 Construcao do modelo de Markov

Dado um fend6meno que € objeto de estudo, e € um suposto processo de Markov, é
possivel obter as probabilidades de transi¢io mediante observacdo das transi¢des de estados.
Neste contexto, tem-se as frequéncias [;; de transi¢oes de um estado ¢ a um estado j. Em primeiro
lugar, se observa a sequéncia de estados X = X © XM X@ . istoé,a sequéncia de valores
assumidos pela varidvel aleatéria X com o decorrer do tempo, no experimento aleatério estudado.
Suponha que a cadeia possua n estados, suponha também que foram observados 20 valores para
a varidvel X, o préximo passo € contar cada transi¢do de estados X O) =4, XU = j. 4 j=
1,2,...,n. Assim, se destes dados observados 3 estados ¢’s foram seguidos, cada um, por um
estado j, entdo Fj; = 3. Note que, se o nimero total de estados € n, entdo F;; = 0 se i > n ou

] >n.

4.1 Algoritmo para obterem-se as probabilidades de tran-
sicoes

Segue aqui um algoritmo para se obter as probabilidades de transi¢ao.

= ’ @.1)

Veja a seguir um exemplo com alguns dados empiricos.

4.1.1 Exemplo com dados empiricos

Suponha que foram observados os seguintes dados da varidvel aleatéria X durante um

periodo de 20 tempos discretos.
X=113,2,2,1,2,2,3,2,1,3,1,2,1,3,3,3,2, 1.

Comece por construir a matriz F' com as frequéncias das transi¢cdes; o niumero da linha indique o

estado presente, € o da coluna, o seguinte.

Fll F12 F13 123
F= Fgl F22 F23 - 4 21 (42)
F31 F3p Fa3 1 3 2
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Portanto, a matriz P no exemplo dado é

1/6 1/3
pP=|4/7 2/7
1/6 1/2

1/2
1/7
1/3

Pll
P21
Psy

P12
P22
Psy

Py
Py
Py
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5 Distribuicao estacionaria

A distribuicdo estaciondria € uma propriedade interessante que algumas cadeias de

Markov possuem.

Defini¢sio 5.1. Define-se distribuicdo estaciondria de uma matriz P um vetor w = (7, w2, . . ., 7x)

que satisfaz as duas seguintes condicoes:

@

(ii)
k
wP =, ouseja, ZmPij =T (5.1)
i=1

Uma cadeia de Markov irredutivel e com espaco de estados finito tem, no maximo,
um unico vetor distribui¢io estaciondria. Mas, em alguns casos, ela pode ndo ter nenhum. Para
uma cadeia de Markov finita (com espago de estados finito) e irredutivel ter uma distribui¢ao

estaciondria, é suficiente que ela seja aperiddica. Estes dois termos sdo definidos a seguir.

Definicao 5.2 (Irredutibilidade). Diz-se que uma cadeia de Markov € irredutivel se existirem

C . . . (n)
inteiros positivos 7 tais que P, j

> () para todo i, j pertencente ao espago de estados S.
Definicao 5.3 (Periodicidade). Um estado ¢ € dito periddico, de periodo d, se d for finito e
PZ-(-") > 0 sempre que d divide n e Pi(i") = 0 caso contrdrio, e d for o maior inteiro com esta

)

propriedade. Se d = 1, diz-se que ¢ ¢ aperiddico.

Se uma cadeia de Markov finita for irredutivel e aperiddica, entdo ela possui uma
Unica distribui¢do estaciondria 7; pode ser provado que, para qualquer distribui¢ao inicial
X, 1Lm XP" = . Esta propriedade € interessante, pois ela diz que o processo perde a
merr?(’)rioecl> com o tempo; isto significa dizer que a distribuicdo inicial perde a influéncia sobre o
resultado final se este acontece depois de um longo intervalo de tempo. Todavia, ha casos em que
é possivel reverter a cadeia, e assim recuperar a memoria dos estados iniciais. Um tratamento
sobre métodos para recuperar a distribuicdo de estados inicial da cadeia de Markov pode ser
encontrado no livro de Meyn e Tweedie (12) por exemplo. Por isso, tem-se o seguinte teorema,

retirado de Ching et al (1), p. 16.

Teorema 5.1. Se P for a matriz de probabilidades de uma cadeia de Markov finita, irredutivel e

aperiddica, entdo, para qualquer distribui¢do inicial X, tem-se:

lim XP"=7n <= lim | XP"—=| =0.
n—oo

n—oo
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A demonstracdo deste teorema requer a apresentacao de diversos outros conceitos pouco co-
nhecidos, de tal modo que um tratamento minucioso ampliaria muito o volume deste trabalho.
Contudo, o resultado deste teorema estd bem difundido na literatura de Probabilidade, e pode
ser checado em diversas fontes. A demonstracdo deste teorema pode ser encontrado no livro
de Meyer (13), p. 674, 687-694. Esta tultima fonte utiliza, de forma equivalente, o conceito de
primitividade em lugar de aperiodicidade, para demonstrar o teorema acima. Periodicidade e

primitividade sdo relacionados, ver a p. 694.

Observacao 5.1. A distribuic@o estaciondria é uma das medidas de interesse, dentre outras
relacionadas a uma cadeia de Markov, importantes aplicagdes s@o obtidas a partir dela. Um
conhecimento prévio do comportamento futuro de um processo permite um melhor planejamento
de atividades econdmicas, de modo a evitar uma utilizacdo de recursos desproporcional a

demanda real; como por exemplo o tamanho do quadro de funciondrios em uma agéncia bancéria.

5.1 Exemplo de convergéncia

Considere a seguinte matriz Psy3:

02 01 0.7
P=104 025 0.35
0.12 0.38 0.5

Visivelmente esta cadeia € irredutivel, porque F;; > 0 para todo 7, j € S. Também € aperiédica
pois P; > 0 para todo ¢ € S. Considere entdo a distribuicdo de probabilidade inicial X =
(1,0,0); utilizou-se um auxilio computacional para se obter as distribui¢des ao longo do tempo,

observe as figuras 3 e 4.

Nas imagens, se percebe a sintaxe do software Mathematica, onde “%’ representa o re-
sultado anterior, e “.P” representa o produto matricial com P a direita. O vetor X = (1,0,0)
¢ entdo sucessivamente multiplicado, a direita, pela matriz P. Como se nota nos resultados, as dis-
tribui¢cdes convergem para o vetor w = (0.216458, 0.282648,0.500894). 7 € o vetor distribuigdo

estacionaria da matriz P.

5.2 Sistemas Lineares
Um sistema linear pode ser escrito como uma equacao do tipo
XA =b,

onde A é uma matriz dada, b € um vetor linha dado, e x também é um vetor linha, cujas entradas
sdo incognitas em primeiro grau, que se desejam encontrar. Conforme a equagdo 5.1, vé-se

que o problema de encontrar a distribuic@o estaciondria consiste em resolver um sistema linear,
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Figura 3 — Sequéncia gerada no software Mathematica.

MatrixForm [F]

0.2 0.1 0.7
0.4 0.25 0.35
0.12 0.38 0.5

¥ ={1, 0,0}

1, 0, 0

X.P

[0.2202, 0.29365, 0.48615]

{0.219838, 0.280169, 0.4993592}

especificamente um do tipo xA = x tal que A # I, [ € a matriz identidade. Ou seja, x € um

autovetor de A associado ao autovalor 1, defini¢do 2.4.

Resolver um sistema linear é uma tarefa complexa para um ser humano, na melhores
hipéteses. Para uma aplicag@o de cadeias de Markov, faz-se necessdrio a utilizacdo de um auxilio
computacional no momento de resolver sistemas lineares. Serdo abordados aqui, portanto, dois

métodos numéricos iterativos para solugcdo de sistemas lineares, retirados de (14).

5.2.1 Método de Jacobi

Este é um método numérico iterativo que fornece uma solucio x*), sucessivamente mais
préxima de x a cada iteracdo, que resolve a equagido XA = b. Isso significa que, se x*) é a
aproximagao da k-ésima iteragdo, ha uma norma vetorial || - || tal que klim |x —x®|| =0.0

—00

método € dado pelo seguinte

Teorema 5.2. Dada uma aproximacio inicial x(°) para a solucio exata x, do sistema XA = b,
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Figura 4 — Sequéncia gerada no software Mathematica.
%.F

[0.216034, 0.282023, 0.501942]

%.F

{0.21624%9, 0.282847, 0.500903}

%.F

{0.2164587, 0.28268, 0.500823}

%.FP

{0.21647, 0.282632, 0.500897}

%.F

[0.216455, 0.282646, 0.500899]

%.F

[0.216457, 0.282649, 0.500894]

%.F

[0.216458, 0.282648, 0.500894]

%.P

[0.216458, 0.282648, 0.500894]
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tem-se o seguinte algoritmo

(0)
1 Qi bj
- Qj Qjj
i#£]
e, de uma forma geral, tem-se
n (k)
k1 i bj
xg ) — _ St | 4 S
— ajj ajj
i#]j

Demonstracdo. Dado um produto matricial xA = b, pela definicdo de produto matricial 2.1,
tem-se que
n n
bl =b; =Y ayw; =Y ayw; + aja;;
B
de forma equivalente,

n

ajjxj = — E CL,‘]‘ZL‘Z‘ + bj,
i=1
i#]
e finalmente, dividindo-se ambos os lados desta ultima equag@o por a;;, obtém-se a equagdo

"L ar b
rp=— Y =+
— “
i#]
A convergéncia para a solugio vem do fato de que o vetor x**! pode ser escrito como

XU+ — x4 ¢

onde ¢ € um valor que nao depende da aproximacao escolhida. Assim, o erro na aproximagao

x(*) diminui quando ela é combinada com ¢ para obter uma aproximacdo x*+1. 0

Observacao 5.2. Dado o fato de que a;; € um denominador no método de Jacobi, € necessario
que a;; # 0 para todo j. Isto pode ser obtido, caso o sistema seja ndo-singular, com uma

permutacdo de colunas, ou linhas se tratarem-se de vetores coluna x e b, cf. (14).

5.2.2 Método de Gauss-Seidel

Este € um outro método iterativo muito interessante, por ser semelhante ao método
de Jacobi porém, com um aprimoramento. Enquanto que no método de Jacobi se utilizam as

componentes de x(*) para obter as componentes de x**1), 0 método de Gauss-Seidel utiliza as

componentes xEkH) para obter as componentes x§k+1), 1 < j. Matematicamente é
Jj—1 (k+1) n (k)
LD } : i + 2 : iy + 1 (5.2)
i=1 23 i=j+1 23 27
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Isto acelera a convergéncia, reduzindo desta forma o tempo de computagdo, uma vez que o
método de Gauss-Seidel utiliza valores mais apurados que o método de Jacobi, sempre que estes

estdo disponiveis, em cada iteracao.
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6 Cadeia de Markov com tempo conti-
nuo de dois estados

Até aqui s6 foram tratadas cadeias de Markov com tempo sendo uma varidvel discreta.
Esta categoria bem especifica de cadeias, tratadas neste capitulo, tem em vista uma aplicacao;
estd relacionada a atendimentos de diversas espécies, nos setores de vendas de bens e de servicos,

em estabelecimentos ou com atendentes de telefone.

6.1 Processo de Poisson

O processo de Poisson € apropriado para descrever fendmenos onde hd uma contagem

de eventos durante um periodo de tempo.

Exemplo 4. O niimero de vezes que um telefone toca, em cinco minutos.

De acordo com o livro de Ross (15), p. 305, tem-se a seguinte defini¢do para o processo
de Poisson:

Defini¢do 5.3 O processo de contagem {N(t),t > 0} é dito ser um processo
de Poisson tendo pardmetro A, A > 0, se

(i) N(0) = 0.

(ii) o processo tem incrementos estaciondrios e independentes.
(iii) P{N(h) =1} = Ah + o(h).

(iv) P{N(h) > 2} = o(h).

(Traducao nossa, nimero da defini¢do da supracitada obra). A afirmac¢do de que os incrementos
sdo estaciondrios significa que, para um intervalo de tempo fixo h, a probabilidade de uma
contagem N (h) = k, ou seja, P{N(h) = k}, é sempre a mesma para o mesmo k; analogamente,
incrementos independentes significam que a contagem nao depende do momento em que € feita
a contagem, por outro lado, depende do intervalo de tempo que € feita a contagem. Portanto, o

item (ii) € equivalente a
(i) P{N(h+1t)— N(t)} = P{N(h)} paratodo h,t > 0.
Desta defini¢ao pode ser obtida a férmula da distribui¢ao de Poisson, o que sera feito a seguir

com o propésito de desenvolver uma aplicac@o prética. A demonstracio € baseada principalmente
no trabalho de Ching et al (1).
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6.1.1 Distribuicdo exponencial

O propésito desta secao € deduzir a férmula da distribuicao de Poisson, e desta subsecao,
a relacdo do processo de Poisson com a distribui¢cdo exponencial. Para tanto se fard uso da

defini¢do do processo de Poisson dada na citacao de Ross.

Comece por definir a fungéo o(h), nos itens (iii) e (iv) da citacdo de Ross. Na literatura
matemadtica, uma fungo denotada por o(h), ou uma outra notagio assemelhada, costuma ter a
seguinte caracteristica

o(h)

= =0

Em outras palavras, o item (iii) da defini¢@o citada diz que, para h — 07, a probabilidade de uma
contagem N (h) = 1 é linear; por outro lado, de acordo com o item (iv), da mesma cita¢do direta,

a probabilidade de ocorréncia de uma contagem N (h) > 2 é menos do que linear se A — 0.

Observacao 6.1. Evite-se pensar erroneamente que Ak + o(h) € a probabilidade de ocorrer uma
contagem de “pelo menos 17, e que Ah € a probabilidade de ocorrer exatamente 1, baseando-se
em que o(h) é a probabilidade de ocorrer uma contagem maior do que 1. O contexto exposto é
outro. Na realidade, a funcéo o(h) que aparece nos itens (iii) e (iv) do excerto de Ross ndo sdo
exatamente a mesma funcao; por outro lado, elas sdo denotadas pelo mesmo simbolo citado por
possuirem ambas a propriedade hr% @ = 0. Uma defini¢ao mais geral do processo de Poisson

¢ aquela encontrada no livro de Knill (7), paginas 319, 320.

Agora, denote P,(t) a probabilidade de uma contagem igual a n até o tempo t. Um
exemplo disto € a chegada de n consumidores a uma loja até o tempo ¢. Considere também que o
processo de chegada de consumidores, isto €, o processo de contagem, é um processo de Poisson
com pardmetro \. Desta forma tem-se a seguinte equacao

P,(t+0t) = (1 — Aot — 0(6t)) P, (t) + (Adt + 0(6t)) P—1(t) + 0(0t) . (6.1)

-~ -~

(a) (b) (c)

a) contagem de n no intervalo [0, ¢], nenhum em [¢, ¢ + dt];

b) contagem de n — 1 no intervalo [0,¢], e 1 em [¢,t + 0t];
c¢) contagem maior do que 1 em [¢,t + 6t].

Um estudo da equag@o 6.1 leva a conclus@o de que hé trés casos possiveis para P, (t + dt), os
trés sdo (a), (b) e (c), mutuamente excludentes, por isso a soma das probabilidades, de acordo

com a definicdo 1.4 item (c).

Observacao 6.2. Note que na equacao 6.1 foi utilizado o teorema 1.2 e a defini¢do 1.5.

Prosseguindo os cédlculos, tem-se

Po(t + 5t) = Po(t) — ASEP,(t) — 0(6t) Pa(t) + AStP,_1(t) + 0(5t) Pa_y (£) + o(61)
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= Py(t) — AP () + ASt Py (1) + (= Po(t) + Py (t) + 1)o(61)

— P,(t + 1)
<= P,(t + t) — P,(t) = =AGtP,(t) + AotP,_1(t) + (—Pu(t) + Po_1(t) + 1)o(dt)
Fult+ 52 =Pl ) £ AP () + (—Put) + Pos () + 1) 0(5(1”
 PJt+d)— Put) | o(51)

= 513310 5 = —AP,(t) + AP, (t) + (slgino(—Pn(t) +P,1(t)+1) 5

an

= S AP(#) + AP (1) +0

_ dlz;‘t(t) — CAPL(E) + APy (1): 62)
dPy(t)
D — AR+ AP (1)

Dado que um processo de Poisson € um processo de contagem do nimero de vezes que um
determinado evento de interesse acontece, pode-se supor que P_;(t) = 0, conforme feito no

supracitado trabalho de Ching et al (1). Desta forma, tem-se a seguinte equacdo diferencial

dPo(t)
dt

= —APRy(t);

esta ¢ uma equacdo diferencial bem simples e seu conjunto solucdo, conforme descrito em
Guidorizzi (16), p. 286, é
dy

— =qy <=y = ke™”.
dx

A hipétese N(0) = 0 = F,(0) = 1 conduz a um problema de valor inicial
dPy(t)

dt
Py(0) =ke ™ =1¢— k=1 portanto, Py(t) =e .

= —APy(t) com Fy(0)=1.

A

Isto significa que e~ € a probabilidade de que nenhum evento ocorra no intervalo de tempo ¢.

Entdo 1 — e~** é a probabilidade de que o primeiro evento ocorra no tempo t.

Ao se derivar uma probabilidade se obtém a fun¢@o densidade de probabilidade.

d
%(1 —e M) = e M (6.3)

O membro direito de 6.3 € a expressao algébrica da distribui¢do de probabilidade exponencial,
de parametro )\, conforme definida em 1.8. Isto significa que o tempo de espera de chegada de

um consumidor a uma loja segue uma distribui¢ao de probabilidade exponencial, de parametro

A.
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6.1.2 Formula de Poisson

Nesta subsecao serd demonstrado que a distribuicao de Poisson relacionada a um processo

de Poisson, de parametro A, é dada por

—At VAL
Pn(t)—*n—(),l,l...

Mostre-se P (t), e a partir dai os demais casos serdo demonstrados por indugio.

Primeiro note que 6.2 € uma equacdo diferencial ordindria linear em P, (), de primeira
ordem; o livro de Guidorizzi (16), p. 456, fornece uma férmula, e sua demonstragdo, para calcular

equagoes deste tipo. A formula para uma equacao do tipo

Z_f —xg(t) + f(1) & x=kel9®d y Job)dt / ft)e=T9®dt gy, (6.4)

k € R é uma constante.

Proposicao 6.1. Um processo de Poisson de parametro A estd relacionado a uma distribui¢do de

Poisson de pardmetro \t. Isto é, P, (1), solu¢do da equagdo 6.2, é

e—)\t()\t)n

n!

Pu(t) =

Demonstragdo. Utilize-se o método de indugdo finita. Primeiro especifique-se os valores utiliza-
dos na férmula 6.4. x = Py(t), g(t) = —X e f(t) = Ae~*. Portanto,

Pi(t) = ke JAdt + e_f’\dt/)\e_’\te_f_)‘dtdt,

Pi(t) = ke M 4 =M / e MeMdt,

Pi(t) = ke e / Adt,

Pi(t) = ke ™ + e Mt (6.5)
Pi(0)=0=ke ™ +e N0,
P(0)=k-1+0=0.

Portanto, k = 0. Ento, substituindo k em 6.5, obtém-se
Pi(t) = e ML,

Agora, se fard uso do principio de indugdo finita para demonstrar os demais casos. Suponha

PO e M (AL)" e AL (M)t

ue P,(t) = ————— Z_
d nl (n+1)!

também o principio de inducao, para se resolver a equagdo 6.2, para todon € N.

, prove-se que P,(t) = . Sera utilizada a férmula 6.4, e
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Aplicando a férmula, tem-se os seguintes valores

v =Po(t), g(t)=—A f(t) = Ae‘”nﬂ.
e M)
mn:

e ()"

n.

P (t) = kel M 4l ’\dt/ e~ Aty

Poii(t) = ke ™ + e’\t/ eMdt;

A"
P (t) = ke ™ + e / %dt. (6.6)

n
Para resolver / (—|)dt, faz-se a seguinte mudanca de varidvel,
n!

d
At =u, oqueimplica Adt=du <= dt = Tu

Portanto

/)\()\t)”dt _ / Audu 1 . 1 yntt u™ !

—_ — d _ — —
n! Ao o) T (n+1)!

()\t)ﬂ+1

B (n+ 1) ©.7)
Substituindo 6.7 em 6.6, tem-se
B B ()\t>n+1
P () = ke M e CEn (6.8)
,)\.0()\ . 0)n+1
Poa(0)=0=ke ™0+ 22
+(0) Y PRI TR
P,1(0)=k-14+0=0,
portanto k£ = 0. Substituindo £ = 0 em 6.8, tem-se que
e*)\t()\t)nJrl
Po(t) = —————,
que € 0 que se queria provar. [

Por tudo que foi exposto nesta secdo, tem-se a seguinte

Proposicao 6.2. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes,
a) A chegada de consumidores € um processo de Poisson de parametro \;

b) a probabilidade de n chegadas até o tempo ¢ € dada por

¢) o tempo entre chegadas tem distribui¢do exponencial de parametro \.
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6.2 Uma solucao para um problema pratico

A secdo anterior, que tratou um pouco sobre processo de Poisson, fornece calculos que
serdo utilizados nesta se¢do para solu¢do de um problema pratico, a otimizacao do tamanho
de quadro de pessoal de empresas. Para esta finalidade se fard uso da notagdo utilizada na
segdo anterior, P, (t) e Py(t), com outros significados. Imagine um atendente em uma empresa;
Py(t) denote a probabilidade de o atendente estar desocupado no tempo ¢, e P;(t) denote a
probabilidade de ele estar ocupado no tempo ¢. Serd abordada primeiro a construcao da equagao
de Py(t), depois P (t).

Suponha que o processo de chegada de consumidores a loja € um processo de Poisson, de
parametro \; suponha também que o tempo de atendimento de um cliente segue uma distribui¢ao
exponencial de parametro j, portanto o processo de atendimentos é um processo de Poisson de
pardmetro . Considere que Py(t + 0t) seja a probabilidade de o atendente estar desocupado no
tempo ¢ + 0t, e que P (t + 0t) seja a probabilidade de estar ocupado no tempo ¢ + 0t. Suponha
também a ndo existéncia de filas, de forma que a probabilidade de um atendimento e a chegada
de um cliente em um tempo §t é uma fungéo o(dt), porque P{N(dt) > 2} = o(dt). Isto significa
que, enquanto se atende um cliente, nao ha probabilidade de chegada de outro. Desta forma

tem-se a seguinte equagdo para Py(t + 6t).

N J/ N

Po(t + 6t) = (1 — A5t — o(6t)) Py(t) + (udt + o(6t)) P (t) + o(dt) . (6.9)
~—~—

(a) (b) (¢)
a) Probabilidade de estar desocupado no tempo ¢ e nao chegar ninguém no intervalo
[t,t + 0t];

b) probabilidade de estar ocupado no tempo ¢ e terminar o atendimento em [¢, ¢ + 6t];

c) probabilidade de mais de um evento, que pode ser tanto chegada de clientes como

atendimentos, em [¢, ¢ + 6t].

Veja que em (a) e (b) utilizaram-se o teorema 1.2 e a defini¢do 1.5. Perceba também que
em (b) foi utilizada a relacdo da distribuicao exponencial com o processo de Poisson, conforme
afirmado na proposi¢do 6.2; Aot + o(dt) é a probabilidade de chegada de uma pessoa, ou seja,
P{N(6t) = 1} = Aot+o(0t); de forma andloga, P{N(dt) = 1} = pdt+o(dt) é a probabilidade

de saida de uma pessoa, depois de ser atendida.

Considere, agora, a equacao da probabilidade de o atendente estar ocupado no tempo

t + 0t, de modo semelhante ao que foi feito em 6.9.

Pi(t+ 6t) = (ASt + 0(6)) Po(t) + (1 — pdt — o(6t)) Py () + o(5t) . (6.10)
—~—

. 4

g g

(a) (b) (¢)
a) Probabilidade de o atendente estar desocupado no tempo ¢ e chegar uma pessoa em
[t,t+ dt];
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b) probabilidade de estar ocupado no tempo ¢, e ndo terminar de atender a pessoa em
[t,t + 6t];

¢) probabilidade de mais de um evento em [t, t+dt|, que pode ser tanto pessoas atendidas
quanto clientes que chegam, todavia somente aqueles nos quais o atendente esti

ocupado no tempo t + dt.

Operando aritmeticamente a equagdo de Py(t + 0t), tem-se
Py(t + 6t) = Py(t) — At Py(t) — o(dt) Py(t) + pdtPy(t) + o(6t) Pi(t) + o(dt);

= Byt + 6t) — Py(t) = —ASLP(t) + pdtPi(t) + (1 — Po(t) + Pi(t))o(6t);

< lim Po(t +0t) — Po(t) 0(5?5);
§t—0 ot ot

= —APy(t) + pPr(1) + lim (1= Po(t) + Pi(t)

_ dlz;)t(t) = —\Py(t) + pPy(t).

De forma semelhante se faz com P (t + dt).

Pi(t+5t) = (1 — pot — o(5t)) Pu(t) + (A5t + o(6t)) Py (t) + o(5t);

= Py(t+5t) = Pi(t) — udtPy(t) — o(6t)Pi(t) + A5tPy(t) + o(8t) Po(t) + o(6t);

<= Pi(t+0t) — Pi(t) = —potPy(t) + AotPo(t) + (1 + Po(t) — Pi(t))o(dt);

< lim Pyt +0t) — Pi(t) 0(5?5);
ot—0 (5t 5t

= —pPy(t) + MPo(t) + Jim (1+ Po(t) = Pi(1))

_ dP;t(t) — —uPL(1) + ABy(D).

Desta forma, tem-se o seguinte sistema de equagdes diferenciais.

PY(t) = —\Py(t) + pPy (1)
Pi(t) = APy(t) — Py (1)

Com o proposito de resolver este sistema, note que

Pi(t) =1 — By(t), logo,
Po(t) = = APo(t) + (1 — Po(t)).

Prosseguindo, tem-se que

Py(t) = =APo(t) 4 p — pPo(t);
Fy(t) = —(A + p) Po(t) + p.

Foi encontrada, entdo, uma equacao diferencial ordinaria (EDO) linear de primeira ordem,

cuja incdgnita é P, (t). Para este tipo de equacdo, pode-se utilizar a férmula 6.4, com

v=FRt), gt)=—-A+p) e flt)=np
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Py(t) = ke~ JOrwar e—f(H‘N)dt/Me—f—(z\-&-u)dtdt;

Py(t) = ke~ At e(”“)tu/e(”“)tdt;
Me(/\ﬂt)t

Py(t) = ke At 4 o= OFnit P

Py(t) = ke~ 0wt o _H
(t) = ke™ +)\+M

Utilizando o valor inicial P;(0) = 1, e portanto Fy(0) = 0, tem-se

Py(0) = ke~ 0 4 Ai—# = 0;
Py(0) = ke + Ai—u = 0;

Py (0) :k+ﬁ“u —0;

<— k= ﬁ

Portanto, a probabilidade Py (t) é dada por

. I —(A+u)t wo
Py(t) = ——— H —_—
1 _
Py(t) = m(/L — pe ),
ou, de forma equivalente,
Py(t) = Ai—u(l — Oty 6.11)

Para encontrar P () basta utilizar novamente a relagéo Py (t) = 1 — FPy(t).

Pt)=1-Pyt) =1— (1 — e Omrty,

A+ 7
A+ 1 — e~ (Atmt
Pit) = A1 i ) ;
A+ A+
)\ _e_()"hu')t
Pi(t) = - a );
A+ A+ p
A+ pe~ At
Pt)=——;
(1) A
1
P (t (A+p)t by 6.12
1(t) = N+ ~—(pe” +A). (6.12)

As solugdes 6.11 e 6.12 sdo chamadas de solugdes transitdrias, uma vez que esta cadeia

converge para uma distribuicdo estaciondria. Ela possui um vetor distribui¢do estaciondria
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7 = (mp, 1), dado por

M= Jim (1 e O,
Ty = ——.
A+
B A
L

Este modelo normalmente é apropriado para atendimentos em lojas, e em alguns casos,
atendimentos por telefone, por exemplo. Todavia ele ndo € apropriado para algumas outras
situagOes semelhantes, como atendimento em lojas em dias de salddo, agéncias bancarias ou
alguns atendimentos por telefone, isto porque ele ndo leva em consideragdo a existéncia de filas.
Em situagdes onde ha filas, o préximo modelo é mais apropriado. A seguir, serd apresentado um
modelo para situagdes em que hd uma fila a espera de atendimento, e que tenta prever o aumento
ou diminui¢ao da fila. O livro de Ross (15) denomina este modelo de processo de nascimento e

morte, porque o mesmo modelo se aplica ao crescimento e decrescimento de populacoes.
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/ Cadeias de Markov com tempo conti-
nuo

No capitulo anterior foram estudadas cadeias de Markov de tempo continuo com dois
estados. Este capitulo, como sugere o titulo, extende o que foi estudado no anterior a um caso

mais geral, o espaco de estados infinito.

7.1 Modelagem do tamanho de filas

Suponha que clientes chegam a uma agéncia bancédria em um tempo distribuido exponen-
cialmente, de parimetro ), e que clientes sdo atendidos também em um tempo com distribui¢ao
de probabilidade exponencial, esta com parametro y. Seré feito um estudo do crescimento (ou

decrescimento) da fila de clientes em espera.

Em primeiro lugar, considere as taxas de transicio instantaneas v; e ¢;;. v; € a proba-
bilidade em que a cadeia faz uma transicao de estado, dividida pelo tempo, quando em estado 7,
e gi;, © # j, € a probabilidade que a cadeia faz uma transi¢do do estado ¢ ao estado j, também
dividida pelo tempo. Dado que v; € g;; s@o taxas de transi¢do instantineas, elas dao as probabili-
dades de transi¢c@o, quando multiplicadas pelo tempo, do estado ¢, e de transicdo do estado ¢ ao
estado j, respectivamente, para intervalos de tempo bem curtos. Uma definicdo mais matematica
e menos verbal, portanto mais desejavel, € dada pelo lema 7.1. Estas taxas se relacionam do

seguinte modo

qj = viby;, vi= Z VP = ZQij> (7.1)
J J

e também

qij qij
PI; - = — = —’ (7'2)
’ Vi E]- 4ij

onde F;; € a probabilidade de, condicionado que havera uma transi¢ao do estado < em um tempo

bem curto, que ela seja ao estado ;.

Embora v; e ¢;; sejam chamadas de taxas de transi¢do instantneas, no exemplo de
cadeias que agora estd sendo estudado elas coincidem com as taxas de transi¢do em um intervalo
de tempo longo. Isto porque, de acordo com a proposi¢do 1.4, uma varidvel de Poisson X de
pardmetro A\t tem média E[X| = At, portanto A = E[X]/t. Neste processo que estd sendo
explicado, tem-se ¢; ;11 = A, ¢;;—1 = p. Todavia, da defini¢do de taxas instantaneas decorre
que, se |i — j| > 1, entdo ¢;; = 0, dado que da defini¢do de processo de Poisson a probabilidade
de mais de uma transi¢ao em um intervalo de tempo muito curto € desprezivel, e para sair do
estado 7 e chegar ao estado ¢ + 2, por exemplo, neste processo que estd sendo explicado agora, é

preciso passar pelo estado ¢ 4 1 antes, isto €, sao necessarias no minimo 2 transicoes.
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Observacdo 7.1. A média, ou valor esperado, £[X], é o valor que se espera medir quando um
experimento aleatorio € realizado muitas vezes, no caso discreto, ou durante um longo intervalo
de tempo no caso de tempo continuo. Por exemplo, ao lan¢ar uma moeda honesta, a probabilidade
de obter cara € 1/2; mas ao lancar a moeda 2 vezes, por exemplo, pode se obter 2 caras, o que
ndo reflete a probabilidade 1/2. Por outro lado, se o experimento for repetido muitas vezes, ou

durante um longo tempo, afirma-se que os resultados convergirdo para média E[X].

Como foi suposto que o processo de chegada € um processo de Poisson com parametro
A, e o processo de saida de clientes, idem com parametro u; percebe-se que a taxa de transi¢ao
quando em estado i € v; = A+ 1, € ¢;; = v; 5, onde F;; € a probabilidade de, condicionado que
haverd uma transicao do estado 7 em um tempo bem curto, que seja ao estado j. Neste modelo

especifico de filas que esta sendo definido nesta secao, tem-se

vi=At+p, Piig= ﬁ, P = ﬁ
Dado que no processo de Poisson a probabilidade de mais de uma transicéo o(t) tende a zero
mais rapidamente que ¢, entdo, se |i — j| > 1, P,; = 0 e portanto ¢;; = 0. Desde que o avanco
da cadeia de um estado ¢ a um estado 7 + 1, ou o retrocesso a um estado ¢ — 1, sdo processos de
Poisson com pardmetros A € /i, respectivamente, ve-se que as taxas de transi¢do so ¢; ;11 = A,

¢ii—1 = e v; = A+ p. Isto € perceptivel da defini¢do do processo de Poisson dada.
P{N(t) =1} = Xt + o(t).

Visto que v; e ¢;; sdo taxas instantaneas, ou seja, com ¢ — 0, entdo o(t) — 0.

7.2 A fungao de probabilidade P;;(?)

No exemplo que estd sendo trabalhado, tem-se v; = \ 4 4 para todo 7. Mas em outros
exemplos, poderia se ter v; # v;, para alguns 7, j; ¢ # j. Note que as probabilidades P;;,
nas equagoes 7.1 € 7.2, ndo consideram o tempo da transi¢@o. Nestas equacdes, F;; € apenas a
probabilidade de, condicionado que haverd uma transicao do estado 7, que essa transicao seja ao
estado 7. Ndo se tem uma fun¢@o de probabilidade adequada, uma vez que g;; apenas aproxima
a probabilidade de uma transicdo de ¢ para j em um tempo infinitesimal ou suficientemente
pequeno. Logo a seguir, serdo tecidas consideragdes extraidas do livro de Ross (15) que permitirdo

encontrar P;;(¢), sendo ¢ uma varidvel continua. Para tanto, serd necessario ver dois lemas.

Lema 7.1. Para as taxas de transi¢do v; € g;;, € t > 0, tem-se que

a)
_Pyt)
%g% P Qij;
b)
. 1—F;
lim =y
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Demonstragdo. Para provar-se os itens (a) e (b), utiliza-se a defini¢do de processo de Poisson. A
probabilidade de que haja uma transi¢do até o tempo ¢ € igual a probabilidade de que haja uma
transicdo do estado i, ou seja, vt + o(t), multiplicada pela probabilidade de que esta transi¢ao

seja ao estado j, ;.

lim P (t) = lim(uit +o(t)) Py
by(t)
t

<= lim

t—0 t—>0

o(t
‘PZj +1 <t)Pz]
=viP +0=v,P; = q;.

De forma semelhante se prova a parte (b). Sabendo que 1 — P;;(t) é a probabilidade de que haja

uma transi¢do até o tempo ¢, segue que

lim 1 — Py;(t) =lim(ty; + o(t))
t—0

t—0
1— Py(t
<= lim—” =v; +0 =1y,
t—0 t
Ambas as partes estdo provadas. [

Lema 7.2 (Equacdes de Chapman-Kolmogorov). A demonstragdo deste lema € bem elementar.

Paratodo t, s > 0, tem-se

th+8 :ZBk Pk’j
k=0

Demonstragdo. Para sair do estado ¢, no tempo 0, e chegar a j no tempo ¢ + s, a cadeia deve

estar em algum estado no tempo ¢. Deste modo,
Pj(t+s)=P{X(t+s) =j|X(0) =1}

—ZP{Xt—i-s =j () X(t) = kX (0) = i}.

Utilizando o teorema 1.2 nesta tltima equacao, segue que

Py(t+s) =Y P{X(t+s)=jX(t) =k X(0) =i} - P{X(t) = k| X(0) = i};

k=0

e, devido a perda de memoria da cadeia (propriedade markoviana), segue

Pyt +s) = P{X(t+s) = jIX(t) = k} - P{X(t) = k| X(0) = i}

=D Pu(s)Palt) = Y Pa(t) Pr(s
k=0 k=0

E a prova estd completa. ]
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As equagdes de Chapman-Kolmogorov sdo a chave para encontrar a fungdo de proba-
bilidade P;;(t). Destas equagdes derivam as chamadas equacoes de Kolmogorov para tras, e
também as equacdes de Kolmogorov para frente; estas tltimas serdo deixadas em segundo plano,

até o ponto em que ndo haja prejuizo de compreensao.

Teorema 7.1 (Kolmogorov para trés).
P/ ( ) - szpkj( ) VZR](t>

Demonstragdo. Fazendo uso das equagdes de Chapman-Kolmogorov, tem-se

Pijih+1t)= Zsz ) Prj(t)

< Pj(h+1) Z Pix(h) Py (t) — Py(t)
Py(h+1) Z Pir(h) Pij (t) + Pii(h) Py (t) — Py (¢)
k;ﬁz

= D Lu(h)Pi;(t) — (1 = Pi(h)) Py;(t)

pe
Py(h+1) = Py(t) )~ Pnlh) 1 — Pi(h)
=i Sy LT e
k;_é%
—_— / —_— —
=P = Jim > =37 Bat) — Jimg — 5 Py()
o
Aplicando a parte (b) do lema 7.1, chega-se a
. = Pu(h)
Piy(t) = lim 37 =5 5 Py (1) — Py 1)
=

Supondo que seja correto permutar o limite com o somatério, chega-se a

Pi.(h)

Pj(t) =) lim

h—0
k=0
k#1i

Prj (t) — viP ().

Aplicando agora a parte (a) do mesmo lema, segue

Z QZkij v; z]

k:;éz
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Ainda de acordo com obra de Ross, a mesma afirma que esta permuta de limite com
somatdrio nem sempre € correta; todavia € justificidvel em todos os processos de nascimento e
morte, como o citado autor chama o processo que estd sendo usado neste trabalho para modelar o
tamanho de filas; e também em todos os modelos de cadeias de Markov de estados finitos. Cabe
ressaltar que este processo de nascimento e morte (tamanho de filas) € uma cadeia de Markoyv, ja
que o préximo estado da cadeia s6 depende do estado presente. E também que o livro de Célculo
do Guidorizzi (16) respalda o que foi feito; na se¢do de propriedades de limite, tem-se

lim[f(z) + g(z)] = lim f(z) + lim g(z).

Por outro lado, se a cadeia de Markov tiver espago de estados S infinito, o somatério da

demonstracdo acima pode eventualmente também ser infinito. Neste caso, ndo ha garantia de que

o limite da soma serd igual a soma dos limites.

O modelo de filas introduzido na sec¢ao 7.1, em equagao de Kolmogorov para trds tem a

seguinte forma.

A 7
Pj(t) = (A +p) mpz'ﬂ,j(t) + mpi—u(t) — v Pi(t)

= APij1,i(t) + pPio1 j(t) — viPy(t).

Isto porque, neste modelo especifico, se |i — j| > 1 é preciso mais de uma transi¢do para sair de

¢ e chegar a j, portanto ¢;; = 0 neste caso.

7.2.1 Meéetodo iterativo de computar P;;(t)

Considere os numeros r;; dados por
Gij se 1F]
Tiy = . L.
—v; Se 1=

Com esta notagdo as equacdes de Kolmogorov para trds 7.1 se tornam
P(t) =Y raPu(t).
k

Fazendo P'(t) denotar uma matriz quadrada dos elementos P/;(t), tem-se a seguinte equagio

diferencial
P'(t) = R- P(t),
onde R é uma matriz quadrada dos elementos r;; € P(t) é a matriz de probabilidades de transigio
no intervalo de tempo [0, ¢] que se procura.
A solugdo de uma equacio diferencial do tipo f'(z) = cf(z) é f(x) = ke, onde k é
uma constante a ser determinada. O mesmo raciocinio € aplicado a fun¢des de uma variavel

real a uma matriz, em Ross. Deste modo, P(t) = Kef. Utilizando o valor inicial P(0) = I,
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de forma semelhante ao explicado na secdo 3.1 para as cadeias de Markov com tempo discreto,

pode-se determinar a constante K. Desta maneira,

P0) = K0 =1

=K -I=1I, portanto K=1
Feito isto, vé-se que
P'(t) = RP(t), P(0) =1, = P(t) ="

Um significado para e pode ser encontrado a partir das séries de Taylor. Nestas séries, tem-se a

func¢do exponencial sob a forma

o0 i
ex = E —-—.
2!
=0
De forma andloga
eRt — § RZ,—
i!
i=0

Todavia, a equacdo acima tem um custo computacional além do necessario; um método
melhor pode ser utilizar um limite fundamental do Célculo; o seguinte

e” = lim (1+£)n.
n

n—oo

Portanto,

n—oQ

e = lim (I+ Rf) . (7.3)
n

7.2.1.1  Complexidade computacional

E interessante saber a complexidade computacional de um algoritmo para se estimar
o tempo de execucao do coOmputo, e também decidir se os parametros escolhidos sdo vidveis,
sejam eles a ordem m das matrizes, e o nimero de iteracdes n. Portanto, aqui serd estimada
a complexidade computacional do método 7.3; para tal, serdo contadas as multiplicacdes e as

somas.

Para comecar, pode-se fazer

e = lim [I—l—R (£>} ,
n—oo n

o0 que é um pouco mais econdmico pelo que segue; entdo, ao fazer ¢/n, tem-se uma multiplicacao.
Deve ser feita, agora, a multiplicagdo de ¢/n por R; supondo que R seja uma matriz quadrada de
ordem m, entdo ela tem m? entradas portanto, sdo mais m? multiplica¢des. Se fosse feito R - t €
R - 1/n, seriam 2m? multiplicagdes. Até aqui, m* + 1 multiplicagdes. Em seguida, vem a soma

no argumento da poténcia, I + Rt/n, tem-se uma soma.



Capitulo 7. Cadeias de Markov com tempo continuo 50

t s
Seja H = (I + R—) . Tem-se que H* = H*™' - H; e sejam [H*];; = hz(j) e [H)i; = hijs
n

destas consideracdes segue que
s s s—1
(H ]ij - hz(j) - th(k )hkj'
k=1

Ou seja, a cada multiplicacdo de H por ela propria, obtem-se uma matriz resultante de m?
entradas, sendo que cada entrada € calculada por m multiplicacdes, e m — 1 somas. Portanto, ao
multiplicar H por ela mesma, tem-se mais m? multiplicagdes, e m?(m — 1) somas. Até aqui sdo

m3 4+ m? + 1 multiplicagdes, € m?(m — 1) + 1 somas.

Perto de terminar, veja que ao fazer H - H tem-se, como foi dito, m?® multiplicacdes e
m?(m — 1) somas; no entanto, na equagdo 7.3 tem-se n — 1 produtos iguais a este. O que conduz

a um total de m?(n — 1) + m? + 1 multiplicagdes, e m?*(m — 1)(n — 1) + 1 somas. Em resumo

m3(n —1) +m?+1 multiplicagdes

m2(m—1)(n—1) +1 somas

Considerando que o nimero de somas ¢ inferior ao de multiplica¢cdes, e também que
multiplicacdes sdo exageradamente mais complexas que somas, € natural desprezar as somas
na estimativa do tempo de computo. Outro ponto importante € que n é um parametro elevado,
uma vez que ele tem um peso pequeno no custo computacional, e também porque € ele que dé o
grau de refinamento do computo. Sendo assim, o custo computacional se resume a m>n quando
n — o0. Diz-se, entdo, que a complexidade do método 7.3 € da ordem O(m3n), onde méa

ordem das matrizes utilizadas e n € o grau de refinamento do cdlculo computacional.

Observacao 7.2. Todavia, o que acontece na pratica € diferente. Em uma implementagao
computacional, o mais comum ¢é fazer o produto da matriz H = I + Rt/n por ela mesma, e
assim obtendo H?, em seguida H? - H?> = H*, H* - H* = H® ... Assim, se n é um nimero
da forma n = 2%, k € N, o niimero de produtos matriciais é k. Entdo o correto é dizer que o
custo computacional é O(m?log, n +m? + 1), portanto pouco depende de n, depende quase que

exclusivamente de m. Deste modo, os nimeros de multiplicacdes e somas sdo dados a seguir.

m2(m — 1)logyn + 1 somas

m?log,n+m?+1 multiplicacdes

Exemplo S. Se um algoritmo baseado na equagdo 7.3, com matrizes de ordem my = 4 e grau
de refinamento ny = 100, levou um tempo de computacdo 7,, quanto tempo mais de codmputo se
espera duplicando a ordem das matrizes, e aumentando em 50% o parametro n de refinamento

da resposta.

Solugdo: A complexidade do método é da ordem O(m3 log, n+m?+1), entdo duplicando

a ordem das matrizes m, tem-se m = 2my; aumentando n em 50%, tem-se n = 1, 5ny. Portanto
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o tempo do segundo coOmputo serd da ordem
O[(2mg)®log, 1, 5ng + (2mg)? + 1] = O(8mj log, 1, 5ng + 4m3 + 1).

Se ng for grande, entdo log, 1, 5ny ~ log, ng, 0 que conduz a um tempo 7 que € dado por
8mg logy ng + 4m? + 1 _ 8-64log, 100 +4-16 + 1 _ 512log, 100 + 65

m3logyng +m3 + 1 64 log, 100 + 17 64 log, 100 + 17
Por tudo isso vé-se que o tempo do segundo computo serd quase 8 vezes o do primeiro; e também,

~7,84.

T/T0 =

que neste caso o que determina o tempo de computacdo € a ordem da matriz de probabilidades a

ser calculada.

7.3 A matriz R no modelo de filas

A atencdo retorna a aplicacao da modelagem de filas, principalmente, filas em agéncias
bancérias, onde hé constantes chegadas e saidas de clientes, alterando o tamanho da fila de

espera.

Como explicado anteriormente, a probabilidade de mais de uma transi¢do em um tempo
pequeno € desprezivel; também foram definidas as taxas de transi¢do g;; como a probabilidade
de uma transicdo em um intervalo de tempo pequeno, e assim incorporadas as equacoes de
Kolmogorov para trés, o teorema 7.1, a partir do lema 7.1. Sendo assim, se sdo necessdrias mais
de uma transi¢@o para sair de ¢ e chegar a j, entdo ¢;; = 0. Segue que a matriz 12 deste modelo,

de qualquer ordem, tem a seguinte forma.

—V; G2 0 o - 0 0
21 —Vi G2z 0 0 0
0 g2 —Vi @qu 0 0 0
0 0 @3 —Vi s 0 0
no | : 0
0 0 Qi-1 Vi Q41 0
0 0 0 ' '
: 0 0 Gu-1n-2 —Vi Gu-ipn
0 0 0 0 0 Guar v
—(A+p) A 0 0
I —(A+mp) A0
0 ' 0 0 0
N 0 0 O
: 000 0 0 pu —(A\+p) A
0 0O - 0 0 0 0 wo =)
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Veja um exemplo de simulagdo em computador, utilizando um programa compilado em

linguagem de programagao C.



Figura 5 — Estimacao de fila feita em computador.

¢ C\Users\Olzemirt\Documents\cadeia_de_markov_2\bin\Debug\cadeia_de_mar.. ~ =

indigque um tamanho maximo para a fila

informe o tempo relacionado a estas chegadas de clientes e atendimentos
45

probahilidade de sair de 26 e estar em 48 em um tempo 1208 eh: 8.02048072
prohabilidade de a fila nao passar de 48 eh: B.8947544

E a probahilidade de passar de 48 eh: B.1@52456

na estimativa do tamanho da fila no tempo 128 eh: 27.83235

ressione qualquer tecla para continuar. . .

onupuod odula) Wod 0N 2p Sv1apv)y '/ ojnidn)

€S
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Utilizou-se dados empiricos a titulo de experimentagdo, os quais aparecem na figura,
abaixo de suas respectivas requisi¢oes. O codigo-fonte do programa exibido na figura estd no

anexo A.

Observacio 7.3. E vital destacar a importancia de ter alguns cuidados ao se manipular o
programa acima. Veja que o programa informa a soma de probabilidades de uma linha de P(t),
desde o estado 0 até o estado j indicado. Denotando esta soma por P(X ), isto significa que é
exibida na tela a probabilidade P(X) tal que

<.

k=0
Afirma-se que P(X) é um indicador importante para o correto uso do programa. Este ajuda o
usudrio a saber a distribuicdo de probabilidades em torno dos estados 7 € j, que sdo o tamanho
atual da fila, e um palpite do usudrio sobre o tamanho futuro, respectivamente. E portanto
necessdrio que ao informar o campo “tamanho maximo da fila”, o valor atribuido a este campo
seja grande o suficiente para incluir nos cdlculos as probabilidades mais relevantes; do contrario,
alguns dados de saida do programa serdo imprecisos, por exemplo, o tamanho estimado da fila

ap6s um tempo ¢ indicado.

7.4 O tamanho da fila apbés um tempo ¢

O tamanho da fila em um tempo futuro pode ser estimado de acordo com os dados
obtidos no presente. O programa de computador elaborado faz essa estimativa para o tempo ¢

indicado. Para fazer isso, € utilizada a defini¢do de média 1.7.

Por outro lado, € bem provavel que seja possivel estimar o tamanho da fila em um
tempo futuro fazendo uso de um método analitico. E natural pensar que o tamanho da fila seja
estimado pela quantidade de pessoas que chegam menos as que sdo atendidas. Portanto, se X, é
a quantidade de pessoas que chegam em um intervalo de tempo ¢, e Y; as que sdo atendidas no
intervalo de tempo ¢, e se k € o tamaho inicial, entdo supoe-se que o tamanho estimado da fila,

de acordo com as proposi¢des 1.1 e 1.2, seja
E[X, - Y, + k] = E[X,]| — E[Y}] + E.

Como os processos de chegada e saida de clientes sdo processos de Poisson, entdo fixando o
tempo ¢, tem-se varidveis aleatdrias X; e Y; com distribui¢cdes de probabilidade de Poisson de
parametros At e ut, respectivamente, de acordo com a proposicao 6.2. Portanto, se X; e Y; sao
varidveis de Poisson, entdo suas médias sd@o conhecidas, e sdo, respectivamente, A\t e ut, de

acordo com a proposi¢do 1.4. Por tudo isto, tem-se a estimativa do tamanho da fila assim
EX, =Y, +kl=E[X)] - EYi]+k=XM—put+k.

Esta dltima equacgao estd de acordo com todas as simulagdes feitas no programa.
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8 Obtencao dos parametros dos pro-
CEess0s

Foram tratadas cadeias de Markov de tempo continuo nos capitulos anteriores, e 0s
processos de transicdes utilizados foram os processos de Poisson. Daf segue que € preciso um
meio para encontrar os parametros nos processos de Poisson. Esta é uma tarefa trivial, pelo

menos no que diz respeito aos conhecimentos matematicos.

Utilizando-se alguma técnica estatistica de amostragem, deve-se observar a média de
chegada de clientes; do mesmo modo faz-se com a média de atendimento de clientes. E preciso
lembrar a proposi¢do 1.4; de acordo com ela, uma varidvel de Poisson X, de parametro «, tem
média E£[X] = a. Em um processo de Poisson, fixando o tempo ¢, tem-se uma distribui¢ao
de Poisson com pardmetro \t; portanto, a média de chegada de clientes é E[X,]| = At, ou de
forma equivalente, tem-se E[X,]/t = A, 0 que permitiu encontrar a taxa de transi¢@o instantinea

¢ii+1 = A. O mesmo vale para o processo de decrescimento da fila, E[X | = put <= E[X,]/t =
M= qii-1-

Observacao 8.1. Como foi mencionado anteriormente, tomando um tempo ¢ suficientemente
grande, as amostras ou informagdes coletadas relacionadas a uma varidvel aleatéria X terdao

convergido para a média E[X].
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Conclusoes

Por tudo que foi mostrado, vé-se que a teoria de cadeias de Markov € um tema de muito
interesse pratico. Nao somente pela importancia de algumas de suas aplicagdes, também pela
variedade de fendmenos que podem ser modelados a partir do conceito de cadeias de Markov. O
livro de Meyen e Tweedie (12), p. 4, elenca vérios fendmenos de elevado interesse prético que

podem ser modelados via cadeias de Markov. Cite-se dois exemplos do citado livro.

a) Sistemas de controle cruzado de motores de veiculos modernos possuem um monitor
que faz leituras de informacdes, como fluxo de combustivel, velocidade, e outros
semelhantes, e em resposta ajusta a aceleracdo. O ajuste da aceleragdo em resposta
as leituras produz novas leituras. Se X € um vetor cujas entradas sdo as informacdes
de leitura, e Y é um vetor de resposta do algoritmo de controle, entdo ¢,, = (X, Y},)

¢ uma cadeia de Markov, ja que o estado futuro sé depende do estado presente;

b) A taxa de cambio X, entre duas moedas pode ser representada como uma fungdo de
varios valores passados seus X, ..., X, _, modificada pela volatilidade do mercado,
que € incorporada em um termo de perturbacio ¥/,,. O modelo autoregressivo

k
Xn = E ijXn_j + Wn
Jj=1
central em andlise de séries de tempo captura a esséncia do conceito relacionado a tal
sistema. Considerando o comprimento do vetor ¢,, = (X, ..., X;_x+1), métodos

markovianos podem ser trazidos para a andlise de tais modelos de séries de tempo.

Ainda que algumas coisas mudem, talvez acabem as filas nos bancos, é bem provével
que algumas situacdes continuem a apresentar filas, como aeroportos por exemplo. Além disto,
vale continuar os estudos de cadeias de Markov porque, com algumas poucas modificagdes, é

possivel fazer modelos de outros fendmenos.

O programa de computador criado

Além do que foi dito acima, vale destacar que a aplica¢do de computador apresentada
neste trabalho pode ser uma ferramenta de trabalho bem recepcionada em ambientes de atendi-
mento ao publico, tanto os atendimentos via telefone, chat,. . ., como os presenciais; o que se diz
por reparar a simplicidade de operar tal programa, que nao exije formacdo além de conhecimen-
tos corriqueiros de informética basica. Além da simplicidade do programa, um exame rapido
do mesmo parece mostrar uma alta performance, tanto no sentido computacional, que é devida
aos progressos da Engenharia da Computacdo em colocar no mercado computadores pessoais

sucessivamente mais avangados e a baixo custo financeiro, e também a prépria linguagem C, uma
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linguagem de alta performance, assim também a praticidade de se poder fazer estimativas pouco
depois de observar o fluxo de clientes, sem ter que se fazer uso de roteiros estatisticos complexos.
Isto porque os tempos declarados ao programa sdo arbitrariamente escolhidos, inclusive em

relacdo a unidade de medida do tempo, que pode ser outra quando o programa € reiniciado.

Método analitico para estimacéao de fila

Conforme brevemente falado na secdo 7.4, é provavel uma solugdo analitica para estimar
o tamanho futuro de uma fila. No entanto, chegando a este ponto ja com o prazo de conclusao do
trabalho se esgotando, ndo hd outra alternativa sendo esperar que tudo que foi escrito até agora

seja o suficiente para este momento. E, com sorte, uma “semente” para o futuro.

Por tudo isto, espera-se que este trabalho venha contribuir para melhor aproveitamento
de recursos em geral, planejamento eficiente de atividades econdmicas e, consequentemente,

aumento de produtividade.
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ANEXO A - Cobdigo-fonte do programa

Segue anexo o cddigo-fonte de um programa em linguagem de programacao cientifica C,
este mostrado na figura 5, que simula o tamanho de uma fila, utilizando um modelo de cadeias

de Markov que foi delineado no capitulo 7.
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#i ncl ude <stdi o. h>
#i ncl ude <stdlib. h>
#i ncl ude <mat h. h>

/**< Este projeto € um codigo para cal cul ar una cadei a de Markov de tenpo continuo */

int main()
{

int g,i,j,h,n s,k =20,x,y,m

doubl e e_l anbda, e_mu, t enpo, | anbda, nu, t, J, M = 0. 0;
printf("indique umtamanho maxi no para a fila\n");
scanf ("%d", &g);

printf("o tamanho atual da fila\n");

scanf ("%", &x);

printf("indique umtamanho futuro para a fila\n");
scanf ("%d", &y);

printf("informe o numero de clientes que chegamn");
scanf ("% f", &e_| anbda);

printf("o nunmero de atendi mentos\n");

scanf ("% f", &e_mu);

printf("informe o tenpo rel acionado a estas chegadas de clientes e atendi mentos\n");

scanf ("% f", &t enpo);

printf("indique o tenpo futuro para o qual eh a estimativa\n");

scanf ("% f", &t);

m=g + 1

double RImi[mi, I[m[nm Hn[m, L[n[n;
| anbda = e_| anbda/t enpo;

mu = e_mu/tenpo;

n = pow(2, k);

for(i = 0;i < mi++){
for(j =0/ < mj+h){

if(jp -1 = 1){ /**< Preenchendo a matriz R */

RIi1[i] = lanbda;
}
el se{
if( - ) == 1f
Rl = my

el se{
if(i ==j){
REiT[]

- lanmbda - mu;

}

el se{

R

0.0;

[* for(i =0;i < mi++){
for(j =0;j <mj++){
printf("% 159 ", Ril[j]);
}
printf("\n");
}

systen( " pause"); [**< Programar a matriz identidade I*/

for(i = <mi++){

i
for(j =05j <mj++){



67 if(i == j){

68 Iifri] = 1.0

69 }

70 else{I[i][j] = 0.0;

71 }

72 }

73 }

74

75 /*

76 for(i =0;i <mi++){

77 for(j =0;] < mj++){

78 printf("%79 ",I[i]l[j]);

79 }

80 printf("\n");

81 }

82

83 syst en( " pause");

84 /**< Coneg¢ando a programar o algoritmo */

85 for(i =0;i <mi++){

86 for(j =0;j < mj+){

87 Hillj] = Ri][j] * (t/((double)n));

88 }

89 }

90

91 /*

92 for(i =0;i <mi++){

93 for(j =0;j < mj++){

94 printf("%7g " HIillil);

95 }

96 printf("\n");

97 }

98

99 systen("pause"); /* até aqui ok! */

100

101 for(i =0;i < mi++){

102 for(j =0;j <mj++){ /**< Para 'n" nuito grande a preci sdo da maqui na é extrapol ada aqui */
103 Hilljl = Hil[j] + I[i]0j];

104 }

105 }

106 /*

107 for(i =0;i <mi++){

108 for(j =0;)] <mj++){

109 printf("%79 ",Hillj]l);

110 }

111 printf("\n");

112 }

113

114

115 systen( " pause");

116 /**< Agora, a poténcia matricial */

117 for(s = 1;s <= k; s++){

118 for(i = i< mi++){

119 for(j =0;] < mj+){

120 J =
121 for
122

123 }
124 LLiTL)]
125 }
126 }
127

128 for(i = 0;i <mi++){

129 for(j =0;j] <mj++){

130 Hilljl = L[il[il; /*Atualiza a matriz H para o proéxino produto */
131 }

132 }

= 0;h < mh++){

s
0;
0;
(h
J Hi]J[h] * Hh][j] + J; /*Conme¢a o produto matricial*/

J; /*Calcula cada entrada da matriz produto */



133}

134

135 /* for(i =0;i < mi++){

136 for(j =0;j] <mj++){

137 printf("%79 ", Hill[jl);

138 }

139 printf("\n");

140 }

141 syst em( " pause"); Pot énci a ok! agora é inprimr na tela */
142

143 /**< O tamanho nédio da fila */

144 for(j =0;j < mj++){

145 M=HXI[i] * ] +M

146 }

147

148 if(m< 7){ /**< Se a matriz for pequena, da para inprimr tudo */
149 for(i = 0;i <mi++){

150 for(j =0;) <mj++){

151

152 printf("%4g ", Hill[jl);

153 }

154 printf("\n");

155 }

156 printf("Oresultado esta acim\n");

157 syst en( " pause");

158 }

159 el se{

160 for(J =0,s = 0;s <= y;s++){

161 J =HXx][s] + J;

162 }

163 printf("O tamanho atual da fila eh: %\n", x);

164 printf("A probabilidade de sair de %d e estar em% emumtenpo % 7g eh: % 7g\n",x,y,t,Hx][y]);
165 printf("A probabilidade de a fila nao passar de % eh: % 7g\n",y,J);

166 printf("E a probabilidade de passar de % eh: % 7g\n",y,1 - J);

167 printf("Ura estinmativa do tamanho da fila no tenmpo % 7g eh: % 7g\n",t, M;
168 }

169 syst en( " pause");
170 return O;}
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