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Resumo

Este trabalho contém uma introducao as equacoes diferenciais, onde o principal objetivo
¢ apresentar solucoes para a equacao do calor. Fez-se um estudo detalhado do método
de separacao de variaveis aplicado ao problema da equacao do calor; em termos usuais,
esse método consiste em separar pelo sinal de igualdade os termos envolvendo as derivadas
parciais, de modo que a EDP presente na conducao de calor é solucionada. Para que haja
uma boa compreensao, discorremos sobre alguns conceitos e definicoes para desenvolver o
método de solucao de diferencas finitas, utilizando-se de simulagdes numéricas computacional
com enfoque na equagao parabdlica do calor.

Palavras-chave: Equacao do calor, separacao de variaveis, método de diferencgas finitas.



Abstract

This work contains an introduction to differential equations, where the main objective is
to present solutions for the heat equation. A detailed study was made of the method of
separation of variables applied to the problem of the heat equation; in usual terms, this
method consists of separating the terms involving the partial derivatives by the equal sign,
so that the EDP present in the heat conduction is solved. To have a good understanding,
we discuss some concepts and definitions to develop the finite difference solution method,
using computer numerical simulations with a focus on the parabolic equation of heat.

Keywords: Heat equation, separation of variables, finite difference method.
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Introducao

As Equacoes Diferenciais Parciais (EDPs) s@o essenciais para a resolugao de uma série
de problemas, sendo comumente utilizadas para descrever fenomenos tais como a Equagao
da Onda, Equagao do Calor (o qual este trabalho destaca) entre outros, desde que impostas
as condigoes de contorno relativas a cada um dos casos em particular. Para que haja
eficiéncia nos estudos das EDPs, é necessario ter um amplo conhecimento de propriedades
das Equacoes Diferenciais Ordindrias (EDOs), pois na maioria das vezes, faz-se a tentativa de
transformar a Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) em uma ou mais EDPs, simplificando

os calculos para chegar-se a solucao do problema.

E interessante mencionar que ha equagoes diferenciais que regem fenomenos fisicos como
citado anteriormente, mas, cujas solugoes analiticas envolvem casos de contorno bastante
complicados, nestes casos, é comum recorrer as solugoes aproximadas obtidas por meio da
aplicagao de métodos numeéricos cujo objetivo é encontrar uma solucao numérica bastante
préxima da solugao exata do problema, visando sempre diminuir o erro, ou seja, a diferenca

entre as duas solugoes, de tal forma que o método possa ser considerado vélido.

Dizemos que uma equagao é diferencial parcial, quando envolve uma funcao de n variaveis
com n > 2, e suas respectivas derivadas parciais de ordem até m, com m > 1, e podem ser
interpretados como um modelo matematico para problemas reais em muitas aplicacoes da
fisicas ja citado acima e até mesmo em biologia. H&a vérios métodos para a resolucao de
uma equacao diferencial, neste trabalho apresentaremos a separacao de varidveis, diferencas
finitas e a técnica de solugao numérica, objetivando levar um conhecimento béasico ao leitor

sobre 0s mesmos.

O objetivo dessa producao é um estudo detalhado da Equagao do Calor, que é formulado

por uma equagao diferencial parabdlica. Para isso, dividimos em 4 capitulos.

O Capitulo 1 apresenta uma nota histérica e algumas definicbes de EDPs, conceituando

ordem, tipos e condicoes de fronteiras, como preliminares para os préximos capitulos.

No Capitulo 2 ¢é realizado a formulacao mateméatica da Equagao do Calor, bem como
alguns resultados baseados nos livros de P. Boulos, D.G. Figueiredo e David Black. Neste

capitulo temos como objetivo apenas mostrar como se forma a principal equacao desse



trabalho. Além disso, utilizamos o método de separacao de variaveis e o principio da

superposicao, com o intuito de encontrar a solucao exata da equagao do calor..

No Capitulo 3 utilizamos o Método de Diferencas Finitas, em particular usamos um
esquema explicito para encontrar uma solugao numérica da equacao de estudo nessa producao.
Neste capitulo, ainda definimos e analisamos a Consisténcia, Estabilidade e a Convergéncia
do esquema numérico trabalhado. Para as nossas simulacoes, utilizamos o software MATLAB,
que é uma interface grafica padronizada que permite a solug¢ao de problemas razoavelmente

complexos sem a necessidade de um grande conhecimento sobre programacao.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Parciais

1.1 Nota Historica

As Equagoes Diferenciais iniciaram com o estudo de célculo por Isaac Newton (1642-1727)
e Gottfriend Wilhen Leibniz (1646 - 1716) durante o século XVII, Newton fez descobertas
sobre o calculo e as leis da mecanica por volta de 1665, elas circulavam privadamente entre
seus amigos, todavia, Newton era muito sensivel a criticas e s6 comecou a publicar seus

resultados a partir de 1687.

Apesar de Newton ter atuado bem pouco na area de Equacoes Diferenciais, o seu
desenvolvimento do calculo e a elucidacao dos principios basicos da mecanica forneceram a

base para a aplicacao das equagoes diferenciais no século XVII [BOYCE, 2010].

Ele desenvolveu métodos em casos onde f(z,y) é um polinémio em x e y usando séries
infinitas, além de classificar também as equacoes diferenciais. Entretanto, nao foi s6 Newton
que fez historia nessa época, Leibniz desenvolveu o método de separacao de varidvel e o
método de resolucao de equagoes lineares de primeira ordem, além de notagoes matematicas

de derivadas e integrais.

Esses progressos na ciéncia estimularam fisicos e matematicos da época a pesquisar e
desenvolver modelos que representassem outros ramos da fisica e da mecanica continua,
visto que o século XVIII é marcado por intensas teorias acerca das equacoes diferenciais,
resultando nas equagoes diferenciais parciais, e com ela um grau de dificuldade elevado nas

suas resolucoes [SIMOES, 2014].

Euler foi o matematico mais prolifico de todos os tempos, suas obras somam mais de
70 volumes, seus interesses incluiam todas as dreas da matemdtica e muitos campos de
aplicacoes, embora tenha ficado cego durante os ultimos 17 anos de sua vida, seu trabalho

continuou no mesmo ritmo até o ultimo dia de vida [BOYCE, 2010].



Mais tarde, Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813) mostrou que a solu¢ao de uma equagao
diferencial linear homogénea de ordem n é uma combinagao linear de n solugoes independentes.
[SIMOES, 2014] Nesse perfodo D’Alembert (1717-1783) também lancou um artigo sobre a
equagcao da onda, também conhecida como equacao das cordas vibrantes, mas o assunto nao
foi publicado até o final do século XVIII, assim como as defini¢oes mais gerais de funcoes

surgiram bem mais tarde, com a formalizagao de conceito durante o século XIX.

Em 1807 Joseph Fourier (1768-1830) estudando a propagagao de calor em sélidos, sob
certas condicOes iniciais desenvolveu suas séries e explicitou seus coeficientes, surgindo a
equagao do calor. Outro matematico também defendeu a causa de Fourier, Gustave Lejeume
Dirichlet deu continuidade ao trabalho contribuindo para uma fundamentagao bem mais

consistente da matematica na época.

Outra caracteristica importante nas equagoes diferenciais no século XX, foi a criacao de
métodos geométricos ou topoldgicos especialmente para equagao nao lineares, que tinha o
objetivo de compreender pelo menos qualitativamente o comportamento de solucoes de um

ponto de vista geométrico, assim como analitico, apropriando-se de aproximagoes numéricas

[BOYCE, 2010].

1.2 Definicao de Equagao

Este capitulo apresenta alguns conceitos basicos e importantes das equagoes diferenciais,
na intencao de familiarizar os contetidos que serao abordados nos capitulos posteriores,
portanto, temos de maneira intuitiva “equagoes”, que nos remete a incognita, e “diferenciais”

a ideia de derivadas.

Definicao 1.1. Uma equagao que contém derivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis
dependentes, com relacao a uma unica varidvel independente, ela € chamada de Equacao
Diferencial Ordindria (EDO). [ZILL, 2001]
Exemplo 1.1.

dy

= _5y=1 1.1
o Y (1.1)

Definicao 1.2. Qualquer equacao diferencial que contenha derivadas parciais, com a ordem
da equacgao sendo igual a ordem do mais alto coeficiente diferencial parcial que nela ocorre
¢ chamada de Equag¢ao Diferencial Parcial (EDP). Onde a varidvel dependente deve
ser uma fungdo de pelo menos duas varidveis independentes [STEPHENSON, 1975].

Exemplo 1.2.



Acima temos equagoes de primeira e segunda ordem, respectivamente, em que x e y sao

as variaveis independentes e u = u(x,y) a varidvel dependente.

E importante ressaltar que a equagao (1.3), geralmente, ocorre na descri¢do matemaética
dos fenomenos da natureza, perceba que muitos processos fisicos sao descritos por funcoes
de duas ou mais variaveis independentes, por exemplo, diversas variaveis no espaco x,y, e

z, e uma variavel no tempo t.

Consequentemente, qualquer relagao entre uma tal funcao [u(z,y, z,t)] e suas derivadas
em relacao a qualquer uma das variaveis independentes levara a uma equacao diferencial

parcial [STEPHENSON, 1975].

Na fisica, a equacao do calor é um modelo matematico para a conducao de calor em

solidos, contudo, abordaremos no préximo capitulo.

1.2.1 Equacoes Lineares e Nao Lineares

Uma equagao é linear se as incognitas e suas derivadas aparecem em uma soma em que
cada parcela é um produto de alguma derivada das incognitas com uma funcao que nao
depende das incégnitas, ou seja, a EDO F(y,v/,...,y™) = 0, é dita linear se F é uma

funcao linear das varidveis y,v/, . ..,y™, da mesma forma aplica-se as EDPs.

Assim, a EDO linear geral de ordem n é:
ap(t)y™ + ar()y" Y+ an(t)y = g(t),
as equagoes diferenciais que nao podem ser expressas dessa forma, nao sao lineares.

Definicao 1.3. Uma equacdo linear chama-se homogénea se cada termo contém ou a
varidvel dependente ou uma de suas derivadas, a exemplo temos a Equacao Bidimensional
de Laplace,

Vi =0,

que € homogénea, enquanto que, a Equacdo Bidimensional de Poisson,
Vi = flz,y),

onde f(x,y) é qualquer fungdo dada (nao-nula), é dita nao homogénea [STEPHENSON,
1975].

Solugao: De modo geral podemos dizer que uma combinacao linear de duas ou mais
solugoes, é também uma solu¢ao para uma EDO linear homogénea, de forma semelhante

dizemos que no caso de uma Equagao Diferencial Parcial (EDP), se uy,us,...,u, sdo n



solugoes diferentes de uma EDP homogénea em algum dado, entao,
U = Cluy + Colly + -+ + Cply, (1.4)

¢ também uma solucao no mesmo dominio onde ¢y, co, ..., c, sao constantes arbitrarias, e

chamamos esse resultado de Principio da Superposicao.

Condigoes de fronteira: Quando um fenomeno fisico é descrito matematicamente, é
necessario enunciar condicoes suficientes para se obter um resultado satisfatorio, assim, a

solucao deve ser unica e estavel.

Ha trés tipos de condigoes de fronteiras que surgem frequentemente na representagao de

fenomenos fisicos.

I) Condigoes de Dirichilet, onde u é especificado em cada ponto da fronteira de uma

regiao.

.~ ~ . . . U
IT) Condigoes de Neumann, onde sao prescritos os valores das derivadas normais an da
n

funcao na fronteira.

IIT) Condicao de Couchy, aqui, se uma das varidveis independentes é ¢, e os valores de u

ou
e de — na fronteira ¢ = 0 sao ambos dados, entao as condicoes de fronteiras sao do

tipo Couchy em relacao a variavel ¢.

1.2.2 Classificagoes Importantes

Uma equagao linear homogénea de segunda ordem geral pode ser ser escrita como:

0*u 0?u 0*u ou du
2h b 2f — + 29— =0 1.5
oz T dxdy i 0y? * f@x * gay ew=0 (15)

onde a, h,b, f,g e e, podem ser constantes ou fungoes de x e y.

De acordo com [STEPHENSON, 1975] a equagao (1.5) é do tipo:

Elitico se, ab — h? > 0,
Parabdlico se, ab — h? = 0,

Hiperbélico se, ab — h? < 0,

para fins informativo podemos dizer que a equacao da onda é uma equacao do tipo hiperbdlico,
a equacao de Laplace em duas variaveis é do tipo elitico e a equacao do calor é do tipo
parabdlico e quando uma equagao possui trés ou mais variaveis independentes a classificacao

¢é feita de forma semelhante.



Capitulo 2

Equacao do Calor

2.1 Preliminares

A partir de agora concentraremos na equacao diferencial que rege a transferéncia de
calor numa superficie, é importante ressaltar que o objetivo desse capitulo é unicamente
mostrar a formulacao matematica da equacao do calor. De modo que precisaremos de
alguns resultados prévios para um melhor entendimento nesse processo, para isso vamos

apresentar alguns conceitos, como segue:

Notacao de Leibniz: Uma notacao tradicionalmente usada para designar uma primitiva

de uma funcao f em um intervalo I é devida a Leibniz,

/f(x)dx.

Uma primitiva de f também é chamado de antiderivada de f, ou integral de f. Portanto,

por definicao de primitiva temos para todo x de I:

([ rwae) = s

Primeiro teorema fundamental do calculo: Seja f uma funcao continua no intervalo

I. Escolhendo ¢ em I, seja A a funcao de dominio I dada por

A(a:):/jf.

Entao, para todo x de I, tem-se



um enunciado mais condensado seria f continua no intervalo I, e ¢ um ponto de I, entao,

%(/f) ~ f(@)

Soma de Riemann: Seja f uma funcao definidaem [a,b] e P:a =20 <21 <29 < -+ <
x, = b, uma parti¢ao de [a, b] para cada indice i(i = 1,2,3,...,n) seja ¢; um nimero em

[z;_1, x;] escolhido arbitrariamente, assim temos:

Z fei)Ax; = f(c1)Azy + f(z2)Azg + - - - + f(cn) Ay,
i=1

A equagao acima denomina-se soma de Riemann de f, relativa a particao p e aos niimeros

C;.

Definicao 2.1. Dado um corpo de massa m e calor especifico c. O calor ) necessdrio para

a variacao da temperatura AT € representado por:
Q = mCAT, (2.1)

onde AT =Ty —T € a diferenca entre a temperatura final e inicial, respectivamente.

2.2 Deducao da Equacao do Calor

A deducao da equacao do calor feita aqui, estd baseada nos escritos de D. Bleecker
e [FIGUEIREDO, 2014], entao, suponha uma barra de comprimento L, e que o fluxo de
calor ocorra somente na direcao longitudinal, e as superficies da barra estejam isoladas

termicamente.

Definimos essa barra de forma homogénea, comprimento L, calor especifico ¢ e densidade
D, com a area da seccao transversal A muito pequena em relagao ao seu comprimento, de
maneira que a temperatura é constante em A, e serd representada por u(zx,t), entao a fungao

u(z,t) é a temperatura na barra na secgao transversal x no instante t.

Figura 1: Barra .




Agora vamos supor uma placa de comprimento Az, fixada em algum x = x, é importante
mencionar aqui a lei do resfriamento de Fourier, onde “dados duas placas P, e P, de areas
iguais a A, e temperaturas constantes 77 e T3, respectivamente, com as placas paralelas uma
a outra, haverd passagem de calor da placa mais quente para a mais fria” [FIGUEIREDO,
2014].

Assim, pela equacao (2.1) a energia necesséria para aquecer uma placa até uma determinada
temperatura é:

Q = mCAT,
queremos aquecer a placa de comprimento Az, de 0 até u(zy,t), entdao temos que
AT = u(zo,t) — 0 = u(zo, ),

como m = DAAx, logo:
Q = C(DAAz)u(zo, ). (2.2)

Tomando um intervalo qualquer [a, b] tal que 0 < a < b < L, com Az tendendo a zero e

somando a energia de todas as placas entre a e b tem-se:

Al}crilo [CDAAz(u(z1,t) + u(xe, t) + -+ - + u(x,, b)) = CDA AI;IEO [Zl u(z;, t)Ax (2.3)
Temos entao uma soma de Riemann, como Az tende a zero, logo:
n b
CDA- lim ;u(a:i,t)Aa: _ DA / w(, t)de = E(t), (2.4)

onde E(t) representa a energia térmica no instante t. Em [FIGUEIREDO, 2014] temos que

a taxa de energia térmica que passa por uma secgao transversal é dada por —K Au,(x,t).

Perceba que inicialmente foi assumido que a barra é termicamente isolada nas laterais,
logo, a tunica forma que o calor pode propagar no intervalo [a,b] é através das secgdes
transversais = a e x = b, portanto, a taxa com que o calor propagara nesse intervalo sera

a taxa de energia que entra em x = a menos a taxa de energia que sai em x = b, logo,
E'(t) = [-kAug(a,t) — (—kAug(b,t))]

= kAu, (b, t) — kAu,(a,t)
= [kAu,(z, t)]z,
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e pelo teorema fundamental do calculo,

E'(t) = [kAua(x, £)]" = / dd e Au, (2, )] da

T

(2.5)
b
= / kAt (x,t)dx.
Podemos também calcular E'(t) em 2.4 entao:
d b
E'(t) = 7 {/ C’DAu(x,t)dx} :
como a fungao é continua em [a, b], pela regra de Leibniz temos que:
d b
E'(t) = pr [/ CDAu(q:,t)d:c]
)
:/ pr [CDAu(x,t)] dx (2.6)
b
= / CDAu(z,t)dx.
De (2.5) e (2.6) segue:
b b
/ CDAu(z,t)de = / kAt (x,t)dz,
agora divide-se ambos os lados por CDA,;
b b, b
/a u(z, t)de = /a C—Dum(x,t)da: = /a kg, (z,t)dz,
nde k = . dai temos:
onde k = ~—, daf temos:
b
/ (ue(x,t) — kg (z,t)) de = 0,V[a,b] C [0, L] e Vt > 0. (2.7)

Perceba que k é uma constante, e supondo v uma funcao, tal que a integrando em 2.7

obtemos:
ur(z,t) — kg (x,t) = 0,V € [0, L] e Vt > 0,

ou seja,
Uy = Ky, (2.8)
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A equacao acima é denominada equacao do calor, e é a lei que rege a variacao de
temperatura u(z,t) numa barra uniforme com a superficie lateral isolada termicamente

[FIGUEIREDO, 2014].

2.3 Solucao via Método de Separacao de Variaveis

Nosso problema consiste na conducao de calor em uma barra de comprimento L, onde
a superficie lateral dessa barra estd isolada termicamente e o fluxo de calor s6 é possivel na
direcao longitudinal de modo que o problema ¢é de uma sé dimensao. E importante lembrar
que as grandezas fisicas sao constantes em cada sec¢ao transversal, portanto, é possivel que

haja variacao de calor de uma secgao para a outra.

Queremos, entao, determinar a temperatura u(x,t) do ponto x da barra, no instante ¢,

de modo a satisfazer o seguinte problema de valor inicial e de contorno:
u = ktge, x € (0,L), t >0, (2.9)
sujeito as condicoes iniciais e de contorno:
uw(z,0) = f(z), z€][0,L], (2.10)
uw(0,t) =u(L,t) =0 t>0. (2.11)

Para este propédsito, usaremos o método de separacao de variaveis, o qual consiste em
separar pelo sinal de igualdade os termos envolvendo as derivadas parciais. No que se segue
conduziremos o trabalho de acordo com a obra de FIGUEIREDO [2014].

Assim, para encontrar a solucdo, separamos u(x,t) de (2.9) em duas fungoes, uma de x

e outra de ¢t da seguinte maneira:
u(z,t) = X(x)T(t)

logo,
X (2)T'(t) — kX" (x)T(t) = 0. (2.12)

Agora separamos as variaveis e deixamos em lados opostos os termos que dependem de
x ey, porém, isso sO é possivel se ambos os lados forem constantes, assim, igualamos os

termos a uma constante que indicaremos por A.

X"@) T
X(@) Tk
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Por simplicidade tomemos na equagao anterior kK = 1 e obtemos as seguintes EDOs:
X"(x) = AX(z) =0, paraO0<z <L (2.13)
T'(t) — A\T'(t) = 0. (2.14)

A partir desse momento temos por objetivo solucionar o problema que vem sendo
proposto, supondo que a solugao é da forma u(x,t) = X (z)T'(t) e aplicando as condigdes de
contorno (2.10) e (2.11) temos:

w(0,8) = 0 = X(0)T(t) = 0 = X(0) =0, (2.15)

u(L,t) =0= X(L)T'(t) =0= X(L) =0, (2.16)

perceba que se T'(t) = 0, a solugdo seria trivial, ou seja, u(x,t) = 0 para todo x e todo ¢, o

que nao nos interessa.

Considerando a EDO dada em (2.13), procederemos no sentido de ver quais os valores de
A que conduzem a solugoes de X (x) ndo identicamente nulas. Para isso, h trés possibilidades

para A conforme segue: A >0, A=0e A <0.

Caso A = 0: Neste caso, a solucao ¢é da forma:
X"(z)=0 = X(z)=Cx+Cy, (2.17)
e das condigbes (2.15) e (2.16), vem que

X(0)=0 = Cy=0
X(L)ZO = 01L+02:07

o que acarreta em C; = Cy = 0, logo temos X (z) = 0.

Caso A > 0: A solugao da EDO (2.13) ¢é da forma,

X(z) = C1e¥™ 4 CheVH*, (2.18)

Entao, para satisfazer as condigdes (2.15) e (2.16), devemos ter:

= Cl+02:0,

0
0 = Oy

Da primeira equacgao do sistema temos que C; = —C), substituindo esse resultado na
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segunda equacao, obtemos

02 (6_\/XL — 6\/XL> =0

donde obtemos Cy = 0 pois (e“f)‘L — e*r’\L> # 0. Assim também temos C; = 0, o que

implica em X (z) = 0, o que nao interessa.

Caso A < 0: Para A < 0, faremos a solugao da mesma forma como no caso anterior,

tomando A = —p?, assim, a equagao (2.13) pode ser reescrita como
X"(z) 4+ p*X(z) =0,
portanto a solucao geral é da forma

X(JZ) = C’lei“z + C’ge_i“m,

ou ainda, usando-se a férmula de Euler dada por e™ = cos + isen @, obtemos

X(z) = (Cy + Cy) cos(pz) + (Cy — Cy)isen (ux)

Assim, concluimos que

X(z) = Acos(uzx) + Bsen (ux). (2.19)

Agora utilizamos novamente as condigoes de contorno para determinar os valores das

constantes:
X(0)=0 = Acos(0)+ Bsen(0) =0,
o que implica A = 0. Por outro lado, para X (L) = 0, temos
X(L)=0 = Acos(uL)+ Bsen(ulL) =0

= 0+ Bsen(ulL)=0
= Bsen(ulL) =0,

assim, temos que B = 0 ou sen (uL) = 0. Se B é nulo, entao teremos X (z) = 0, o que nao

queremos. Entao devemos ter

sen (uL) =0,

o que implica que (uL) deve ser um numero inteiro miltiplo de 7, entdo os valores de
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—\ = 12, sao dados por

2
u? = (%) , paran=1,2,3,... (2.20)

Substituindo os valores de ;1 e A =0 em (2.19) resulta:

X(z) = Bsen (n_zx) . (2.21)

Agora vamos usar o valor encontrado de A para solucionar a EDO (2.14). Assim, temos

() =~ (°F) T,

cuja solucao geral é
nm 2
T(t) = CelT) T, (2.22)

Portanto, substituindo (2.21) e (2.22) em u(z,t) = X (x)T(t), vem que

up(z,t) = sen (?) (') Y paran=1,23,... (2.23)

a qual satisfaz a Equacao (2.9) e as condigoes de fronteira (2.11).

2.4 Principio da Superposicao

Se y; e yo sao duas solucoes de uma equagao, entao a combinagao linear c1y; + coya,

também é solugao para quaisquer valores de ¢; e cs.

Como a equagao (2.9) e as condigbes de contorno sdo homogéneas, vamos ter que
somas de fungoes que satisfazem as condi¢oes de contorno, também satisfarao essas mesmas

condicoes de contorno, ou seja:
= nwx 2
_ nm
u(z,t) = 5 Cp SN (T) e () g (2.24)
n=1
também serao solucoes da equacao do calor e das condi¢oes de contorno apresentadas em

(2.9).

Perceba que a condigao inicial u(z,0) = f(z) mencionada no inicio do capitulo, onde a
temperatura da barra no ponto 0 é dada por f(x), ainda nao foi utilizada entre as solugoes,

assim, usaremos agora, onde temos:

u(z,0) = icn sen <?) = f(z). (2.25)
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Agora, multiplicando-se a expressao acima por sen (mgl’) e, integrando-se em [0, L], vem

que

L I o
/0 f(z)sen <m£m> dxz/o ;cnsen <n_zx> sen (mzx) dx
=S [ sen ("5 sen ()

_nzl " 0 L L 7

segue entao, da ortogonalidade da funcao seno (ver [FIGUEIREDO, 2014], p. 17), que as
integrais dadas na equagao anterior serdo iguais a zero para m # n, restando somente o

caso em que m = n, para o qual se tem a integral igual a L/2, assim, obtemos

nwT L

L
— ) dx =c,—, 2.26
/Of(x)sen<L)x tn (2.26)
isto é,
9 L
Cp = Z/o f(x)sen <?> dx. (2.27)
Exemplo 2.1. Vejamos um exemplo simples, considere a equagao do calor dada por

U — Uy =0, t>0, z€(0,1),
u(0,t) = u(1,t) =0, t>0,
u(z,0) = f(x) z € 0,1].

em que f(x) = 2sen (3mx).

Pelo método de separacao de variaveis a solucao procurada pode ser obtida através da

expressao (2.28). Em que o coeficiente ¢, pode ser calculado segundo (2.27), assim, obtemos
1
Cp = 4/ sen (3mx) sen (nmx) dx,
0
e da ortogonalidade da funcao seno, temos que a solucao u(x,t) é dada por
u(z,t) = 2sen (3mx) e~ ()t (2.28)

Exemplo 2.2. Considere uma barra isolada termicamente nas extremidades. Determine a

funcao u(x,t) em (0,1) tal que

U — Uz =0, t>0, x€(0,1),
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0,
u(z,0) =1 z €0, 1].



Temos que o coeficiente de Fourier é dado por

1
2
Cp = 2/ sen (nmz) de = — (1 — cos (nmx)) .
0 nm

Agora, temos que se n é par, entao cos (nwx) = 1 e, se n é impar, cos (nmx)

—, sen=1,3,5,...
nmw

0, sen=2,4,6,...

Portanto, conforme (2.28) a solugao do problema é dada por

o

4 1 2
t) = — m—1 —((2n—1)7) t
u(z,t) - El2n_1sen ((2n—1)mx)e

n—

16

—1, isto
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Capitulo 3

Método de Diferencas Finitas para

Equacao do Calor

Os métodos numéricos sao técnicas pelas quais problemas matematicos sao formulados

de modo que possam ser resolvidos como operagoes aritméticas [CHAPRA, 2011].

Nesse caso, vamos utilizar o método das diferencas finitas que consiste em discretizar
uma equagao diferencial e substituir as derivadas presentes nesta equagao por aproximagoes,

para que ela se torne uma equacao algébrica.

Quando falamos em discretizacao é necessario lembrar de derivagao numérica, uma vez
que a derivacao numérica é uma forma de encontrar aproximacoes a partir de um conjunto
de pontos discretos, entao tomamos um ponto conhecido x( e calculamos a sua diferenca
em relagdo a um proximo, xro — Az por exemplo:

f(:cO - A:C) - f(xO) (31)

f(wo) = AL ,

quanto menor o valor de Az com Az # 0, melhor serd a aproximagcao feita pelo método,

porém, sempre haverd um erro a ser considerado.

Os erros numéricos sao causados pelo uso de aproximacgoes para representar operagoes
e quantidades matematicas exatas, e a relagao entre o resultado exato ou verdadeiro pode
ser formulada como (ver CHAPRA [2011]):

valor verdadeiro = aproximacao + erro.

Assim, usaremos a Série de Taylor com a ideia de construi-la termo a termo, por exemplo:

fwj) = (f(25)), (3.2)

essa relacao é chamada de aproximagao de ordem zero, a qual indica que o valor de f no
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novo ponto é o mesmo que seu valor no ponto antigo [CUMINATO, 2013].

3.1 Aproximacoes das derivadas

Seja J € N, suponhamos uma reta de comprimento L, e dividiremos o dominio num
nimero de intervalos de comprimentos Az = L/(J+1). As extremidades dos intervalos sao

os nos que sao numerados de xop = 0 a x;,1 = L. Sendo assim, definimos a malha
r=0<r=Av<..<zy=JAr<z;=(J+1)Az =L, (3.3)

com z; = jAzr para j =0,1,2,...,J + 1.

Aqui adotaremos a série de Taylor como mencionado anteriormente na equagao (3.2),
na intencao de conseguir as aproximagoes das derivadas; comecaremos com as vizinhangas

do ponto z;, que sao x4 € T,_1.

Dessa forma, temos:

Ax? Az? Ax?
Flagen) = fo; + Ax) = o)+ Aaf'(ey) + S () + S 7+ f @), (3.4)
com z; < & < xjq;. E também
A 2 A 3 A 4
Flaga) = Fo; = D) = () = Daf () + S @) = S 0"+ S Y@, (39)

com ;1 < & < .

Da equagao (3.4), podemos obter um estimador da primeira derivada chamada de diferenga

progressiva, dada por:

f/(a:j) _ f(xj-i-l)A; f(ZE]) + O(Aﬂ?), (36)

Por outro lado, da equacao (3.5), obtemos outro estimador da primeira derivada, o qual
denominamos por diferenca regressiva,

f(x;) = fz51)

flay) = HES

+ O(Ax). (3.7)

Agora, subtraindo-se a equagao (3.5) de (3.4) , resulta em outra diferenga que aproxima
a primeira derivada, dada por
f(@je1) — fzj1)

f(z;) = e +0(Az?), (3.8)

a qual chamamos de diferenga central.
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E finalmente, agora estamos interessados em encontrar um estimador por diferengas
centrais da segunda derivada, totalmente necessério, pois o problema proposto nesse trabalho
¢ de segunda derivada. Entao, desta vez efetuaremos a soma dos termos das equagoes (3.4)
e (3.5), para obter:

f(@jr1) = 2f (x;) + f(xj-1)

7)) = N +0(8a?) (39)

Assim sendo, a equagao (3.9) é a diferenca central da segunda derivada que queriamos.
Vale observar que a notagado O(Az") indica o erro de truncamento relativo a cada um dos
operadores de diferencas, em que n designa a ordem. Neste sentido, com maior a ordem,

maior sera a precisao da aproximacao.

3.2 Esquema Explicito

Nesta secao, expressamos uma solugao numérica, por diferencas finitas, para a equagao
do calor (2.1). Neste ponto, substituimos as derivadas envolvidas na equagao do calor pelos
estimadores de diferencas no espaco e no tempo como visto na secao anterior. Entao,
apresentamos um esquema explicito e, além disso, estudamos algumas propriedades do

esquema tais como consisténcia, estabilidade e convergéencia.

Anteriormente foi feita a divisdo do intervalo [0, L] em J partes iguais de comprimento

Az, com J + 1 pontos sobre o dominio da posi¢ao z, de modo que z; = jAz, 0 < j < J.

Da mesma forma, procederemos no tempo, definimos t¢,, = mAt, para a divisao do

intervalo [0, 7] em N partes de comprimento At, onde At denota o passo da malha temporal.

Nosso objetivo, entao, ¢ encontrar uma solugao aproximada vj" da solugao exata w(xj, ty).
Esta secao esta baseada em particular nas obras de SMITH [1985], TVEITO [1998].

Sendo assim, considere as seguintes aproximagoes:

i) Um + At) — i» tm
(), tm) = uz; A?ﬁ w2;, tm) + O(At)

(x; — Az, t,,) — 2u(xj, ty) +u(x; + Az, t),)
Ax?

U (T, ) = ku

+ O(Ax?).

Essas aproximacoes motivam o seguinte esquema:

m+1 . m mo m m
Yj S iy 2!

At Ax? ’
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e, entao, explicitando v;”“, obtemos
At
m+1 __ m m m m
Vi SRR (0721 = 207" + v}y) + v)"

Definindo a = k Al

NI aplicando a propriedade distributiva, segue que:
x

U;?Hl = ol | + (1-— 2a)v§" + Ay, (3.10)

comj=12...,Jem>0.

E, ao se observar as condigdes de contorno (2.10), definimos
vy =0 e v}, =0, paratodom,
também definimos as condic¢oes iniciais numericamente por

v? = f(x;), paratodoj=1,2,...,J

Observe que na equagao (3.10) os valores nos niveis de tempo de t,,,1 sdo calculados
usando apenas os valores de tempo anterior. Por esse motivo, chamamos esse método de

resolucao por esquemas explicitos. [TVEITO, 1998]

3.3 Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia

Para que a solucao numérica apresente uma aproximagao razoavel da solucao exata do
problema matematico, é necessario que o método represente propriedades de consisténcia,
convergéncia e estabilidade. Essas propriedades, de certa forma, tem relacdo nas solugoes

numéricas e sao fungoes dos erros envolvidos.

3.3.1 Consisténcia

Definicao 3.1. Dada uma equacao diferencial Lu = 0 e um esquema de diferencas finitas
Lazav = 0, dizemos que o esquema de diferencas finitas é consistente com a equagdo

diferencial se para qualquer ¢(x,t) suficientemente reqular tem-se:
Lazarg — Lo — 0, (3.11)

quando (Az, At) — 0 . Considerando-se convergéncia pontual em cada (x,t).

Vejamos o caso do nosso objeto de estudo, a equacao do calor dada em (2.9). Considere
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2
L o operador dado por — — ka— Sendo assim,

ot 0xr?’

Lu = uy — kg,

e o operador de diferencas finitas

()

m+1l . m m m m
Loam= "0 U T2 U
> At Az?

Assim, desde que Lu = 0, da Equacao (3.11), segue que

m+1l . m m m m
u; uj —kUj_l 20" + ully

At Ax?

Lazatw — Lu = Lag au = (3.12)

Por outro lado, da expansao em série de Taylor, temos que

m 2 2 LG
uI = (g, by + AL) = U + At (%> + At (%> +0(Ar),

j ot), = 20 \or2 ),

uity = u(z; + Az, b)) = uj' + Az (%)j + Az_flg2 (%)j * AS_[}'C3 (%)TJF
+A4—T4 (%>7+A5—T5 (%>7+O(A1’6)7

= i) = e (30) " A (TUY 2 (2"

Entao, substituindo em (3.12), obtemos

o (Y™ A\ [ A (0"
(Azant = | 5y 2 \ o2 022 12 \ 924

J J J J

2 m 2 m 2 4 m
- (a“ 5 “) L2 (8—“) AL (a “) +O(Az", AP?)

+ O(Az?, A?)

\§_$£28t2j 12 %j
=0
At [92u\"™" Az 0%\
el B T Rl Azt A,
2 (8t2>j ST (8x4)j T O(A, AF)

Segue, portanto, que Laz apu — 0 quando (Axz, At) — 0. Logo o esquema numeérico é

consistente a equacao diferencial dada.
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3.3.2 Estabilidade

Definicao 3.2. Dizemos que um esquema de diferencas finitas é estdvel se existe uma

constante M > 0 tal que o erro pontual em (x;,t,,), dado por e = w(xj, tm) — vy, satisfaz

ef*| < M, para todo j,m.

Portanto, o conceito de estabilidade esta relacionado ao crescimento, ou diminui¢ao dos
erros introduzidos nos calculos. Sendo assim, diremos que um método é numericamente
instavel se os erros de arredondamento ou truncamento podem ser amplificados, fazendo

com que 0 erro cres¢a exponencialmente.

Em relacao a estabilidade dos esquemas numéricos, podemos classifica-los como:

i) Condicionalmente estdveis: para fornecerem solu¢oeses numéricas estaveis, devem

satisfazer uma condicao de estabilidade.

ii) Incondicionalmente estéveis: nao necessitam satisfazer quaisquer critérios de estabilidade

para produzirem solugoes estaveis.

iii) Incondicionalmente instaveis: nao existem valores de At que permitem a eles fornecerem

solugoes estaveis.

Para a andlise da estabilidade do nosso problema, usaremos o critério de Von Neumann.
Geralmente a condic¢ao de estabilidade deduzida a partir desse critério € suficiente para casos
onde a EDP e o MDF sao lineares.

Entao vamos admitir que haja uma solugao da equagao de diferencgas (3.10) é da forma:

vt = eMmelPT = (eM)me! (3.13)

Agora faremos algumas relacbes com o intuito de logo mais encontrar \ e [ tais que

(3.13) seja de fato uma solugao de (3.10), entao,

vm+1 —

: AV EIBT — (MY Hl(cos B + I 'sen (37)

Vi, = AmelBUT — (eM™(cos B(j + 1) + Isen B(j + 1))

vty = eePUTD = ()™ (cos B(j — 1) + Isen B(j — 1))
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Substituiremos (3.13) em (3.10), logo:
AN IBT — (1 20)MmelBi | oMl . M 186+
el — (1= 20)eMmelBi 4 (el 4 Am 86T
er=1-2a+a(e P ),
e como:
e P 4 ¢! = cos(—B) + Isen (—B3) 4 cos B + I'sen f = 2 cos 3,

temos:

ed=1—2a+ 2acosf
=1—2a(1 —cos 3)

=1-2«a <ZSen2§)
2
2
2

=1—4asen”—,

como « > 0, entao,

A g

et =1 —4asen2§ <1.

Para que haja estabilidade sera necessario que |e*| < 1, com e* < 1, e ainda, precisamos

impor —1 < e*, ou seja,

2
<1 - 4050
2
Dai, segue que:
1
< -
“= 1 —cospf’

ou seja, a < —. Assim, conclui-se que o método é condicionalmente estavel.

N | —

3.3.3 Convergéncia

Definicao 3.3. Dizemos que esquema em diferencas finitas Laz acv = 0 € que aproxima uma
equagao diferencial L(u) = 0 € um esquema convergente em cada ponto, se para qualquer
v et, quando (xj,t,,) converge para (z,t), tem-se que vj* converge para u(zj,ty,) quando
(Az, At) — 0.

Feito isso, ¢é possivel perceber que a convergéncia ¢ a propriedade desejada para a maioria
dos esquemas numéricos nas solugoes de equacoes diferenciais, pois garante que uma solugao

aproximada do problema original sera obtida.

Observacao 3.1. A convergéncia € extremamente importante, no entanto, dificil de ser
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demonstrada diretamante. Em geral, fazemos uso de um resultado devido a Lax [SMITH,

1985], o qual relaciona os conceitos de consisténcia, estabilidade e convergéncia.

Teorema 3.1 (Teorema da Equivaléncia de Lax). Um esquema de diferencas finitas é

convergente se e somente se ele é consistente e estdvel.

3.4 Simulacoes Numéricas

Nesta secao apresentaremos simulagoes numéricas do problema de conducao de calor
em uma barra de comprimento L, cuja temperatura u(z,t) é dada em (2.9)—(2.11). Para
as simula¢oes numéricas, utilizaremos o esquema explicito via método de diferencas finitas
dado em (3.10), isto é,

m+1 m m m
v = oty + (1= 2a)0]" + avlly,

em que o = At/(Az)?.

Para os nossos propositos, considere uma barra de comprimento L = 1, k = 1. Para
condigao inicial tomemos f(z) = 2sen (37x), como no Exemplo 2.1. Na malha computacional
assumimos Az = 1,0-107 e At = 1,25-1073, de modo que a = 1,25-107!, portanto menor
que 1/2 satisfazendo a condicao de estabilidade do esquema proposto. A Figura 2 mostra a
comparagao entre a solucao exata obtida a partir do método de separacao de variaveis e o

resultado numérico obtido a partir do esquema explicito (3.10).
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Solugado Exata u(x ,tm)

0.04

Solugdo Numérica vj"n

0.04

Figura 2: Resultado da simulaggao numérica v7 em comparacao com a solucao exata u(z;, t,)
do problema (2.9)~(2.11) dada por u(z,t) = 2sen (37z)e G™. Para esta simulacio
tomamos a < 0,5, portanto satisfazendo a condigao de estabilidade.
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Note nos graficos acima que nao é possivel observar uma diferenca entre as solugoes

exata u(vj,t,,) e numérica vj"’. No entanto, ao tomarmos a diferenga dos valores destas

solugoes no ltimo passo de tempo, podemos perceber que existe um pequeno erro, neste

caso da ordem de 1073. Neste ponto, é importante ressaltar que a ordem desse erro esta

relacionado aos parametros da malha At e Az, pois quanto menores forem os parametros,

Menor Sera o erro.

z; | u(xj, ts2) 0?2 |u(xj, tse) — v?2|
0.0 0 0 0

0.1 ] 0,0518 0,0556 | 3,7813 x 1073
0.2 | 0,0609 0,0653 | 4,4452 x 1073
0.3 | 0,0198 | 0,0212 | 1,4443 x 1073
0.4 | -0,0376 | -0,0404 | 2,7473 x 1073
0.5 | -0.0640 | -0,0687 | 4,6739 x 1073
0.6 | -0,0376 |-0,0404 | 2,7473 x 1073
0.7 0,0198 0.0212 1,4443 x 1073
0.8 | 0,0609 0,0653 | 4,4452 x 1073
0.9 | 0,0518 0,0556 | 3,7813 x 1073
1.0 0 0 0
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