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Resumo

Este trabalho apresenta duas aplicaces de temas como probabilidade, estatistica e séries
temporais a problemas reais nas quais 0 autor participou enquanto pesquisador em companhia
de seu orientador. Uma delas é uma aplicacdo direta da tese de doutorado de seu orientador e
outro uma segunda situacdo problema, também em um tema que orbita a area de probabilidade
e estatistica. Todas as aplicacBes mostradas resultaram em resumos/artigos publicados e se
desenvolveram entre os anos de 2020 e 2023. Procura-se também destacar que atividades de
pesquisa como as desenvolvidas pelo autor enriquecem a formacéo académica de um aluno de
graduacdo. Isto é feito ao recapitular os fundamentos basicos de probabilidade e séries
temporais que sdo as bases das aplicacGes apresentadas neste trabalho. Além disso, toda a
fundamentacéo basica apresentada busca deixar o trabalho acessivel a um leitor eventualmente

nao iniciado nos temas deste estudo.

PALAVRAS-CHAVE: Probabilidade; Séries-Temporais; Modelos ARIMA,;
Correlagéo.



Abstract

This work presents two applications of topics such as probability, statistics and time
series to real problems in which the author participated as a researcher along with his supervisor.
One of these is a direct application of his supervisor’s doctorate thesis and the other one is
another problem, also in a topic that orbits the great area of probability and statistics. All
applications shown in this work resulted in published short works/articles and were carried out
between 2020 and 2023. The author aims to highlight, as well, the importance of research
activities in a graduation course to the enrichment of the academic education of a student. This
is done by recapitulating basic fundamentals of probability and time series theory, which are
the foundations of the applications presented in this work. Besides, all the fundamentals
presented here aim to turn this study accessible to an undergraduate student that is not initiated

in the topic of this work.

KEY-WORDS: Probability; Time series theory; ARIMA Model; Correlation.
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Capitulo 1 - Introducéo

O percurso académico dentro de um curso de graduacdo € marcado pela quantidade
significativamente maior de aulas (e outras atividades de ensino) em comparagcdo com
atividades de extensdo e pesquisa, contudo, legislacbes e demais normativas, atendendo a
demandas reais da sociedade brasileira, vem paulatinamente transformando essa realidade, ao
exigir a integracdo maior de atividades de pesquisa e de extensdo na formacao de um aluno de
graduacao.

O presente trabalho tem por objetivo apresentar duas aplica¢Ges de pesquisa realizadas pelo
autor no ambito de seu curso de graduacéo e, em segundo lugar, ligar estas aplica¢cbes com
contetidos que sdo abordados normalmente na formacao de um licenciado em Matematica da
UFPA Salindpolis.

Inicialmente serdo apresentados os fundamentos basilares (que podem ser facilmente
estudados a nivel de graduacéo) das aplicacGes mostradas nos capitulos finais. Estas aplicacdes
sdo: (i) um modelo hibrido para representar a propagacdo de ondas eletromagnéticas na
frequéncia de telefonia celular aplicado em um cenario da cidade de Salinopolis e; (ii) a
avaliagdo da existéncia de correlagdo entre notas de portugués e matematica da “Provinha
Brasil” ¢ a renda per capita de municipios do estado do Pard. Ambos os problemas abordados
neste trabalho possuem seu ferramental matematico de origem em assuntos de probabilidade,
estatistica e séries temporais. Temas esses que, em um processo de iniciacao cientifica, tornam-
se acessiveis a um aluno de graduacao.

No capitulo 2 sdo apresentados fundamentos basicos em probabilidade. No capitulo 3 sédo
apresentados fundamentos basicos em séries temporais. No capitulo 4 os problemas praticos
atacados pelo autor (todos com publicacdes como resultado) sdo mostrados. Finalmente, o
capitulo 5 mostra as conclusdes deste trabalho de concluséo de curso e o elo entre os problemas
praticos e a trajetdria académica de um aluno de graduacéo é retomado, fechando o raciocinio
iniciado aqui, na introducéo.
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Capitulo 2 — Fundamentos em Probabilidade
2.1- Considerac0es Iniciais

Estudar probabilidade € estudar as chances de determinado resultado acontecer em uma
determinada situacdo. Dentro do estudo de probabilidade existem modelos matematicos que
sdo utilizados para modelar determinado fendmeno a partir das chances de determinado
resultado ocorrer. Neste trabalho, uma das aplicacdes apresentadas é o estudo da correlacéo
entre duas variaveis estudadas através de dados obtidos de eventos reais. A correlacdo é uma
das métricas utilizadas no estudo de probabilidade para analisar a relacdo entre varidveis. Por
outro lado, o que chamamos de estatistica é a area de estudo que envolve as formas de
tratamento de dados brutos para que estes sejam analisados posteriormente, por exemplo,
através da probabilidade. Neste capitulo sdo apresentados fundamentos basicos em
probabilidade e estatistica que norteiam o ferramental matematico utilizado em uma das
aplicacdes mostrada neste trabalho. A referéncia base para a fundamentagdo teoérica exposta
nesse capitulo € (Spiegel, 2009).

2.2- Axiomas da probabilidade

Seja um experimento aleatério, no qual todos os resultados sdo imprevisiveis ainda que
feitos em igual circunstancias. Por exemplo, ao lancar um dado (de seis faces) sabe-se que nesse
lancamento serd obtida uma das seis faces, porém, antes do experimento, a resposta final é
desconhecida (Spiegel, 2009). O conceito de probabilidade esta relacionado a situacdes desse
tipo. Seja, entdo, S o espaco amostral de determinado experimento, S € formado pelo conjunto
dos possiveis resultados do experimento. No lancamento de um dado esse conjunto é dado por
S ={1,2,3,4,5,6}, denominamos qualquer subconjunto desse espago amostral de evento
aleatdrio A, isto é, um conjunto de resultados possiveis. A cada evento A associaremos um
namero real P(A). Sendo P a funcdo de probabilidade e P(A) a probabilidade do evento A.
P(A) deve satisfazer os seguintes axiomas:

Axioma 2.1 Para o0 evento A em S,
P(A) = 0. (2.1)

Isto quer dizer que ndo podemaos ter probabilidade negativa.

Axioma 2.2 Dado um espago amostral S de todas as possibilidades, ao calcularmos a
probabilidade desse espago amostral o resultado seré igual a 1, ou seja:

P(S) =1 (2.2)
Axioma 2.3 Seja um conjunto de eventos disjuntos A4, 4,, ... A probabilidade da uni&o dos
eventos 4;, i = 1,2, ... é dada pela soma das probabilidades de cada evento, isto é

P(A4; UA, U ..) = P(4,) + P(4,) + - (2.3)
Analogamente, tem-se
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P(O AL-) = Zn:P(Ai). (2.4)

2.3- Probabilidade condicional

Sejam A e B dois eventos tais que P(A) > 0. Denota-se por P(B|A) a probabilidade de B
dado que A ocorreu. Como se sabe que A ja ocorreu, este passa a ser 0 novo espaco amostral
no lugar de S. Dai tem-se a defini¢do

P(ANB)

P(A|B) = ) (2.5)

2.4- Eventos independentes

A igualdade
P(A|B) = P(A) (2.6)
significa que a probabilidade de A ocorrer visto que B ocorreu continua sendo a mesma, pois,
a ocorréncia de A independe de qualquer resultado de B. Analogamente, tem-se:
P(B|A) = P(B) (2.7)
Afirmamos que A e B sdo eventos independentes quando a probabilidade de um ocorrer ndo
depende da ocorréncia do outro. Por exemplo, sejam dois eventos, um sendo o langcamento de
um dado, o outro um langamento de uma moeda, a probabilidade de obter a face quatro do dado
independe da probabilidade do resultado cara no lancamento da moeda. Em linguagem
matematica, tem-se:

P(ANB) = P(A)P(B) (2.8)

A probabilidade da interseccdo e igual ao produto da probabilidade de A e B. Assumindo
que (2.7) é verdade dessa forma, A e B sdo independentes.

Em caso de trés eventos A;,A,A; sdo independentes, se eles, dois a dois, forem
independentes.

P(AjnA) =P(4)P(4y) j#k com j k=123 (2.9)
P(A; N Ay N Az) = P(A])P(A;)P(As) (2.10)

Notar que nenhuma das equacgdes (2.8) e (2.9) sdo suficientes individualmente para
caracterizar a independéncia de trés eventos. Para situagfes com mais de trés eventos, é possivel
definir a independéncia de forma analoga (Spiegel, 2009).
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2.5- Variavel Aleatoria

Uma variavel aleatoria (VA), ou variavel estocéstica representa cada ponto do espaco
amostral por um numero, isto é, trata-se de uma fungdo que associa um numero a um
determinado evento no espaco amostral de um experimento. Pode-se chamé-la de funcéo
aleatéria (funcdo estocéstica) e normalmente € representada por uma letra maiuscula,
X ou Y geralmente.

Um exemplo classico para uma melhor compreensdo das VAs é o langamento da moeda.
Suponha que seja langada uma moeda duas vezes, seu espaco amostral é S =
{HH,HT,TH,TT}, tal que, H é carae T é coroa. A variavel X representara o nimero de caras
enquanto Y indica o nimero de coroas, a cada evento sera associado um ndmero tanto para X
quanto para Y, podemos observar na tabela 2.1.

Tabela 2.1: llustracdo de eventos de uma variavel aleatoria

Evento HH HT TH TT
X 2 1 1 0
Y 0 1 1 2

Diz-se que uma variavel aleatéria é discreta quando o conjunto de possiveis resultados é
finito ou enumeréavel. Ao contrério, quando assume infinitos valores, ou finitos ndo
enumeraveis, chamamos de variavel aleatoria ndo discreta.

2.6- Distribuicdo de probabilidade

Seja uma variavel aleatoria discreta X , com seus possiveis valores x,, x,, x5, ..., pode-se
determinar para cada valor dessa variavel uma probabilidade de ocorréncia. Ao relaciona cada
valor dessa variavel, tem-se:

P(X =xi) = f(xi) k=1,2.. (2.11)
Dessa forma, pode-se definir o que se chama de funcéo de probabilidade (distribuicdo de
probabilidade),
PX=x)=f(x) (2.12)
Para que uma funcdo f (x) possa ser uma fungdo de probabilidade, é necessario que satisfaca
as seguintes condicdes:

1. f(x)=0;
2. Y. f(x) =1 (2.13)
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2.7- Funcéo distribuicdo de probabilidade para VAs

A funcdo distribuicdo de probabilidade, ou funcdo cumulativa de probabilidade de uma
variavel aleatéria X é definida por

F(x)=PX<x), XxXER. (2.14)

A funcéo F(x) tem as seguintes propriedades:

1. F(x) é ndo decrescente;
2. lim F(x)=0elimF(x)=1
X—>—00 X—00

] . . (2.15)
3. F(x) é continua pela direita
Para uma VA discreta, tem-se:
F(x)=P(X<x)= Z f@) . (2.16)

U<x

2.8- Variavel aleatdria continua

Uma VA ndo-discreta é entendida como uma VA continua e sua distribuicdo de
probabilidade é dada por

F(x)=PX<x)= fx fwdu , x€ER (2.17)
com f(x) satisfazendo -

1. f(x)=0;

2. [7 f()dx =1. (2.18)

De (2.18) segue que ndo existe probabilidade de uma VA continua em um valor especifico,
sempre é feito o célculo de probabilidade em um determinado intervalo de valor, a saber [a, b].
Deste modo, pode-se dizer que

b
Pla<X<b)= f f(x)dx . (2.19)

2.9- Distribuic6es conjuntas

Até o0 momento foram abordados exemplos com apenas uma variavel, porém, em certos
experimentos pode-se estar interessado em observar mais de um resultado simultaneamente, é
ai que entra a ideia de distribuicdo conjunta, esses exemplos podem naturalmente ser
generalizados para duas ou mais variaveis sendo discretas ou continuas (Spiegel, 2009).



16

2.9.1- Caso discreto
Sejam duas variaveis aleatorias discretas X e Y, no qual sua fungdo de probabilidade

conjunta é dada por:
PX=xY=y)=f(xy) (2.20)

Essa funcdo tem que satisfazer as seguintes propriedades:

L fixy)
2. YxXyfx,y)=1. (2.21)
O somatorio dos valores de x e y tem que ser igual a 1.

A funcdo de probabilidade conjunta pode ser representada por uma tabela que denominamos
de tabela de probabilidade conjunta. Sejam, portanto:

P(X =x) = fi(x;) = Zf(xj,yk), 2.22)
k=1

POV =y = 00 = ) f(2,%10). (223)
=

A tabela 2.2 é chamada de tabela de probabilidade conjunta.

Tabela 2.2: Tabela de probabilidade conjunta

Y Totais
X Vi Y, Y l
X1 fCuyd) | fx,y2) f (1, yn) f1(x1)
X2 fO2y1) | f(x2,52) f(x2, ) fi(x2)
Xm fGomy) | o y2) f (s ) fi(xm)
Totais — f2(r1) f2(y2) f2(rm) 1

Fonte: Spiegel, 2009.
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Ao observar a tabela pode-se perceber que o total de f; (x;) e f>(yx) € 1. As probabilidades

obtidas nas margens da tabela referem-se as probabilidades marginais de X é Y, isto é, f;(x) e
f>(y) e conclui-se que:

(2.24)

Com isso, tem-se que a fungdo de distribuicdo de probabilidade conjunta de X e Y é definida
por:

F(x;}’)=P(XSx,YSy)=ZZf(u,v) (2.25)

usx vy

2.9.2- Caso continuo

Diferente do caso discreto que faz 0 uso de somatorio, no caso continuo utiliza-se integrais.
Com isso a fun¢do de probabilidade conjunta para a varidveis X e Y é definida por:

1. f(xr y) = 0;
2. 517 FCxy)dxdy = 1.

Ao analisar o grafico de z = f(x,y), tem-se uma superficie, que denominamos de
superficie de probabilidade, no qual, o volume total limitado por esta superficie e o plano xy e
sabe-se que ao calcular a integral desse plano o resultado tem que ser igual a 1. A probabilidade
de X estaentraae b eY entre c e d e representado pelo grafico abaixo:

(2.26)

[~y

P(a<X<b,c<Y<d)=J

xX=a

d
J f(x,y)dxdy . (2.27)
y=c

2.10- Variaveis aleatdrias independentes

Anteriormente foi definida a independéncia entre eventos, para variaveis aleatorias
independentes a ideia é analoga. Tem-se que dois eventos sdo independentes se a probabilidade
da interseccdo for igual ao produto das probabilidades, no caso de variaveis aleatorias
independentes tem-se que:

PX=xY=y)=PX=x)P(Y =y). (2.28)
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Diz-se que duas varidveis aleatdrias sdo independentes se a funcdo de probabilidade
conjunta for igual ao produto das funcdes de probabilidade marginais.

Caso as variaveis X e Y sejam continuas, temos que, 0s eventos X < x e Y <y sdo
independentes paratodo xe y.

PX<x,Y<y)=PX <x)P(Y<y) (2.29)

2.11- Esperanca matematica

A esperanga matematica é bastante importante nos estudos de probabilidade e estatistica,
de uma forma mais sucinta pode ser denominada de esperanca de uma variavel aleatoria. Entdo
seja uma VA discreta X com valores possiveis x4, ..., X, a esperanca de X (Spiegel, 2009), é
definida por:

n
j=1
De forma analoga, se P(X = x;) = f(x;)
n
EX) = x1f(x)) + -+ x,f(x,) = Exj f(x) = z xf(x). (2.31)
j=1
Neste caso, a ultima soma e feita sobre todos os valores de x. Em 2.25 as probabilidades
f(x;) séo todas iguais, com isso:
x1+x1+"'+xn

E(X) = ” (2.32)

¢ chamada de média aritmética.

Se uma VA discreta X assume um ndmero infinito de valores x;, x5, ..., entdo E(X) =
2i=1%; f(x;), na condigdo de que as series convirjam (Spiegel, 2009). No caso de uma VA
continua X com a fungdo densidade f(x), sua esperanca é dada por

E(X) = mef(x)dx (2.33)

na condicdo de que a integral convirja absolutamente. A média de X, ou esperanca de X, é
representada por u, ou somente, u, isso quando a variavel aleatoria particula estd implicita
(Spiegel, 2009).

2.11.1- Alguns teoremas sobre esperanca matematica

Teorema 2.1: Se ¢ € uma constante qualquer, entéo

E(cX) = cE(X) (2.34)

Prova:

E(cX) = x1¢f (1) + - + xncf (x)
= cx1f(x1) + -+ cxn f (xn)
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= c(fGrr) + -+ xuf (xn))
= cE(X)

Teorema 2.2: Se X e Y sdo quaisquer variaveis aleatdria, entdo
EX+Y)=EX)+E®) (2.35)

Prova:

EX+1) =) > (x+9f(x)

= izy:xf(x,y) +22yf(x,y)
X y x Yy

= E(X) + E(Y)

Teorema 2.3: Se X e Y sdo variaveis aleatoria independentes, entdo

E(XY) = E(X)E(Y) (2.36)

Prova:

Pelo exposto na tabela 2.2,

EY) =) Y ayf () = ) ) wfi0LG)
x y x Yy
-> lel ) vHO)
X y

= > HA@EW)
— EQOE(Y)

2.12- Variancia e desvio padréo

Outra metrica de grande importancia na probabilidade e estatistica € a variancia, definida
por:

Var(X) = E[(X — w)?]. (2.37)

A variancia é sempre um numero ndo negativo. A raiz quadrada da variancia é chamada de
desvio padréao (Spiegel, 2009), denotado por:



20

oy = Var(X) = JE[(X — 1)?] . (2.38)
Vale ressaltar que o desvio padrdo de X é representado por o ou por gy, € a variancia é
representada por o2 (Spiegel, 2009).

Seja X uma VA discreta que assume x4, x5, ..., X, valores com sua fungéo de probabilidade
f(X), a variancia e dada por:

of = E[(X - w’] Z(x, W'F () = ) = () (239)

Em (2.32) temos que as probabilidades séo iguais, com isso:
0 = [(r1 — W2 + (= + -+ (i — w)?/n (2.40)

¢ a variancia de um conjunto de n nUMeros x, ..., X,.

Supondo que X assuma um ndmero infinito de valores x;, x, ..., logo o7 = ea(x —
1)*f (x;), contanto que as séries convirjam. Quando se tem uma VA continua X com funcéo
densidade f(x), a variancia o7 € dada por:

= E[(X - 2] = f (x — w2 f (x)dx (2.41)

contanto que a integral convirja.
2.13- Variaveis aleatérias padronizadas

Seja uma variavel aleatéria X com média u e desvio padrdo o (o > 0), logo podemos
definir uma variavel aleatéria padronizada associada dada por

X—u
o

X+ = (2.42)

Uma propriedade importante de X* é que ele tem média zero e variéncia 1, o que explica o
termo “padronizado” (Spiegel, 2009), ou seja,

E(X*)=0, Var(X*)=1. (2.43)

Chama-se em algumas vezes os valores de uma varidvel padronizada de escores
padronizados e X € expresso em unidades padronizadas, i.e., o é declarado como unidade na
mensuracéo de X — pu.

Além das VAs padronizadas, a funcdes geradoras de momentos e fungdes caracteristicas,
sdo basilares nos estudos de probabilidade e estatistica (Spiegel, 2009).
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2.14- Variancia para distribuicGes conjuntas e covariancia

Sejam X e Y duas VAs continuas no qual, sua funcdo densidade conjunta f(x,y), as
esperancas ou médias sdo dadas por:

e=E0 = [ | wfGyddy, w=E0=[ [ yfeyddy @4

e as variancias sao

o2 = E[(X — uy)? ] = f f (x = ) Cx, y)ddy
X (2.45)

7= B0 == [ | (=)' fuydxdy

Outra métrica importante que surge de duas varidveis X e Y € a covariancia determinada
por:

Oxy = Cov(X,Y) = E[(X — ) (Y — 1,))] - (2.46)

No que diz a respeito de funcdo densidade conjunta f (x,y). Temos:

Gry = f_m f G ) (7= 1) o)y (2.47)

Quando se tem VAs discretas, (2.44) e (2.47) podem ser substituidas por:

ux=zzxf(x,y) uy=22yf(x,y) (2.48)
x y Xy

Oxy Z g(x = (Y = 1y)f (6, ¥) (2.49)

X

A seguir tem-se algumas propriedades importantes de covariancia.
Propriedade 2.1
Oy = E(XY) — E(X)E(Y) = E(XY) — pxpy (2.50)

Propriedade 2.2 Sejam X e Y VAs independentes, entdo
Oy = Cov(X,Y) =0 (2.51)

Propriedade 2.3
Var(X £ Y) =Var(X) + Var(Y) £ 2Cov(X,Y) (2.52)

ou
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Orsy = 0Of + 05 £ 20%y (2.53)

Propriedade 3.7

loxy| < oxoy (2.54)

2.15- Coeficiente de correlacéo

Sendo X e Y duas VAs independentes, entdo Cov(X,Y) = axy. Em contra-partida, se X e
Y sdo totalmente dependentes, quando X =Y, logo Cov(X,Y) = ayy = axoy. Com isso, temos
a medida de independéncia das variaveis X e Y (Spiegel, 2009). Dada por:

_ Oxy
p= 0y 0y (2.55)

Denomina-se p de coeficiente de correlacdo. De 2.47 observa-se que —1 < p < 1. Na
hipGtese de p = 0 covariancia é zero, i.e., as variaveis X e Y sdo ndo correlacionadas. Nestes
casos as varidveis podem ser ou ndo independentes (Spiegel, 2009)

2.16- Consideracdes Finais

Neste capitulo, alguns fundamentos basicos de probabilidade foram apresentados com o
intuito de nortear minimamente um leitor ndo iniciado no assunto as bases matematicas das
aplicacdes apresentadas no Capitulo 4.
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Capitulo 3 — Fundamentos em Séries Temporais

3.1- Considerac0es iniciais

Segundo (Box & Jenkins, 2008), uma série temporal € uma sequéncia de observacdes feita
ao longo do tempo. Dois exemplos desses conjuntos de dado séo, a quantidade de acidentes que
ocorrem durante a semana em uma cidade e o rendimento mensal de uma empresa. As series
temporais sdo bastante utilizadas em &reas como economia, engenharia, geofisica,
meteorologia, dentre outras. As observagdes em series temporais sdo tipicamente dependentes
uma das outras, em particular as observacGes adjacentes, e a analise dessa dependéncia é de
interesse pratico. Para estudar dessas dependéncias sdo necessarios modelos estacionarios e
dindmicos para analise e utilizacdo dessas series em diferentes areas de aplicacdo. Os métodos
para construir, identificar, ajustar e verificar modelos para séries temporais e sistema dindmicos
sdo adequados para modelos discretos, no qual, a observacdo ocorre em um intervalo de tempo
igual (Box & Jenkins, 2008). Pode-se destacar cinco fungdes importantes de uma série temporal
em &reas diversas:

» Previsoes de valores futuros a partir de valores atuais e valores passados;
» Determinar uma funcdo de transferéncia de um sistema sujeito a inercia;

« A utilizacdo de varidveis de entrada de indicadores em modelos de func¢Bes de
transferéncia para analisar o efeito eventos de intervencdo incomuns no desempenho de uma
série temporal,

« Examinar as inter-relacGes de diversas varidveis de importancia de séries temporais
compativeis e detectar modelos dindmicos multivariados adequados para representar essas
relacBes conjuntas entre variaveis que variam no tempo;

« O projeto de um esquema de controle simples que possa compensar, tanto quanto
possivel, os desvios potenciais da saida do sistema em relacdo ao alvo desejado, ajustando os
valores da série de entrada.

3.2- Previsao de séries temporais

O uso, no momento t, de observacdes disponiveis de uma série temporal para prever seu
valor em algum momento futuro t + [ pode fornecer uma base para (1) planejamento
econdmico e de negacios, (2) planejamento de producéo, (3) estoque e controle de producéo.

Supondo que as observagdes estdo disponiveis em intervalos de tempo discretos e
equidistantes como, por exemplo, em uma previsdo de vendas Z, no més atual t, as vendas
Zi_1,2¢-9,2Z:_3,...N0S Meses anteriores podem ser usadas para prever vendas para prazos de
entregal = 1,2,3,...,12 meses a frente. Denota-se por Z,(1) a previséo feita na origem t das
vendas Z,,; em algum momento futuro t + 1. A funcdo Z,(1), que fornece as previsdes na
origem t para todos os tempos futuros, com base nas informacdes disponiveis dos valores atuais



24

e anteriores Z;,Z¢_1,Z¢—2, Z+_3, .. a0 longo do tempo t, serd chamada de funcéo de previsao
na origem t. O objetivo é obter uma funcéo de previséo tal que o quadrado medio dos desvios
entre os valores reais e previstos, dados por Z,,; — Z,(1) seja 0 menor possivel para cada valor
de l.

Além de calcular as melhores previsdes, é também necessario especificar a sua preciséo,
para que, possam ser calculados os riscos associados as decisfes baseadas nas previsoes.
Métodos para esse tipo de previsdo sdo desenvolvidos com base na suposicdo de que a série
temporal Z; segue um modelo estocastico de forma conhecida (Box & Jenkins 2008).

Uma classe util de modelos de séries temporais que podem ser apropriados para representar
0 comportamento de uma série Z; € a dos modelos autorregressivos integrados de médias
moveis (ARIMA), um dos nucleos deste trabalho. Uma das aplica¢cbes mostrada no capitulo 4
é baseada em um modelo do tipo ARIMA.

3.3- Modelos matematicos dinamicos estocasticos e deterministicos

A ideia de usar modelo matematicos para explicar comportamento de um evento fisico esta
bem estabelecido, as vezes é possivel derivar um modelo baseado em leis fisicas, isto permite
calcular o valor de determinada quantidade dependente do tempo, praticamente em qualquer
instante (box & Jenkins 2008). Em certos problemas temos que considerar eventos que tem
dependéncia do tempo e que ndo permitem escrever um modelo deterministico, no qual,
permitiria um célculo do comportamento futuro do evento. Entretanto, e possivel derivar um
modelo para calcular a probabilidade de um valor futuro e se estabelecer entre dois limites
especificados, esse tipo modelo é denominado de modelo de probabilidade ou modelo
estocastico. Com isso, uma série temporal Z,, Z,, ..., Z,, de N observacfes consecutivas e vista
como uma realizacdo amostral de uma populacéo de tais séries temporais que poderiam ter sido
geradas por um processo estocastico (Box & Jenkins 2008).

3.3.1- Modelos e operadores importantes

Modelos importantes para descri¢do de séries temporais sdo 0s modelos estacionarios, nos
quais se assume que 0 processo se mantém em equilibrio estatistico, i.e., sem sofrer alteracGes
no decorrer do tempo e que seus valores variam em torno de um nivel médio fixo com variagéo
constante. Contudo, existem fendmenos que ndo podem ser modelados por modelos
estacionarios, i.e., estas séries temporais (modelos) ndo tém nivel meédio constante natural ao
longo do tempo (Box & Jenkins, 2008).

3.3.1.1- Operadores deslocamento ao passado e deslocamento ao futuro
Utilizaremos amplamente o operador de deslocamento para tras B, definido por BZ, =

Z:_4, COM B™Z, = Z,_,,. A operacgdo inversa é realizada pelo operador de deslocamento ao
futuro F = B~1 dado por FZ, = Y,,, com isso, F™Z, = Z,..,. Outro operador importante é
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o operador diferencga para tras, dado por VZ; = Z, — Z;_, e podendo ser escrito em termos de
B (Box & Jenkins 2008):

VZt = Zt - Zt—l = (1 - B)Zt ) (3.1)

3.3.3.2- Modelos de filtro linear

Modelos de filtro linear sdo baseados na ideia de que uma série temporal observavel Z,, em
que valores sucessivos sao extremamente dependentes pode ser considerada como gerada diante
de uma série de “choque” independentes a,, sdo desenhos aleatdrios de uma distribuicdo de
probabilidade do tipo normal, com média zero e variancia o2. Essa sequéncia de variaveis
aleatdrias independentes em a;, a;_1, a;—,, ... € denominada de processo de ruido branco (Box
& Jenkins 2008).

SupBe-se que o processo de ruido branco a; seja transformado no processo Z, pelo que é
denominado de filtro linear, esta operacdo considera uma soma ponderada dos choques
aleatdrios anteriores, de forma que

Ze=p+tar+Piacq +Pa:;

3.2
= u+p(Ba. (32)

De forma geral, u é o parametro que determina/indica o nivel do processo, e
Y(B)=1+Y,;B+yP,B*+ - (3.3)

O operador ¥ que transforma a, em Z, e é chamado de funcdo de transferéncia do filtro.
A representacdo em (3.2) pode fornecer uma gama flexivel de padrdes de dependéncia entre o0s
valores do processo {Z;} expressos como choque aleatorio independentes (ndo observaveis) a,
(Box & Jenkins, 2008). Uma ilustracdo com o diagrama de um modelo de filtro linear é
mostrada na figura 3.1.

Figura 3.1: Representacdo de uma série temporal como saida de um filtro linear. Entrada a,, funcéo
de transferéncia y(B) e saida Z,.

¥ (B)

ay Filtro
Lin=ear

Fonte: (Morettin, 2008).

A sequéncia Y4, 1,, ..., pode ser finita ou infinita. No caso dela ser finita ou infinita e
completamente soméavel no sentido que Zj°=0|1pj| < oo 0 filtro é estavel e o processo Z; é
estacionario e o parametro u é a média em torno da qual o processo varia, caso contrario, Z, é
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ndo estaciondrio e p acaba ndo tendo significado exato, servindo apenas como ponto de
referéncia para o nivel do processo (Box & Jenkins, 2008).

3.3.3.3- Modelos autorregressivos

E um tipo de modelo no qual o valor atual do processo é aparente como uma combinago
linear finita de valores anteriores do processo e um choque aleatério a,. Podemos escrever 0s
valores de um processo em tempo de espagos iguais t,t — 1,t — 2, ...por Z;, Z;_1, Z¢—_, ... além
disso, seja Z, = Z,;_, aserie de desvio de u (box & Jenkins 2008). Desta forma,

Ze =121+ 28 p o+ d)pzt—p +a; (3.4)

é chamado um processo autoregressivo (AR) de ordem p. O motivo para esse home é que, por
ser um modelo linear da forma

Z~t = d)l‘fl + (l)zxz + -+ d)p)?p +a (35)

relacionando uma variavel dependente Z a um conjunto de varidveis independentes
X1, X3, ... X, mais um termo de erro a, € relacionado como um modelo de regressédo, em outras
palavras, Z € regredido em X, X5, .... X5,. Em (3.4) temos que a variavel Z é regredida em

relacdo a valores passados de si mesma, dai a nomenclatura de autorregressivo. Podemos definir
um operador autorregressivo de ordem p em termos do operador de deslocamento para tras B
dado por

¢(B) =1—¢B—¢p,B* — -+ — ¢,B?. (3.6)

O modelo visto em (3.5) pode ser também escrito como
¢(B)Z, = a; . 3.7)
Este modelo tem p + 2 pardmetros desconhecidos, a saber, u, ¢4, ¢, ..., ¢, 04, que devem
ser estimados a partir dos dados. Tem-se que ¢ e a variancia do processo de ruido branco a.

O modelo autorregressivo € um caso especial do modelo de filtro linear de (3.2). Pode-se
cancelar Z,_; ao lado direito de (3.5) substituindo.

Zeor =12t 5+ P22 3+ + ¢pz~t—p—1 tae. (3.8)

De forma analoga, pode-se substituir Z,_, e assim por diante, para gerar uma série infinita
nos termos a. Considerando, particularmente, o processo AR simples de primeira ordem (p =
1), Z; = $pZ;—1 + a,, temos que, ap6s m substituicdes consecutivas de Z,_; = $pZ,_;_; +
ai_j,j = 1,...,m:

Z~t = ¢m+1z~t—m—1 +a;+da, +Q*ar, + -+ dMap (3.9)
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No limite, com m — oo, isso leva a representacio convergente de série infinitas Z, =
2izo ¢’ ac—j, com P; = @’,j =1, uma vez que |¢| < 1 figurativamente (Box & Jenkins,
2008). No caso AR geral tem-se que:

$(B)Z, = a, (3.10)

é equivalente a

2, = ¢~ (Bla, = P(B)a, (3.11)

com Y(B) = ¢~*(B) = X3, ;B

Modelos AR podem ser estacionarios ou nao estacionarios. Para tal processo ser
estacionario, os valores ¢ tem que ser tais que 0S pesos 1 iy, ... em Y(B) = ¢p,B? — -+ —
¢, BP formem uma série convergente. O critério necessario para a convergéncia dos modelos

, . _ ) .
AR ¢é que o operador autorregressivo ¢(B) =1 — ¢4B — ¢,B* — -+ — ¢, BP, considerando

como um polindmio em B de grau p, deve ter todas as raizes de ¢(B) = 0 maior que 1 em
valor absoluto, ou seja, cada raiz deve estar fora do circuito unitario (Box & Jenkins 2008).

3.3.3.4- Modelos de médias moéveis

Outro modelo importante na representacdo de séries temporais, € 0 processo de média
movel finita, em que supomos Z, linearmente dependente de um nimero finito g de termos a
anteriores, dessa forma:

Zy=a,—0,ai 4 —60a,_ 5 — -~ Ogai—q (3.12)

é chamado de média mével (MA) de ordem gq. Ao definimos um operador de média moével de
ordem g por

0(B) =1—6,B — 0,B% —--— §,B7, (3.13)

0 modelo de média mével pode ser escrito como

Z, = 6(B)a, (3.14)

e envolve q + 2 pardmetros desconhecidos y, 84, ..., 8,, o7 tem que ser estimado a partir dos
dados
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3.3.3.5- Modelos autorregressivos de médias moveis

Para obter maior versatilidade no ajuste de séries temporais reais, em certas vezes é
necessario incorporar termos autorregressivos e de méedias méveis no modelo, o que implica no
modelo autorregressivo de média mével (ARMA):

Z~t = ¢1’Z~t—1 + -+ ¢)pZt_p + a; — Qldt_l — = ant_q (315)

ou

¢(B)Z, = 0(B)a, . (3.16)

Tal modelo utilizap + g + 2 parametros desconhecidos p, ¢4, ..., ¢y, 64, .., 04, 0%, que
sdo estimados a partir dos dados (Box & Jenkins 2008).

3.3.3.6- Modelos ndo estacionarios

Algumas séries expressam um comportamento ndo estacionario e, particularmente, ndo
variam ao redor de uma média fixa. Elas podem, contudo, apresentar um comportamento
homogéneo no decorrer do tempo, mesmo que o nivel geral em relacdo as flutuacdes que estdo
a ocorrer possa ser diferente em momento distintos. Esse comportamento pode muitas vezes ser
representado por um modelo em termos de um operador autorregressivo generalizado ¢ (B),
em que um ou mais dos zeros do polindmio ¢ (B) ficam no circulo unitario. No caso de haver
d raizes unitarias e todas as outras raizes estiverem fora do circulo unitario (Box & Jenkins
2008) o operador ¢ (B) pode ser escrito

¢(B) = ¢(B)(1 - B)? (3.17)

com ¢(B) sendo um operador autorregressivo estacionario. Com isso, um modelo que
representa um comportamento ndo estacionario homogéneo é da forma

p(B)Z: = p(B)(1 - B)*2Z; = 6(B)a,. (3.18)
Isto &,
¢(B)w, = 0(B)ay, (3.19)

com

W, = (1-B)4Z, =V4zZ,. (3.20)
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Desta forma, o comportamento homogéneo ndo estaciondrio em algumas ocasides é
representado por um modelo que requer que a d-ésima diferenca do processo seja estacionaria
(Box & Jenkins 2008). De costume, d é geralmente 0, 1 ou no méximo 2, com d = 0
condizendo ao comportamento estacionario.

Os processos (3.19) e (3.20) proporcionam um modelo robusto para descrever séries
temporais estacionarias e ndo estacionarias e ¢ denominado de processo autorregressivo
integrado de médias moéveis (ARIMA), de ordem (p, d, q). Este processo é definido por

Wt = ¢Wt_1 + .- ¢pwt_p + dt - 916Lt_1 — an't—q (321)

com peso W, = V4Z,. Nota-se que ao trocar W, por Z, — u, enquanto d = 0, 0 modelo
(3.21) engloba 0 modelo ARMA estacionério (3.15) e, como caso especial, inclusive, 0 modelo
AR puro (3.4) e 0 modelo MA puro (3.12). A relagdo, que é inversa a (3.20), é Z, = S¢W,,
ondeS =V !'=(1-B)"1=1+ B+ B?%+ - é o0 operador de soma definido por

SW, = Ewt_,- W+ Wiy + W,y + (3.22)
j=0

Com isso, o processo ARIMA geral pode ser gerado somando ou “integrando” o processo
ARMA estacionario W;, d vezes (Box & Jenkins 2008).

3.4- Séries temporais

Uma série temporal é um conjunto de observacdes feitas sequencialmente no tempo. Essas
observacdes podem ser continuas ou discretas, dependendo se ocorrer de forma continua ou em
intervalos discretos. As observacdes de uma série temporal no caso discreto nos momentos
T1, Ty, ) Tty -, Ty, POdem ser denotados por Z(t,),Z(ty), ..., Z(Tt), ..., Z(Ty) , Na anélise das
séries discreta as observacdes tem um intervalo fixo h. Quando temos N valores disponiveis
para analise desta série 0 representamos por zi, 3y, ..., 3¢, .-, 3y, Valores esses obtidos em
intervalo de tempo equidistante Tty + h,7y + 2h, ..., Ty + th, ..., 7o + Nh. Observando o0s
valores t, e h, consideramos 7, como origem e h como a unidade de tempo, podemos
interpretar Z; como observagéo no tempo t (box & Jenkins, 2008).

Em série temporal deterministica e estatistica, caso os valores futuros forem determinados
por uma funcdo matematica tal como

zg: = cos(2mft) (3.23)

dizemos que a série temporal é considerada deterministica, em caso dos valores futuros so
puderem ser escritos em forma de distribui¢do de probabilidade, uma série temporal € dita ndo
deterministica ou também série temporal estatistica.
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3.5- Processos estocasticos estacionarios

Em processos estocasticos temos uma classe especial chamada de processos estacionarios,
baseada na suposicéo de que o processo esta num determinado estado de equilibrio estatistico.
No caso de as propriedades de um processo estocastico ndo serem afetados por uma mudanca
na origem do tempo dizemos que € um processo estritamente estacionario, quer dizer, se a
distribuicdo de probabilidade conjunta associada a m observagdes z;1, Zt2, -, B¢ feitas em
qualquer conjunto de tempo t4, t,, ..., t;, € associado a m observagles 214k, Bt2+ks - » Betm+k
feito nos tempos 3 +k, 3¢ + Kk, ..., B + k. Com isso, para um processo discreto
estritamente estacionario suas observagdes ndo podem sofre alteraces pelo deslocamento dos
tempos de observac@es para frente ou para tras por qualquer valor k (box & Jenkins, 2008).

3.5.1- Média e variancia de um processo estacionario

Na ocasido em que m = 1, o pressuposto de estacionariedade implica que a distribuicdo de
probabilidade p(Z;) é amesma para todos os tempos t que podemos escrever sendo p(Z). Com
IS0, processo estocastico tem uma média constante dada por

o)

u=E[Z]= f Zp(Z)dz , (3.24)

que, por sua vez, define o nivel sob qual ela “flutua” e uma variancia constante

02 = E[(Z, — )] = j (2 - )*p(2) dz (3.25)

que mede sua dispersdo em torno deste nivel.

Com a distribuicdo de probabilidade p(2) sendo a mesma para todo tempo t, a sua forma
pode ser deduzida por meio da elaboracdo do histograma das observacgdes Z;, 25, ..., Z,, que
compdem a série temporal observada, onde a média p do processo estocastico pode ser
calculada por meio da média amostral

N

-1

Z = NZ Z,. (3.26)
t=

A variancia g2 do processo estocastico pode ser calculada pela variancia amostral da série
temporal dada por

1< (3.27)
6% = NZ(Zt —-2)? .
t=1
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3.5.2- Coeficientes de autocovariancia e autocorrelagio

A condicdo de estacionariedade implica que a distribuicdo de probabilidade conjunta
r(Z:1,2Z:,) € a mesma para os tempos t;, t, sendo eles separados por um intervalo constante.
A covariancia entre os valores Z; e Z;, separados por k intervalos de tempo ou por um lag k,
tem de ser igual para todo t sob a hipétese de estacionariedade. Chamamaos esta covariancia de
autocovariancia no atraso k (Box & Jenkins, 2008) que é definida por:

Ye = COVI[Zy, Ziyr ] = E[(Ze — W) (Zyre — 1] - (3.28)

De forma andloga, a autocorrelacdo no lag k é
E[(Z; —w)(Zesk — )]

Px

) VEI(Z: — W2AE(Zerx — 1)?]
_El(Z = 1) (Zar — 0] (3.29)
- >

j& que em um processo estacionario, a variancia o2 = y, € igual a do tempo t + k tal qual no
momento t. Com isso, a autocorrelacdo no lag k, isto é, a correlacdo entre Z; e Z;,, é

_ e

. (3.30)

Px

e isto implica que py = 1.

3.6- Estacionariedade fraca

Para um processo ser estritamente estacionario toda estrutura de probabilidade deve
depender apenas das variagbes temporais. Um requisito menos restritivo, denominado de
estacionariedade fraca de ordem f, no qual, 0s momentos até uma certa ordem f dependam
apenas das variagdes temporais. Por exemplo, suponhamos que exista uma média fixa x € uma
matriz de autocovariancia I';, da forma

r Va Va VA e Vi a7 (331)
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1 p1 p2 " Pn-1

P1 1 P17 Pn-2

=1 P2 P1 1 “t Pn-3
lPn—1 Pn—2 Pn-3 7 1 J

Isto é o0 bastante para garantir estacionariedade até a segunda ordem, ou seja, um processo
{Z,} é de natureza estacionaria fraca (de ordem 2), se a media E[Z;] = u for constante fixa para
todo t e as autocovariancias COV|[Z;, Z;.x] = vi apenas dependerem da diferenca temporal ou
do desfasamento (lag) k para todo t. Com isso, temos que a estacionariedade (de ordem 2), e a
hipdtese de normalidade, sdo o bastante para gerar estacionariedade estrita

3.7- Funcdes de autocovariancia e autocorrelacao

Sabe-se que o coeficiente y;, no lag k, mede a covariancia de dois valores Z; e Z;,; a uma
distancia k. O gréfico de y,, em funcdo do lag k refere-se a fungdo de autocovariancia {y;} do
processo estocastico. De forma analoga, o grafico do coeficiente p;, em funcéo do lag k refere-
se a funcdo de autocorrelacdo. Esta funcdo ndo tem dimensdo, o que significa que ela é
independente da escala de medida de série temporal. Visto que, y, = px0Z, 0 conhecimento da
funcdo de autocorrelacdo {p,}, e da variancia ¢Z é similar ao conhecimento da fungéo
autocovariancia {y; }. Logo abaixo temos a figura 3.2 que representa a fungéo de autocorrelacéo
como um grafico das diagonais da matriz de autocorrelacdo em que revela como a correlagédo
entre dois valores da série altera @ medida que a sua separacdo muda, visto que, p, = p_x
funcdo de autocorrelacdo e simetria em relacdo a zero, em prética e necessario apresentar a
metade positiva da funcdo (Box & Jenkins, 2008), figura 3.3.
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Figura 3.2. Matriz de autocorrelacdo e fungéo de autocorrelacdo correspondente de um processo
estaciondrio.
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Fonte: Box & Jenkins, 2008.

Figura 3.3. Metade positiva da funcdo de autocorrelagéo.
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Fonte: Box & Jenkins, 2008.

Quando se fala da funcdo de autocorrelacdo, refere-se a metade positiva desta funcao.
Alguns autores entendem que a fungéo de autocorrelagédo deva ser chamada de correlograma.

Em suma, um processo normal estacionario Z, é definido pela média u e pela funcéo de
autocovariancia {y,}, ou equivalentemente pela média u,varidncia o2, e funcdo de
autocorrelacdo {p,}.

3.8- Consideracdes finais

Neste capitulo, alguns fundamentos basicos de séries temporais foram apresentados com o
intuito de nortear minimamente um leitor ndo iniciado no assunto as bases matematicas das

aplicagdes apresentadas no Capitulo 4.
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Capitulo 4 — Aplicacdes e seus resultados
4.1- Considerac0es Iniciais

Neste capitulo, as aplicacdes abordadas neste trabalho sdo apresentadas, isto €, uma
aplicacdo referente ao coeficiente de correlacédo entre duas varidveis aleatorias e uma aplicacao
de um modelo ARIMA no fendmeno de propagacédo de ondas eletromagnéticas.

4.2- Modelo ARIMA aplicado a propagacéo de ondas eletromagnéticas — Parte 1

Nesta subsecdo, dois trabalhos com aplicacdo de modelos ARIMA a propagacdo
eletromagnética no contexto das telecomunicagdes serdo mostrados. Estes artigos formaram a
primeira sequéncia de trabalhos nos quais o autor participou junto a seu orientador e ambos
tratam de replicacfes da modelagem apresentada em (Fraiha, 2020) em outro cenario.

4.2.1- Introducao

O trabalho (Barbosa, 2021) mostra a aplicagédo da modelagem proposta em (Fraiha, 2020)
em um bairro de Salindpolis. As principais diferencas se dao no tamanho da regido considerada
e nos tipos de construcdo predominantes. Em (Barbosa, 2021) uma modelagem hibrida ARIMA
— RNA (Rede Neural Artificial) foi aplicada, para a previsdo de poténcia de sinal em um
receptor (Rx), como uma funcdo da distancia em visada direta até o transmissor (Tx) na faixa
de frequéncia entre 869 MHz e 880 MHz.

4.2.2- Modelo hibrido ARIMA-RNA

Modelos do tipo ARIMA sdo baseados na teoria de séries temporais e sao modelos lineares.
Ao considerar um fendmeno natural qualquer (neste caso a propagacao eletromagnética), pode-
se decompd-lo em trés componentes: uma linear, uma néo linear e outra aleatoria (ou composta
de ruido branco). Por serem do tipo linear, modelos ARIMA conseguem prever uma destas
componentes de forma confiavel. Ja uma rede neural artificial (RNA) é uma ferramenta de
modelagem que consegue, dentre outras coisas, prever fendmenos néo lineares (Haykin, 2000).
Para esta finalidade é que se insere uma RNA na modelagem proposta por (Fraiha, 2020). A
ideia € que 0 que 0 ARIMA né&o consegue modelar, a RNA consiga, de modo a obter um modelo
mais preciso de um fenbmeno que tem uma componente néo linear com peso significativo. O
modelo hibrido utilizado, proposto inicialmente em (Fraiha, 2020) pode ser matematicamente
escrito como

Z=L+N, (4.1)

com Z sendo a variavel modelada, L a componente linear desta variavel e N a componente nao-
linear desta variavel. ComparagGes com outros modelos da literatura, a saber o0 modelo de
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Okumura-Hata (OH) (Haykin, 2008) e o modelo ITU P.1546-6 (ITU, 2013), foram realizadas
de modo a ratificar a escolha do modelo proposto em (Fraiha, 2020)

4.2.3- Campanhas de medigéo

Uma campanha de medicéo de intensidade de sinal foi realizada em um bairro residencial
do centro de Salinopolis/PA, conforme mostrado na figura 4.1.

Figura 4.1. Cenario de Medicoes. Ruas destacadas em azul foram locais de medicdo. Ruas em Vermelho
indicam a delimitacdo de toda a area idealizada para medigdes. Marcadores em amarelo indicam os pontos de
coleta de dados. O quadrado preto e amarelo indica a posi¢éo do Tx.
3 B o g Pl T e ) ;\é‘:‘ be

L R TR IR YL

Fonte: Barbosa, 2021, Google Earth, 2021.

De toda a regido delimitada pela fronteira destacada em vermelho, apenas a sub-regido com
as ruas em azul com os marcadores em amarelo foi considerada para este trabalho. Nestas ruas,
cada marcador em amarelo representa um ponto onde a intensidade de sinal foi registrada. Foi
utilizado um celular Samsung J5 Prime® com a versdo mais recente do sistema operacional
Android® e o aplicativo Network Cell Info (Network Cell Info Lite, 2020) para capturar a
informacdo da intensidade de sinal e gerar um arquivo log no formato .csv. Dados de apenas
uma operadora de telefonia foram coletados, visto que o aplicativo registra apenas as
informacdes recebidas pelo aparelho celular receptor (que tem apenas um chip SIM instalado).

A campanha de medig&o foi realizada durante o dia e com tempo bom e com poucas nuvens.
O receptor estava a uma altura de 1,5 m do ch&o (simulando a altura de um aparelho em uso
por uma pessoa) e em cada ponto (marcador amarelo), foi coletada a informagéo de intensidade
de sinal durante dois minutos. Os pontos de coleta estavam a aproximadamente 50 m de
distancia um do outro, considerando cada rua individualmente. Cada rua gerou um vetor de
dados brutos.

4.2 4- Tratamento dos dados

Primeiramente, foi realizado a ordenacdo dos pontos medidos tendo como referéncia a
distancia em visada direta a0 Tx (quadrado em preto e amarelo na figura 4.1). Em seguida,
como detalhado em (Fraiha, 2020), fez-se necessario o0 acréscimo de amostras para 200 em cada
vetor de dados brutos através de uma interpolacéo cubica por partes com preservacdo de forma
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(aqui abreviado como SPPCI). O acréscimo de amostras em cada um dos vetores de dados
brutos representa uma analogia a terem sido medidos 200 pontos em cada uma das trés ruas.
Esta necessidade de acréscimo de amostras surge devido a quantidade de amostras recomendada
para que um conjunto de dados (em estatistica, populacdo) possa ser representativo de um
fendmeno qualquer ser de pelo menos 30 amostras (Spiegel, 2009). O fluxograma da
metodologia de tratamento dos dados desde sua forma bruta até os resultados finais € mostrado
na figura 4.2.

Figura 4.2. Fluxograma da metodologia desta aplicagéo.

N Calculo da
Dados Brutos — Interpolagao —> .
Tendéncia
I |
Andlise da FAC e Definicdodo |_, Estimativas
FACP modelo ARIMA ARIMA
|
v
Resultados finais
RNA . e comparagoes

Fonte: Inspirado em (Fraiha, 2020).

Dos trés vetores de dados (apds a interpolacdo), um deles serd utilizado para treinar o
modelo e os outros dois servirdo como comparacgdo as previsdes do modelo hibrido. Todos os
calculos foram realizados no software MATLAB® (Matlab, 2012)

4.2 .5- Resultados e conclusoes

Os resultados desta secdo foram obtidos de um modelo hibrido ARIMA-ANN cuja
componente linear, i.e., a parte ARIMA do modelo € representada por um modelo ARIMA
(4,0,0), ou seja, tem-se, na verdade, um modelo AR(4). A equacéo (4.2) indica este modelo

Yo =1 Y1+ GV o + 3V 3+ duY3+ ¢, (4.2)
com ¢, = 3.35, ¢, = —4.13,¢p5; = 2.18,p, = —041ec = 0.

A RNA utilizada é do tipo feedforward e sua arquitetura de camadas e neurdnios € mostrada
no diagrama da figura 4.3.
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Figura 4.3. Diagrama da RNA.
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Fonte: Barbosa, 2021.

Na figura 4.4, sdo mostradas as estimativas dos modelos OH e ITU e do modelo hibrido
para o conjunto de dados 1, i.e., 0 conjunto de treino. O modelo OH para este cenério foi
calibrado para a configuracdo de ambiente suburbano e cenério de pequena/média cidade.

Figura 4.4. Conjunto de treino, seu respectivo ajuste e comparagdes com os modelos OH e ITU.
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Distancia em visada (km)
Fonte: Barbosa, 2021.

Pode-se perceber que os modelos da literatura escolhidos ndo se comportaram bem em
relacdo aos valores efetivamente medidos de intensidade de poténcia de sinal no cenario
analisado. Desta forma, nas figuras 4.5, 4.6 e 4.7 sdo mostradas as comparacGes do modelo
hibrido com cada um dos trés conjuntos de dados: o de treino e os dois de comparac¢do. Chama-
se de conjunto 1 ao conjunto de treino, e de conjunto 2 e conjunto 3 aos dados de comparagéo.
Na Tabela 4.1 s&o mostrados os valores de erro meédio quadratico (ERMS) das
estimativas/ajustes em relacdo aos dados medidos (conjuntos 1, 2 e 3).



Figura 4.5. Conjunto de treino e ajuste do modelo hibrido.
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Figura 4.6. Conjunto 2 e estimativa do modelo hibrido.

‘90 T T T
= Conjunto 2
== =i Estimativa ARIMA-RNA

©
ot
T

Intensidade de sinal recebido (dBm)
©
e

©
o

1.72 1.74 1.76 1.78
Distancia em visada (km)

Fonte: Barbosa, 2021.
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Figura 4.7. Conjunto 3 e estimativa do modelo hibrido.
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Fonte: Barbosa, 2021.

Tabela 4.1: Valores de ERMS entre as estimativas hibridas e os dados medidos

Conjunto ERMS
Conjunto 1 0.18
Conjunto 2 0.39
Conjunto 3 0.54

Fonte: Barbosa, 2021.

Percebe-se que o0 modelo hibrido obteve bons resultados nos conjuntos de dados abordados
nesta aplicacdo. Um destaque deve ser feito ao conjunto 3, que, devido ao ponto inicial da
estimativa ter um valor maior que o valor medido, ilustrando um contraponto da componente
linear, representada por um modelo do tipo ARIMA, que preservam os valores iniciais do
conjunto de treino, 0 ERMS deste conjunto ficou perceptivelmente maior que os outros dois
conjuntos, ainda que seja um valor absoluto de ERMS considerado baixo. Outro contraponto
dos modelos ARIMA que esta modelagem carrega é que, em situacdes como esta, para retirar
0s pontos nitidamente discrepantes, perder-se-ia aproximadamente 25% das amostras
comparativas. Conclui-se entdo que para este cenario deve-se ter mais dados (inclusive para
treino) que permitam encontrar um ajuste (treino) mais representativo do ambiente estudado.
Por outro lado, a variabilidade das previsfes encontradas em trabalhos de campo (dados
empiricos) € algo esperado, visto que por ndo se tratar de um ambiente controlado, a
componente aleatdria assume um carater ainda mais significativo em medicGes de campo. Desta
forma, considerando o cenario geograficamente pequeno estudado, entende-se que 0s trés
conjuntos de dados coletados ddo uma boa representacdo da propagacdo de ondas
eletromagnéticas na faixa de frequéncia entre 869 MHz e 880 MHz
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4.3- Modelo ARIMA aplicado a propagacao de ondas eletromagnéticas — Parte 2

4.3.1- Introducao

Esta segunda aplicacdo da modelagem ARIMA ao fenbémeno da propagacédo
eletromagnética é uma continuacdo da aplicacdo mostrada na secdo 4.2. Aqui 0 objetivo €
comparar se, para 0 cendrio estudado na secdo 4.2, apenas um modelo linear, i.e., sem a
componente hibrida seria suficiente para representar o ambiente. O trabalho (BARBOSA, 2021)
mostrou os resultados somente do modelo hibrido aplicado a este mesmo cenario. Contudo,
uma comparacao entre os modelos linear e hibrido é valida neste contexto a titulo de verificacéo
da hipdtese de que um modelo mais simples (com menor capacidade de modelar o fenémeno
como um todo) é capaz de trazer bons resultados se aplicado a um cenario reduzido. Quando se
modela um fenémeno qualquer, busca-se sempre uma boa relacdo de compromisso entre
precisdo do modelo e custo de implementacdo (custo computacional, custo financeiro para
aquisicao de dados ou de hardware).

Toda parte metodoldgica e de tratamento de dados seguiu 0s mesmos procedimentos de
(Barbosa, 2021), desta forma, partir-se-a diretamente aos resultados obtidos.

4.3.2- Resultados e conclusoes

Nesta secdo sdo comparados os resultados do modelo hibrido ARIMA-RNA com o0s de um
modelo composto somente pela equacédo (4.2). Estes resultados sdo mostrados nas figuras 4.8,
4.9 e4.10 e na Tabela 4.2.
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Figura 4.9. Comparag6es com o conjunto 2.
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Figura 4.10 Comparagdes com o conjunto 3.
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Tabela 4.2. Erros RMS do modelo linear e do modelo hibrido.

Conjunto de dados ERMS ARIMA ERMS ARTIMA-RNA

Conjunto 1 (treino) 0.2119 0.1880
Conjunto 2 0.7244 0.6496
Conjunto 3 0.5561 0.6163

Fonte: Barbosa, 2021.

Dos resultados expostos, conclui-se que ambos os modelos atingem resultados semelhantes.
Logo, o modelo mais simples pode ser aplicado sem prejuizo de eficiéncia no cenario
considerado (Barbosa, 2022). Outro ponto importante a ser destacado ¢ a baixa amplitude dos
valores dos dados coletados. Ainda que a perspectiva dos graficos indique uma tendéncia
decrescente notavel, a amplitude dos valores diz o contrario. Isto pode ter contribuido para 0s
resultados praticamente iguais entre 0 modelo ARIMA e o0 ARIMA-RNA. Trabalhos como
(Fraiha, 2020) j& mostram que em situa¢fes menos convenientes, 0 modelo ARIMA ja nédo
produz resultados satisfatorios, evidenciando um complemento a partir de outra metodologia,
como as RNAs

4.4- Célculo do Coeficiente de Correlacdo entre duas VAS

4.4.1- Introducéo

O trabalho (Fraiha et. al, 2023) tem por objetivo analisar a existéncia de correlagéo
significativa entre renda per capita (RPC) e as notas de portugués e matematica de alguns
municipios do estado do Para a partir de dados do Sistema de Avaliacdo da Educacédo Basica
(Saeb) e do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). O estudo concentra dados
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dos anos de 2015, 2017 e 2019, e realiza analises de correlacdo linear entre as notas das médias
de proficiéncia em lingua portuguesa e matematica e a renda per capita dos municipios
selecionados. Duas rodadas de analise de dados foram conduzidas, a primeira com sete
municipios da Regido Metropolitana de Belém do Pard, e a segunda com 21 municipios,
incluindo os mais populosos do estado (Fraiha et. al, 2023).

Nas partes iniciais do artigo é feita uma breve exposicdo sobre o historico das avaliaces
dos sistemas educacionais no Brasil e no quadro geral da educacéo basica brasileira.

4.4.2- Metodologia e tratamento dos dados

A escala de proficiéncia em lingua portuguesa e matematica é dividida em niveis que védo
de 1 a9 para lingua portuguesa e de 1 a 10 para matematica. Um exemplo da escala interpretada
de Matemaética adotada pelo Saeb de 2019 é mostrado na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Escala interpretada

Nivel Descricdo das habilidades desenvolvidas
Nivel 1 Os estudantes provavelmente sdo capazes
de: Grandezas e medidas — determinar a
Desempenho maior do que ou igual a | area de figuras desenhadas em malhas

125 e menor do que 150 quadriculadas por meio de contagem

... 0S estudantes provavelmente séo
capazes de: Espaco e Forma — Reconhecer
. . entre um conjunto de quadrilateros aquele
Desempenho maior do que ou igual a . )
350 que possui lados perpendiculares com a
mesma medida...
Fonte: Relatorio de Resultados do Saeb referentes a 2019 (Saeb, 2023).

Nivel 10

Em (Fraiha et. al, 2023), métricas de proficiéncia em lingua portuguesa e matematica de
alunos do 5° ano do ensino fundamental, obtidas dos dados do Saeb, sdo analisadas em relacédo
a renda per capita de municipios do Estado do Para. Os dados de proficiéncia em portugués e
matematica foram obtidos das bases de dados do Saeb e os dados de renda per capita foram
obtidos a partir do IBGE (IBGE, 2023).

Inicialmente coletou-se os dados da “Prova Brasil” na base de dados do Saeb. Em seguida
organizou-se as notas de portugués e matematica por municipio, considerando as “médias
totais” (média entre as notas das zonas urbanas e rurais) como valores de referéncia. Para cada
municipio estudado, tem-se, entdo, um vetor com 9 coordenadas: notas de portugués de 2015,
2017 e 2019 e notas de matematica de 2015, 2017 e 2019 (Fraiha et. al, 2023). Estas matrizes
foram inseridas em um codigo fonte elaborado utilizando o software MATLAB® para o calculo
da correlagdo linear (também conhecido como coeficiente de correlagcdo Pearson) segundo a
equacdo (4.3). Como resultado tem-se a matriz de correlagdo das variaveis analisadas. Sdo 9
variaveis, portanto tem-se uma matriz de correlacdo 9x9. Os elementos indicando as correlagdes
das notas de cada uma das matérias e das respectivas rendas per capita sdo os elementos alvo
da analise deste trabalho.
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COV(Ai,Bj)

, i,j=123. (4.3)
040p

p(A,B) =

Ao se realizar os célculos das correlagbes, fez também um teste de hipdtese, sendo a
hipo6tese nula a ndo existéncia de correlagdo entre as duas varidveis comparadas. Todo teste de
hipGtese tem um nivel de confianca, representado por uma varidvel auxiliar. No caso deste
trabalho, a variavel auxiliar € a varidvel p. Idealmente seu valor deve ser menor do que, ou igual
a, 0,05. Isto indica que ha 5% de chance de que a hipotese nula se verifique, ou seja, hd 5% de
chance de ndo haver correlacdo entre as variaveis comparadas. Em suma, para um valor de
correlagdo ser considerado estatisticamente significativo, o valor p associado a um valor de
correlacdo p ndo deve ser superior a 0,05. Concomitantemente a matriz de correlacées, foi
gerada a matriz com os valores p também de dimenséo 9x9 (Fraiha et. al, 2023).

4.2 .3- Resultados e conclusoes

Na primeira rodada de anélise foram considerados os municipios de Ananindeua, Belém,
Benevides, Castanhal, Santa Barbara e Santa Izabel, todos situados na Regido Metropolitana de
Belém (RMB). Os resultados para esta rodada de analise sdo mostrados na figura 4.11 e na
Tabela 4.4.

Na segunda rodada de andlise foram considerados os municipios da primeira rodada mais
outros 14 municipios de outras regifes do estado. Os resultados para esta rodada de analise sdo
mostrados na figura 4.2 e na Tabela 4.2.



Figura 4.11. Resultados notas e renda per capita de 7 municipios. (a) Notas de portugués (b) Notas de
matematica.
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Fonte: Fraiha et. al, 2023.
Tabela 4.4: Dados de correlagdo e parametro p para 7 municipios
Correlagdo Portugués e RPC Correlagdo Matematica e RPC

2015 2017 2019 2015 2017 2019
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0.4532 0.6432 0.7258 0.4853 0.7216 0.6957
Valores p;, portugués e RPC Valores p, Matematica e RPC
2015 2017 2019 2015 2017 2019
0.3072 0.1192 0.0648 0.2696 0.0671 0.0826

Fonte: Fraiha et. al. 2023.

Na segunda rodada de analise foram considerados os municipios da primeira rodada mais
outros 14 municipios de outras regifes do estado. Os resultados para esta rodada de analise sdo
mostrados na Figura 4.12 e na Tabela 4.5.

Figura 4.12. Resultados notas e renda per capita de 21 municipios. (a) Notas de portugués (b) Notas
de matematica.

Notas de portugués
T

250

200 n

15l

10

5
0

2015 2017 2019

-Abaete. -Barcar. -Braga. |:|Castan. -Maritu. -Paraua. -S. F.X.
P Atam. [ Betem  [llBreves [ltaituba Vo [ JReden. [ Tailand.
I:IAnanin. -Benev. -Cameté -Marabé -Parag. -Santar. -Tucurui

o

o

o

x10% Renda per capita
I

12

10 - T

2015 2017 2019

(@)



47

Notas de matematica
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(b)
Fonte: Fraiha et. al, 2023.

Tabela 4.5: Dados de correlacéo e parametro p para 7 municipios

Correlacéo Portugués e RPC Correlacdo Matematica e RPC

2015

2017

2019

2015

2017

2019

0.4098

0.4067

0.3064

0.4024

0.3335

0.2472

Valores p,, portugués e RPC

Valores p, Matematica e RPC

2015

2017

2019

2015

2017

2019

0.065

0.0673

0.1767

0.0705

0.1395

0.2801

Fonte: Fraiha et. al. 2023.

A rodada com 7 municipios (figura 4.11 e tabela 4.4) os resultados sugeriram uma
investigacdo ampliada, apresentando indicios de correlagéo forte entre as notas e a renda per
capita. Neste trabalho, entende-se como correlacdo forte valores a partir de 0,7 (ou valores
proximos a 0,7). Por outro lado, os valores p associados a estas correlagfes foram muito baixos.
Entretanto, os resultados com 21 municipios (figura 4.12 e tabela 4.5) trouxeram essa hipotese
inicial de volta a um patamar béasico, mostrando uma diminuicdo da forca das correlagdes
identificadas na primeira rodada corroboradas por valores p proximos do ideal (0,05). Essa
ampliacdo da amostra visava compreender se os indicios iniciais de correlagdo encontrados na
primeira rodada se mantinham quando considerados contextos mais diversos e variados. 1sso
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sugere que, quando mais municipios e diferentes regides foram considerados, a relacdo entre as
notas do Saeb e as rendas per capita se tornou menos consistente (Fraiha et. al, 2023).

Utilizando a andlise de correlacdo linear através do coeficiente de correlagdo Pearson, foi
possivel calcular a matriz de correlacdo 9x9 para as variaveis estudadas. Analisando as matrizes
obtidas (correlacdo e valores p) percebeu-se as diferencas que a quantidade de elementos de
uma amostra pode levar aos resultados. Nesta etapa do estudo, duas possibilidades se destacam
como desdobramentos futuros: (i) Buscar correlacdo entre outras varidveis socioecondémicas e
as notas de portugués e matematica; (ii) Buscar correlacdo entre outras varidveis
socioecondmicas e outras variaveis que possam mensurar o desempenho dos estudantes, além
da nota.

4.5- Consideracoes Finais

As aplicacbes expostas neste capitulo ilustram algumas possibilidades para ferramentais
matematicos acessiveis a alunos de graduacdo que tenham alguma iniciacdo a pesquisa em
probabilidade, estatistica e/ou estudo de séries temporais. Conceitos normalmente abordados
em aulas expositivas “tradicionais” sdo aplicados em um contexto diferente dos que
normalmente ocorrem durante as aulas, propiciando ao estudante novos horizontes para sua
formacdo e atuacao.
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Capitulo 5 — Conclusdes

Este capitulo finaliza a apresentacdo deste estudo e contém as conclusdes acerca dos
resultados apresentados em relacdo as aplicagdes aqui mostradas. Dois tipos de aplicacdes
geraram trés resumos/artigos publicados durante o periodo de orientagdo do autor juntamente a
seu orientador.

A aplicacdo da modelagem do tipo ARIMA (e sua variacdo hibrida ARIMA-RNA) se deu
como a iniciagdo do autor a pesquisa, auxiliando seu orientador em procedimentos como coleta
de dados e manipulacéo basica dos dados brutos, além de proporcionar o contato do autor com
outra area de conhecimento: a telecomunicacao, em particular com o estudo da propagacao de
ondas eletromagnéticas no contexto das telecomunicagdes. Conforme previsto em (Fraiha,
2020), a modelagem hibrida adaptou-se muito bem ao novo cenério, principalmente se
considerar que o cenario de Salinopolis tem menos obstaculos a propagacao (pelo menos em
termos de construcBes, como edificios) que Belém, conforme exposto em (Barbosa, 2021).
Contudo, justamente por ser um cenario mais simples, perguntas que devem sempre nortear
uma pesquisa que envolva modelagem foram respondidas em (Barbosa, 2022), a saber: Qual é
o melhor custo-beneficio para a situacao? Existe uma modelagem mais simples que traga
resultados similares? Em (Barbosa, 2022), concluiu-se que sim, no cenario de Salin6polis
estudado o modelo mais simples trouxe resultados satisfatorios. Isso ndo significa, contudo, que
em outro cenario na mesma cidade contemplando uma regido geografica maior (o que pode
implicar em uma amplitude e variabilidade maior dos valores de intensidade de sinal recebidos)
o modelo puramente linear represente de forma fidedigna o fendbmeno da propagacdo
eletromagnética na faixa dos 800 MHz.

Com relacéo ao segundo tipo de aplicacdo apresentado, i.e., ao estudo da correlacdo entre
duas VAs, o problema abordado surgiu de uma pesquisa iniciada por (Perez, 2016) que
analisava o0s niveis de letramento e numeramento no Brasil. Ao longo desta primeira pesquisa,
a autora inferiu a eventual existéncia de correlacdo forte entre as notas de portugués e
matematica com a RPC de determinados municipios do estado do Para. Isto posto, a inferéncia
foi abordada no trabalho (Fraiha et. al, 2023) que conta com a colaboracdo do autor desta
monografia. A davida inicialmente surgiu ao se analisar 7 municipios da regido metropolitana
de Belém, mas, ao se estender a analise para 21 municipios (agora escolhidos segundo critérios
populacionais), concluiu-se que a correlacdo (caso exista na sua forma linear) tem alta
probabilidade de ndo ser do tipo forte, segundo os critérios adotados em (Fraiha et. al, 2023).

Em comum, os dois tipos de aplicacGes apresentadas apresentam perguntas iniciais que, ao
serem respondidas, resultam em outras duvidas que aparentemente sdo contraditorias as
primeiras. Contudo, este tipo de situagdo € comum em ambientes de pesquisa e contribuem para
0 uma formacdo mais refinada a nivel de graduacdo daqueles que se deparam com este tipo de
problema, pois é exigida uma revisdo, ou redirecionamento dos objetivos da pesquisa
inicialmente planejada, ou seja, adiciona um grau de complexidade ao trabalho do aluno
pesquisador.
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Finalmente, as situagdes problema abordadas pelo autor enquanto pesquisador ilustram que
contetidos abordados muitas vezes de forma automatica e sem explicitar elos com a realidade e
problemas reais da sociedade podem ser acessiveis enquanto objetos de pesquisa. De fato, o
problema de analisar as correlacbes é acessivel a qualquer aluno que tenha uma boa
fundamentacdo em probabilidade e estatistica. Ja& o problema da modelagem ARIMA-RNA,
ainda que contemple assuntos que ndo costumam ser abordados em disciplinas de graduacéo
do curso de Licenciatura em Matematica, sdo plenamente acessiveis a qualquer aluno que inicie
pesquisa na area de processos estocasticos e séries temporais. Desta forma, entende-se que o
autor desta monografia teve a oportunidade de ter uma trajetoria académica mais completa em
virtude de sua atuagdo na pesquisa, enquanto aluno de iniciacéo cientifica.
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