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RESUMO

Mostra-se que, o estudo de rotacao das conicas é uma base forte quando se tem por ob-
jetivo integrar as mesmas. Uma vez que, a inequacao geral das conica apresenta em uma
de suas parcelas um termos misto, isto é, com duas varaveis, sendo necessario fazer a
elimincao destes por meio da rotagao dos eixos coordenados. Diante disso, a analise das
inequagoes reduzidas em um novo sistema fica mais flexivel o estudo na fronteira, po-
dendo ser expressada com a igualdade uma funcao. Asim, chega-se ao resultado esperado,
por meio das formulas de area, volume de revolucao, area de superficie de revolucao e
comprimento de arco.

Palavras-chave: Conicas. Aplicacoes. Rotagao. Inequacao. Integral.



ABSTRACT

It is shown that the study of rotation of conics is a strong basis when considering aim
to integrate them. Since the general inequality of the conics presents in a of its plots a
mixed terms, that is, with two variables, being necessary to make these are eliminated by
rotating the coordinate axes. Given this, the analysis of the reduced inequalities in a new
system makes the study at the frontier more flexible, and can be expressed with equality
is a function. Thus, the expected result is reached, through the area formulas, volume of

revolution, area surface of revolution and arc length.

Keywords: Conics. Applications. Rotation. Inequality. Integral.
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1 INTRODUCAO

Com o objtivo, de se entender o estudo das conicas no plano, possibilitou-se
uma abordagem particular de cada conica na sua forma canonica. Inicialmente foram
feitas a apresentacao de cada uma das conicas, fazendo calculos algébricos para chegar
a sua forma canonica. Para isto, foram introduzidos os seguintentes teoremas; [2.1] e
2.3l Posteriormente estudamos a rotacao dos eixos coordenados, saindo do sistema XOY

para os sistema XOY, onde o angulo de rotacdo 6 é obtido girando o sistema XOY no

us

sentido positivo, para 0 < 6 < 7, chegando assim no sistema XOY, dado pela seguinte

relagao ;

(1.1)

{ x =T cos(f) - ysen(0)
y = xsen(0) + ycos(0),

que se obtem da Figura [12| do Teorema |3.1}

Com isso, enuciamos o Teorema o qual permite reduzir a equacao geral das conicas
Ax?+ Bxy+ Cy?+ Dx + Ey+ F =0 na forma Az2 + Cy2+ Dz + Ey+ F =0, o que possibi-
litou expressar estas curvar como funcao de z, uma vez, que a forma geral nao é fungao.
Diante disto, foi possivel fazer a integracao, agora com as curvas em um novo sistema de
coordenadas como mostra a equagao (3.6)), isto ¢, como func¢ao. Sendo assim, partimos
direto para as aplicacoes , calculando a area, volume de revolucao, area de superficie de

revolucao e comprimento de arco, onde foram utilizados as seguintes formulas;

A= [1() - o)
ver [([U@P - [ol)]dr

Ax=27rfab f(a:)\l 1+ ZL‘) +g(x)\l 1+ —g(x):| ]
E='/ab[\ 1+l%f(x)‘| +\l 1+l%g(m)] :|dx.

Que podem ser encontradas em [4.1] [4.14] [4.23] e [4.36] Os problemas [4.1] [4.2] 4.5

[4.6] [4.7] e [4.8] foram solucionados utilizando os teoremas, férmulas e equagoes apresentados

nas referéncias acima, bem como métedos de resolucoes de céalculo diferécial e integral,

concluindo o objetivo central.
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2 CONICAS

2.1 Conicas

De [6], conica é o titulo da obra em que o matematco e astronomo grego
apolonio de Pérgamo (262 a.C.-190 a.C.) apresenta o mais completo estudo das curvas
obtidas a partir de cortes (secgoes) especificos em cones: a parabola, a elipse e a hipérbole,
atribuindo a elas os nomes como sao conhecidos até hoje. Essa obra auxiliou o trabalho
de muitos pensadores, principalmente astronomos. Copérnico, Kepler, Halley e Newton,
por exemplo, fizeram uso de suas configuragoes para explicar fenomenos fisicos, como as
trajetorias dos planetas e a trajetoria descrita por um projétil.

O estudo da pardbola segundo [1].

2.2 Parabola

Definicao 2.1. Consideremos num plano II um ponto F' e uma reta diretriz v fixos, ao

conjunto dos pontos P(x,y) de Il equidistantes de F' e r se dd o nome de pardbola, isto

¢, d(P,F)=d(P,r) .

Figura 1: Construcao da Parabola

P(xy)

Eixo Focal

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da Figura [1| tem-se os elementos da parabola:

e [ Foco

e r: Diretriz

e 2p: Parametro, isto é, p=d(V,r) =d(V, F).

e Fixo de simetria: reta que passa por F e perpendicular a 7.
o V. Vértice.

Teorema 2.1. Dado o foco F, p>0 e o vértice v(h,k) da pardbola, tem-se;



(i) Eizo focal vertical se e somente se;
(a) A equagao da pardbola € (y-k) = %p(x - h)?, com 4ip >0 ;
(b) A equagdo da pardbola é (y - k) = —%p(x - h)2, com —ﬁ <0;
(ii) Eizo focal horizontal se e somente se;
(a) A equagdo da pardbola é (x —h) = ﬁ(y - k)2, com ﬁ >0;

(b) A equagdo da pardbola € (x - h) = _4%,(1/ ~ k)2, com _%p <0

Demonstragao(i)-(a)

Figura 2: Parabola com concavidade para cima

Fonte: Elaborado pelo autor.

11

Tomemos um sistema ortogonal como se mostra na Figura [2| Seja F(h,p+k)

o foco e a reta diretriz r: y+p—-k =0.

Usando a defini¢ao da parabola temos d(P, F') = d(P,r), isto é,

V(@=h)2+(y-(p+k)>=|y+p-k|< (z-h)*+(y-(p+k)*=(y+p-k)*
< (xz-h)?=(y+p-k)*-(y-(p+k))’
< (x-h)?=(p-k+p+k)(2y-2k)

< 4p(y - k) = (z - h)*

o (y=k) = -z =AY

Demonstragao. (i)-(b)

Tomemos um sistema ortogonal como se mostra na Figura 3| Seja F(h,p-k)

o foco e a reta diretriz r: —y+ p+ k = 0.
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Figura 3: Parabola com concavidade para baixo

Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Usando a definicao d(P,F) =d(P,r), isto é,

V(e=h)2+(y-(-p+k))>=|-y+p+kl = (@-h)’+(y-(-p+k))’ = (~y+p+k)’
< (x-h)?=(-y+p+k)*-(y-(-p+k))
< (z-h)?=(p+k+p-k)(-2y+2k)
< —dp(y - k) = (x - h)?

o (y-k)= ﬁ( hy2.

Demonstracao. (ii)-(a)

Tomemos um sistema ortogonal como se mostra na Figura Seja F'(h+p, k)
o foco e a reta diretriz r:x —p—-h =0.

Usando a definicao da temos d(P, F') = d(P,r), isto é,

V(z=(h+p))>+(y-k))?> =l +p—hl< (z—(h+p))*+(y—k)* = (x—p—-h)”
< (y-k)’=(z+p-h)’=(z-(h+p))
< (y-k)?=(p+h+p-k)(2z-2h)
< dp(x—h)=(y-k)?

o (z-h) - %p(y—k)%

Demonstragao. (ii)-(b)
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Figura 4: Parabola com concavidade para direita
Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 5: Parabola com concavidade para esquerda

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tomemos um sistema ortogonal como se mostra na Figura Seja F'(h—p, k)
o foco e a reta diretriz r: —x +p+ h = 0.
Usando a defini¢ao d(P,F)=d(P,r), isto é,

V(e=(h-p))*+-k))?>=|-z+p+hl < (x—(h-p))*+(y—k)* = (- +p+h)’
e (y-k)?=(z+p+h)-(z-(h-p))?
< (y-k)?=(p+h+p-k)(-2z +2h)
< —dp(z-h) = (y-k)*

o (2= ) =~ (k)
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O estudo da elipse segundo [1].

2.3 Elipse

Definicao 2.2. Consideremos em um plano 11 dois pontos fixos Fy e Fs, com 2c >0 e
a >0 constante. Ao conjunto dos pontos P € 11, tais que; d(P,Fy) + d(P, Fy) = 2a, se dd

o nome de elipse.

Figura 6: Construgao da Elipse.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da Figura [0] tem-se os elementos da elipse:
e [, Fy:Focos
e d(Fy, Fy) =2c
e 1y ¢ ro:diretrizes

e A;A,:Eixo maior
e B, Bs:Eixo menor

e Eixo de simetria: reta passa pelos focos e perpendicular a 1 e ro.
e C(h,k): Centro.

o a?=0%+c2

Teorema 2.2. Dados os focos Fy, Fy e o centro C(h,k) da elipse, temos que;
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Figura 7: Eixo focal horizontal.
Y i

Eixo Focal

Fonte: Elaborado pelo autor.

2—h)2 _1)2
o 2 (k)

1) Fizo focal horizontal se e somente se a equacao da elipse é; ~— =1, com
(i) quag pse & - ,

a>b.

($;§/)2 + (y_§)2 = 17 com

(ii) Eizo focal vertical se e somente se a equacdio da elipse €; —

a>b.

Demonstracao.
(i) Tomando um sistema ortogonal da Figura [7| para P(z,y), Fi(h-c k) e Fo(h+c,k),
usando a definicao (2.2)) , d(P, F1) + d(P, Fy) = 2a, isto é;

V@-h+e)2+(y-k)2+\/(x-h-c)2+(y-k)*=2a

e \J(r-h+c)2+(y-k)2=2a—/(x-h-c)?+ (y - k)>

< (V(@-h+c)?+(y-k)?)?=Q2a-/(z-h-c)?+ (y-k)?)?

s (@x-h+e)2+(y-k)?=4a?—da\/(x-h-c)2+(y—k)2+ (\/(x -h-c)? + (y - k)?)?
< (@-h+c)?+(y-k)?=4a®—4da\/(x—h-c)2+(y—k)2+ (x —h-c)>+ (y - k)?

< de(x - h) =4a® -4da\/(x - h-c)>+ (y - k)2

< (c(z-h)-a?)?=(-ar/(x-h-c)?+ (y - k)?)?

o (clw-h)-a2)2 = a2((z — h-c)2 + (y - k)?)

< 2(x-h)?-2ca®(z-h)+a*=a%(x-h)?-2d%c(x - h) +ac® +a?(y - k)?

< (a®?-A)(x-h)2+a®(y-k)?=a*-a’c?

< bz -h)?+a%(y - k)? = a?b?.

Como (a? - c?) # 0, pois a? - ¢ > 0, pois a > ¢ > 0. Mas a? — ¢? = b2. Portanto,

v (z-h)*+a*(y-k)?* = a®b*. (2.1)
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Dividindo a equacdo acima por a?b? ,temos;

(z ;2h)2 L ;f)g -1 (2.2)

Figura 8: Eixo focal Vertical.
Y i

T

N
=~
>
=~
+
o

C(h,k)

e T

B
-
—
=
=
O

1
1
1
1
1 Eixo Focal
1

Fonte: Elaborado pelo autor .

Demonstragao.
(ii) Tomando um sistema ortogonal da Figura [§] para P(z,y), Fi(h,k-c) e Fo(h,k +c),
usando a definicao (2.2)) , d(P, F'1) + d(P, F'2) = 2a, isto é;

V@-h)2+(y-k+c)2+\/(x-h)2+(y-k-c)*=2a

< (@-h)?2+@y-k+c)2=2a—+/(z-h)2+(y-k-c)?
c»(\/(m—h)2+(y—k+c)2)2=(2a—\/(x—h)2+(y—k:—c)2)2

o (x-h)?+(y—k+c)?=da? —da/(z - h)2+ (y— k-2 + (V@ -h)2+(y-k—-c)2)’
< (x-h)2+(y-k+c)?=4a®—da\/(z - h)2+(y—k-c)2+ (z-h)>+ (y -k -c)?

< de(y —k) = 4a? —dar/(z - h)2 + (y — k - ¢)?

o (clw—k)-a2)? = (—an/(-h)2+ -k -0c)?)’

= (c(x—k)—a2)2:aQ((a:—h)2+(y—k—c)2)

< A2(r-k)?-2ca?(x-k)+a*=a®(x - h)?+a?(y - k)? - 2ac(y — k) + a®c?

< (a?2-A2)(x-k)>+a*(y-h)? =a*-a?c?

< b (r-k)?+a*(y-h)? = a?b’.
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Como (a? - c?) # 0, pois a? - ¢ > 0, pois a > ¢ > 0. Mas a? — ¢? = b2. Portanto,
b (- k)*+a*(y - h)? = a®V?. (2.3)

Dividindo a equacdo acima por a?b? ,temos;

(@ ;2h)2 L ;f)Q -1, (2.4)

O estudo da hipérborle segundo [1].

2.4 Hipérbole

Definicao 2.3. Hipérbole € o lugar geométrico dos pontos de um plano 11 cujo valor ab-
soluto da diferéncas distancias a dois pontos fixos (Focos) € constante e menor do que a
distancia entre os focos, ou seja, se P € um ponto da hipérbole que tem por focos os pontos

Fy e F5, entao,
|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = 2a.

Figura 9: Construgao da hipérbole.

Fonte:Elaborado pelo autor

Da Figura [J] tem-se os elementos da hipérbole:
e [, Fy:Focos
° d(Fl, Fg) =2c



Figura 10: eixo focal horizontal

w9

e X e Y:assintotas

A, As:Eixo transverso

By By:Eixo conjugado

C(h,k): Centro.

o a?=0%+c2.

Teorema 2.3. Dados os focos Fy, Fy e o centro C(h,k) da hipérbole, temos que;

Fonte:Elaborado pelo autor.

(i) Eizo focal horizontal se e somente se a equagdo da hipérbole é;

g @ -k

a? b2

(i) FEizo focal vertical se e somente se a equagdo da hipérbole é;

Demonstracao.

y- k2 (@-h)

a? b2

H:(

1.
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(i) Tomando o sistema ortogonal da Figura , para Fi(h —c,k),F5(h +c, k) e o ponto
P(z,y), usando a Defini¢ao 2.3} |d(P, ) - d(P, F»)| = 2a, isto é;
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Figura 11: eixo focal vertical

® Fy(hk+c)

. F,(hkec)

Fonte:Elaborado pelo Autor.

d(P,Fy)-d(P,Fy) =2a < \/(x-h+c)2+(y-k)2-\/(x-h-c)2+ (y-k)2=2a

o (\/(:v—h+c)2+(y—k:)2)2:(2a+\/(x—h—c)2+(y—k:)2)2

< (x-h+c)?+(y-k)?=4a®+4a\/(x-h-c)2+(y—k)?+(z-h-c)®+ (y - k)?
= (z-h+c)2=4a? +4a\/(x-h-c)2+ (y-k)2+ (z - h-c)?

< 4(x - h)c=4a*+4a\/(x —h-c)? + (y - k)2

< (c(x—h)—a2)2 = (a\/(x—h—c)2+(y—k)2)2

< 2(x-h)?2-2a%c(x-h)+a*=a®(x -h-c)?+a?(y - k)?

< 2(x-h)?-2a%c(x—h)+a*=a%(x-h)?-2d%c(x - h) +a’c®+a?(y - k)?
< (?-a®)(z-h)?2-a*(y-k)?=a?(c?-a?)

z—h)2 AV
(ag) _(ybf) =1.

<~

Demonstracao.
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(ii) Dados os focos Fi(h,k —c), Fy(h,k+c) e o ponto P(x,y) tem-se;

d(P,Fy)-d(P,Fy) =2a < \/(x-h)2+(y—-k+c)2—/(x—h)2+(y—k—-c)?=2a

<:>(\/(x—h)2+(y—k+c)2)2:(2a+\/(x—h)2+(y—k:—c)2)2

< (@-h)2+@y-k+c)?=4a®+4a\/(z-h)2+(y-k-c)>+(x-h)?+ (y -k -c)?
= (y-k+c)?=4a®+4a\/(z-h)2+ (y—k-c)2+ (y -k —c)?

<= 4(y-k)c=4a?+4a\/(x - h)? + (y -k - c)?

= (ely- 0 -2) = (oG r (G- h o)

& Ay-k)? - 20%c(y— k) +at =a>(w = h)* + a*(y k- o)’

<= A(y-k)*-2a’c(y - k) +a* = a*(x - h)* +a*(y - k)* - 2a’c(y - k) + a*c?
= (- a?)(y=k)? - a2z~ h)? = a*(* - a?)

AV z—h)2
o WR?_Eh?

3 ROTACAO

De [], tem-se o sguinte Teorema;
Teorema 3.1. Sejam XOY wum sistema de eizos ortogonais no plano e seja XOY o
sistema de eizos obtidos girando os eixos OX e OY de um angulo 6, 0 <0 < 5, no sentido
positivo. Sejam (z,y) e (Z,7) as coordenadas de um ponto P nos sistemas XOY e XOY,
respectivamente. Além disso, seja o o angulo que o vetor OP faz com o semieizo positivo
OX e; r=d(P,0), temos entdo:

{ x =T cos(f) - ysen(0) (3.1)

y = xsen(0) + ycos(0).

Figura 12

— B
Y Rt
\ "“"
\\ PR .
¢ 8
\ . LKy
. e AL X
Y 4 @
N r R
. ’ s 0 X
\ ’ .2
.
A ’ e
AY V2 ’
A 4 ’¢'
— o' .
y ‘ L4 Pid
N ’ R4
. PR
\ /c(,¢
\ -,
\/e ‘B >
Al X X
R O \\
A

Fonte: Elaborado pelo autor.



21

Demonstra¢ao. Da Figura |12/ usando o triangulo retangulo AOP, tem-se:

cos(a) = £ =7 = rcos(a) (3.2)
sen(a) = = = rsen(«) .
e usando o triangulo retangulo BOP, tem-se:
cos(a+0) =2 = x=rcos(a+0) (3.3)
sen(a+0) =% =y=rsen(a+0). '

Aplicando as identidades trigonométricas de angulos compostos, da equacao segue

que;
x =rcos(a) cos(0) —rsen(a)sen(6) (3.4)
y =rsen(a)cos(0) +rsen(d) cos(a). '
Substituindo a equagao [3.2 em [3.4], temos;
x =Zcos(0) —ysen()
y = xsen(0) + ycos(0).
[

O Teorema a sguir foi motivado de [2].
Teorema 3.2. Sejam XOY um sistema de eizos ortogonais fizado, 0 <0 < 5 um dngulo
e, nesse sistema de eiros ortogonais considere a inequacao geral do 2* grau nas varidveis
Tevy:
Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Cy+F§0 (3.5)

Entao, a rotacao positiva de centro O e amplitude 0 reduz a inequacao a 1nequagao:

A2+ CyP?+ Dz + Ey+ F

VIIA

0 (3.6)

onde (Z,7) sdo as coordenadas de um ponto no sistema de eivo ortogonais XOY obtido

pela rotacao de centro O e amplitude 0 dos eizos OX e OY. Além disso, temos:

tan26 = £ seA = C.

{ 0 =45° seA =C.
A-C»

Demonstra¢ao. Subistituindo a equacao (3.1) em (3.5) obtemos a inequacdo nas coorde-

nadas T e ¥:
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Ag[f2 + Bg(fy + OgﬂQ + Dgi’ + ng + Fg § 0,

onde,

Ag = Acos® 0 + senb cos 6 + C'sen?d.

By =2(C - A)senf) cos § + B(cos*0 — sen?0)
Cy = Asen?6 — senb cos @ + C cos? 6.

Dy =Dcost + Esent

Ey=-Dsenf + E cosf

Fy=F.

Em forma de matriz temos o seguinte;
Ay 2 [ cos(0) sen(0) AL cos(0) —sen(0) (3.7)
Be \ —sen(8) cos(0) L c sen(0) cos(0) .

( Dy ):( cos(f)  sen(0) )( D ) (3.8)
Eq —-sen(0) cos(0) E

Determinemos agora o angulo 0, 0 < 0 < I, para o qual o coeficiente By da equagao nas
) PR 0 s
variaveis T e y é iagual a zero.

Sendo

By=0
2(C - A)senf cos 0 + B(cos* — sen?d) = 0
(C - A)sen20 + B cos 20 = 0. (3.9)

Da equagao [3.9] se A =C, Beos(26) =0, 26 = 90° entdo 6 = 45°. Por outro lado se A # C,
entao tan 26 = %.
Pela identidade trigonométrica 1 + tan?20 = sec? 26, e pelo fato que tan 26 e sec26 tém o

mesmo sinal, ja que 0 < 20 < 180°, obtemos que;
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1 B
20=\] ———— 0
o8 V 1+tan®26’  a-c”
(3.10)
1 B
20=—-\) ——— — < 0.
o8 V 1+tan®26’ ¢ A—C'<

Além disso, como cos 20 = cos?0 — sen?0 e sen?6 + cos? 0 = 1, temos que;

cos20 =2cos?0 -1

e
cos20 =1 - 2sen?0.
Ou seja;
[1+ cos20
cosf =\ ——
2
e (3.11)

[1-cos20
senf = —

Fazendo; Ag=A, Cy=C, Dy=D,Ey=E e Fy = F; das equacoes , tem-se:
( A (z ):( cos(0) sen(0) )( 1;1 L )( cos(0) —sen(0) ) (3.12)
0 C —-sen(0) cos(6) 7 C sen(f) cos(0)

D\ [ cos(f) sen() D

E | \ —sen(8) cos(6) E |

Portanto, a inequacgao do segundo grau fica na forma,

(3.13)

0.

VIIA

A2+ Cy*+ Dz + Ey+ F
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4 APLICACOES

4.1 Calculo de areas

Figura 13: Grafico

0@
o YIITTIT
=
7
N
X

/

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da Figura[13] De [5] temos a férmula de drea (A) :

b
A= [1f@) - g(@))de (4.1)
Problema 4.1. Calcule a drea do conjunto de todos os pontos (x,y) de:

52, T2 T3, 24 32
it S L - S PR I 42
257 a5 T oY THTTHYS (4.2)

52, 12 T3,
g T L S 43
950 TopTY T opY TS (4.3)

Solucao :

Primeiro passo: Reduzindo por wma rota¢ao dos eixos coordenados a inequagao

. Do Teorema destacando os coeficientes da inequagcio A=32, B=-12 C=1

257 257 257
D = %, E-= —% e F =0. Calculando seno e cosseno do angulo de rotacao 0, como A + C,

temos que;
B -2 24
tan(20) = = 2 =

- 52_13 ’
A-C A R

com 1sso 20 € 1.QQ, usando as identidades trigonométricas de arco duplo das equagoes
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Figura 14: Grafico

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.10) e (3.11
1 1 7
20 = = -
cos(20) =\ | T 7an2 20 \| 1+ (Z)2 25
logo
/1 20 [1+L
cos() = +0023( ) _ 225 -2
€

1-L
sen() = /1 005(20) 25 §
5
C, D,

Agora calculando os coeﬁczentes da inequagao (@ A, B E temos que F = F =0,

das equagoes e (3.13) temos que;
( A0 ):( cos(0)  sen(0) )( A )( cos(0) —sen(6) )
0 C —-sen(0) cos(0) L sen(0) cos(0)
D\ [ cos(0) sen(0) D
E ] \ —sen(8) cos(6) E
2\ [ 0
-2 I

Concluimos que A =1, C =4, D=0, E =-8 ¢ F =0. Da inequacdo (@ temos a

1mequacao nas coordenadas T e Yy dada por:

Q vlw

—
[S{[SCINS TN
(SN l
(S [eV
SN —
Il
—
[
= O
SNS—

Gl oW

Il
—
l [S23PN

[S2{[SV]
(SN {[9Y)
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72+ 49° -8y <0.
Fazendo o completamento de quadrados , tem-se;

%2+(37—1)2§1. (4.4)

Sequndo passo: Reduzindo por uma rotagao dos eizos coordenados a inequa¢ao

. Do Teorema destacando os coeficientes da inequacdo A =32, B=-12 (C = ;—g’

% ~ 25
e F'=-4. Calculando seno e cosseno do angulo de rotacdao 0, como A = C', temos que;

B -2 94
tcm(29):A_C= s ==
com 1isso 20 € 1.QQ, usando as identidades trigonométricas de arco duplo das equagies
3.10) e (3.11
1 1 7
29 = = = —
s =N T ey "\ T (B "
logo
7
cos(0) = [ 1+ cos(20) _ [1+ 5 _4
2 2 5
e

1 - cos(26 1-L£ 3
sen(@):\/ 2( ):\/ 225:5.

Agora calculando os coeficientes da inequagao (@ A, B, C, D, E temos que F = -4,
das equagoes e temos que;

A 52 —a
0 =

Qo
SN —
Il
—

|
e (SN
(SN I
ol
SN—
Il
—
S =
= O
SN—

——
W]
SN —
Il
——

|
e [N

Concluimos que A=1,C =4, D=0, E=0¢ F =-4

Da inequagao (@) temos a inequacdo nas coordenadas T e y € dada por:

T2+ 452 -4 <0.

Simplificando , tem-se:
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Calculando a interseccao entre as fronteiras das inequacoes , da Fz'gum .

calculando T tem-se :

T =-V3.

FEzxpressando as curvas em funcgao de T , temos:

- J-v3

V3 =2
- / (2 - 1)d55
YAl VA
V3 72 V3
_ / n/1-dz- iz
V3 4 V3

Chamamos:
—2

I= f V1= Zaz.
4

Fazendo a mudange vdriavel, temos.

LW )

= 2cos(0)dl = dx

N | &)

sen(0) =

0 = arcsen(g).

Usando a identidade trigonométrica,

Portanto da Figum temos os limites de integracio entre a = —/3 e b=+/3.
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sen?(0) + cos?(0) = 1 = cos*(0) = 1 - sen*(0),

I- / 2@@:

- [ 2/1= sen?(8)2cos(0)do
_ f dcos(8)cos(0)dd

-9 f 2c05(0)d0

2l9 . sen(29)]
2

x T
=2 —|+=V4-2z2|.
[arcsen( 2) + 1 x ]
Logo temos de I, a drea:

f \/1—7:”—26195 f dz
Aol 2]

g(n( 3) V5 ﬁ ) (n(Tﬁ)ﬁ 4_(_@)2)

4
- (V3+3)

temos:

TV oI Y (Vi)
S

3
~ 2,45u

Problema 4.2. Calcule a drea do conjunto de todos os pontos (x,y) de:

104 , 144 146 64 48
Sy e 2 e 2 2 16 < 4,
25x+25y 25y+5x 5y+6 0 (4.8)

9 ,,24 16, 4 3
ks _2 3<0. 49
T A A (4.9)

Solucao :

Primeiro passo: Reduzindo por uma rotacao dos eixos coordenados a inequagao

@ Do Teorema destacando os coeficientes da inequacdao A = 12054, B = 12454, C= 12456,

D = 64 E = —§ e ' =16. Calculando seno e cosseno do angulo de rotacdo 6, como
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Figura 15: Grafico

Ag(x)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A#C, temos que;

B = 24
tan(20) = =B -
A-C W I~ 7
com isso 20 € 11.Q), usando as identidades trigonométricas de arco duplo das equagies
3.10) e (3.11));
1 1 7
@)Y=~/ —- - - =
cos(20) \V 1+tan?(20) \‘ 1+(-%)2 25
logo
008(9)=\/1+COS(20) = 1_%=§
2 2 5
e

sen() = /1 605(29) [1+ 2—

U Cﬂl»b

Agora calculando os coeficientes da inequagao (@ , E temos que F = F = 16,

das equagoes e (3.13) temos que;
A0 ) cos(f)  sen(0) A Z cos(0) —sen(0)
0 C —-sen(0) cos(0) L c sen(0) cos(0)

144
104 35
— 25 2 5 —
20 25 5

ot

(SN e
[S{[SEING TSN
—
ks oYW
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D\ [ cos(f) sen() D
E ) \ —sen(8) cos(6) E
g\ 0
~as o 16 )

Concluimos que A=8, C =2, D=0, E=-16 ¢ F = 24. Da inequacdo (@ temos as

inequacoes nas coordenadas T e iy dada por:

N’
1
—
I e
SIS

822 + 2% — 167 + 16 < 0.

Fazendo o completamento de quadros , tem-se;

72 77— 4)2
2 (y-4)
2 8

<1. (4.10)

Sequndo passo: Reducindo por uma rotacao dos eixos coordenados a inequacao @ Do

: : A9 B2 _16 p_ _4
Teorema destacando os coeficientes da inequagdo A = 5z, B =5, C =3, D =-%,

E = %e F =-3. Calculando seno e cosseno do angulo de rotacdo 6, como A = C, temos

que;

B 2 24
tcm(%)):A—C:iQfE:_?’

25 25

com isso 20 € 11.Q), usando as identidades trigonométricas de arco duplo das equagies

5.10) e ([3.11);
1 1 7
20 = - = = ——
<0s(20) =\ T tan?(20) \‘ 1+ (-2 25

1+ cos(26 1-L 3
cos(0) =/ 2( ):\/ 225:5
1 - cos(26 1+2L 4
sen(Q)Z\/ 2( ):\/ 225 =z

Agora calculando os coeficientes da inequagao (@ A, B, C, D, E temos que F = -3,

das equagses (TT3) ¢ (F1):
24
25
2
25

logo

RN
Qo

e
Sl Gk

pERRe
Ul ol
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[S[Y

e[l

() )0E)0)

Concluimos que A =1, C =0, D=0, E=1 ¢ F = -3. Da inequacdo temos a

imequacao nas coordenadas T e y dada por:

[SLI[JCINSTITN
G Ot

2 +y?-3<0.

FExpressando em funcgdo de T , tem-se;

y<-7%+3. (4.11)

Calculando a intersec¢ao entre as fronteiras das inequagoes , da Figura[15] .

calculando * tem-se ;

-1.

z

Portanto da Figura |15 temos os limites de integracao entre a=-1 e b=1.

Expressando as curvas em fungao de T , temos:

y=-V8-4z2+4=g(x) (4.12)

y=-1*+3=f(2). (4.13)

Calculando a area da Figum usando a formula , temos:

1
A=f (—EQ+3+\/8—4E2—4)df
-1
1 1 1
:f (—;7:2+3)d:z+f \/8—4zi*2d§:—f 4dz.
-1 -1 -1
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Chamamos:
1
I-= f V8- 4z%dz
-1
:f.Q
Fazendo a mudanca de vdriavel em I, temos.

sen(0) = = \/2c0s(0)d0 = dz

v
6= arcsen(%).

Usando a identidade trigonométrica,

sen?(0) + cos*(0) = 1 = cos®(0) = 1 - sen?().

Dagi:

1= [ 251z
= [2\/5\/1 — sen(0)\/2cos(0)do
:/4003(9)005(9)d9

:2f20032(6)d9
sen(29)]
2

Ao 2)e 27|

2[6+

Logo temos de I, a drea:

1 1 1 1
Az[ —x2da‘3+f 3dx+f \/8—4x2d97:—[ 14d7
-1 -1 -1 -1

K

1 1

_4[5?“:'

-1

’]—:2

| + 3[53]‘_1 + Q[arcsen(ﬁ) + E 1- ?]
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4.2 Calculo de volume de sélido de revolucao

Figura 16: Gréfico

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da Figura De [3] temos a férmula de volume de revolugao em torno ao
eixo X (V):
b
ver [ [/ ~[9(@)]da. (4.14)

Problema 4.3. Calcule o volume do sélido obtido pela rotacao em torno a y = %x, do

conjunto de todos os pontos (x,y) de:

104 , 144 146 , 64 48
0 e O 1640 415
o5 " T s YT s Y T T YT (4.15)

6, 24 9, 3 4
O s L2 s 2y _3<0. 4.16
25" T o5 YT ogY Tt TEY TS (4.16)

Solucao : Do Pmblema tem-se as inequacoes (@ e , que $ao as mesmas

curvas do Problemd4.3.
72 (75— 4)2
A Ul
2 8

y<-7%+3.

Portanto da Fz'gum temos os limites de integracdo entre a=-1 e b=1.
Assim calculando o volume de revolucio em torno ao eivo X, usando a formula ,
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Figura 17: Grafico

Fonte: Elaborado pelo autor.

temos que;

1

V

7rf [(-22+3)? - (- V8= 422 +4)"]dz
w [ [at-62 49— 8+ 4% 4 8VE 472 - 16]ds
1

1
:7r/ [z* - 22 - 15]dj+87rf V8 - 4a2dz.
-1 -1

—

Do Problema sabemos que pela mudanca de varidvel a integral [ /8 - AT2dT é;

[@dg‘cz[%@ 1—%2df=2(9+%(20))

Assim, temos que;

=T .
V= Wlx—] - 2ﬂlx—]
5|, 3

1 1

1 3—;2 T jQ
- 157|x + 167 arcsen| — |+ —\/ 1 - —
_1 [ ]|‘1 [ (\/5) V2 2 ] -

2r 4
= §—§—3O7T+167T+87T2
~ 32, 04u3.

Problema 4.4. Calcule o volume do solido obtido pela rotagao em torno a y = 2—7417, do

conjunto de todos os pontos (x,y) de:

~ 1630$2 1680 1005

2_6> 4.1
625 625 Y a5 ¥ 020 (4.17)
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62092 , 30912
—x" + x
625 625

14508
_l’_

2_576<0. 4.18
o Y < (4.18)

)
Solugao :

Figura 18: Grafico

Fonte: Elaborado pelo autor.

Primeiro passo: Reduzindo por uma rotagao dos eizos coordenados a inequag¢ao
~ - ~ _ 1630 _ 1680
. Do Teorema destacando os coeficientes da inequagio A = —32, B = —52
C= %, D=0, E=0¢F =-6. Calculando seno e cosseno do angulo de rotacao 0, como
A+C, temos que;

B — 5 336
tan(20) = = = = oo
A-C _Im_10% 57
com isso 20 € 1.QQ, usando as identidades trigonométricas de arco duplo das equagoes
3.10) e (3.11);
1 1 527
20 = = [
cos(20) =\ | T 7am2 20 \| 1+ (20)2 625’
logo
1+ cos(20) \/1+ 224
9 = = = —
cos(f) \J/ 2 2 %
e

1-cos(20 1-22 7
sen(@)z\/ 2( )=\/ 2625 =55

Agora calculando os coeficientes da inequacgao (@) A, B, C, D, E temos que F = F = -6,
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das equagoes e temos que;
):( cos(0)  sen(H) )( )( cos(0) —sen(0) )
—sen(f) cos(0) sen(f) cos(0)

B
2
C
24 T _ 1630 24 _ 7 -3 0
_| 3 325 625 25 25 | _
T ~ o T2 0 2
25 25 2 625 25 25

—_
(RN

Qo Q o

—_
(RN

D\ [ cos(f) sen() D
E | \ —sen(8) cos(6) E
5 =0} (0

ANz 2 Jlo) \o)

Concluimos que A = -3, C =2, D=0, E =0 e F = -6. Da inequacdo temos a

mequacao nas coordenadas T e y dada por:

372 +29* -6 > 0.

Simplificando , tem-se;

U 1 4.19
——-—2>1. .
3752 (4.19)

Sequndo passo: Reduzindo por uma rotagao dos eixos coordenados a inequagao
J - ~ ~ _ 62992 _ 30912
Do Teorema H destacando os coeficientes da inequagio A = 55==, B = ==,

C= 1éggs7 D=0, E=0e F=-576. Calculando seno e cosseno do o angulo de rotagao 0,

como A+ C, temos que;

B 30912 336

625
tan(20) = A_C 6299 _ 14508  por

625 625

com 1isso 20 € 1.QQ, usando as identidades trigonométricas de arco duplo das equagies

3.10) e ;
1 1 527
20 = = [
c0s(20) =\ [ T3 tanz(20) \‘ 1+ (20)2 625’
/1 2 1+220 94
cos(0) = +cos(20) _ 625 _ 22
2 2 25

logo
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sen() = /1 003(29) ,/ 625

Agora calculando os coeﬁczentes da inequacao (@ . E temos que F = -576,

das equacoes e (W temos que;
A 0 24 T 62992 383;2 24 _ 7 108 0
_ 2 25 625, 2 275 2%15 _
~ 7 24 =
0 C 3% o5 —65" _181228 55 bH 0 16
24 7
7 24 '
—55 5 0 0

Concluimos que A =108, C =16, D=0, E=0 e F = -576. Da inequacao temos a

mquagao nas coordenadas T ey dada por:

@]
N —
1l

10822 + 163* - 576 < 0.

Simplificando, tem-se;

3*2 2
% " §—6 <1, (4.20)

Calculando a interseccao entre as fronteiras das inequagoes , da Fz'gum .

calculando T tem-se :

= -2

&I

Portanto da Figura|l8§ temos os limites de integracao entre a =-2 e b= 2.

Fxpressando as curvas em fungao de T , temos:

y:\/3+37$2:g(x) (4.21)

y=1/36- ! = f(z). (4.22)




Calculando o volume de revolu¢ao, usando a formula temos:

2 2772 \° 3z2\°1 .
V—W/:Q[( 36 — 1 )_( 3+7)]dl’

33 2 2
=——T 72dT - 337 dT
4 -2 -2
33 [#3]) 2
. _ZW[E] ewelalf,

=447 + 1327.

~ 276, 4615,

38
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4.3 Calculo de areas de superficies de revolucao

Figura 19: Grafico

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da Figura De [B] temos a férmula de area de superficie de revolugao (A,)
em torno ao eixo X :

Ax:QW[ab[f(a:)\‘ 1+[d%f(x)] + g(x) 1+[%g(x)] ]dm. (4.23)

Problema 4.5. Determine a drea da superficie gerada pelas rotagao, em torno a y = %x,

do conjunto de todos os pontos (x,y) da fronteira, de:

81 , 216 144 , 4 72

_8 ., 216 14,4 L 2 4s0 4.24
557 T o5 T g ¥ tEttgy-420 (424)
‘ O . 24 16, 44 8
Ty - x4+ —y—-4<0. 4.25
95" Ta5Y T asY T HTTRY (425)

Solucao : Primeiro passo: Reduzindo por uma rotacao dos eizos coordenados a ine-

quacao : Do Teorema destacando os coeficientes da inequacao A = —%, B =
—%, C = —%, D= %, E= 32 e F'=-4. Calculando seno e cosseno do angulo de rotagao

0, como A+ C, temos que;

S
T 781, 144 - o0

tan(20) =

com isso 20 € I1.Q), usando as identidades trigonométricas de arco duplo das equagoes
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Figura 20: Grafico

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.10) e (3.11) ;
1 1 7
29 = — _ = - _ = ——
cos(20) =\ T ganz (20 \| L+ (22~ 25
logo
1- L
008(9):\/1+COS(29):\/ % _3
2 2 d
e

1 - cos(20 1+L 4

Agora calculando os coeficientes da inequagao (@ A, B,C, D, E temos que F = F = -4,
das equagoes e temos que;

cos(0) —sen(0)

sen(0) cos(0)

A 0\ [ cos(9) sen(Q) A

0 C | \ —sen(d) cos( L
Ao (3 3; AN
0o c) \-4 2 _% s Lo o

Q wlw

W Utk

(

Uik Ut
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):( cos(0) sen(0) )( D )
—sen(0) cos(0) E

v
I
—
I e

SN
[SHISCRGTN

Concluimos que A =-9, C =0, D =12, E =8 ¢ F = -4. Da inequacio (@ temos a

mequacao nas coordenadas T e y dada por:

-972+ 122 +8y—-4>0.

Simplificando , tem-se;
(3z —2)?
ra—

Sequndo passo: Reduzindo por uma rotagao dos eizos coordenados a inequa¢ao

: Do Teorema destacando os coeficientes da inequacio A = -, B = -2

9257 9257
C = —%, D = —%, E = %e F = -4. Calculando seno e cosseno do angulo de rotacao 6,

y> (4.26)

como A +C, temos que;

B 5% 24

tan(20) =

9,16 7>
A-C 55 + 38 7

com isso 20 € I1.QQ, usando as identidades trigonométricas de arco duplo das equagoes

:
1 1 7
2W=-)/— = | — = -
cos(20) =\ T3 7anz o0 \| T+ (22 25

1+ cos(26 1-£ 3
003(9):\/ 2( ):\/ 225 -
1-cos(26 1+%& 4
sen(G):\/ 2( ):\/ 225 -

logo

Agora calculando os coeficientes da inequagao (@ A, B, C, D, E temos que F = -9,

das equacgoes e temos que;

(e N

[Sa{[eM]

(RN
Q o

(SN [IY)
[S[eH] |
[S{[N
SN—
Il
—_——
|
S~
o O
SN—

(S
G Ol
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v
I}
—
I (S

(SN
oo Ttk

~a\ (g
o |
Concluimos que A= -1, C =0, D= -4, E =8 ¢ F = -4. Da inequacdo temos a

mequacao nas coordenadas T ey € dada por:

oo OYE

72 -4z +8y-4<0.

Simplificando, tem-se;

(T +2)?
8
Calculando a interseccao entre as fronteiras das inequagoes , da Figum )

7 < (4.27)

calculando T tem-se :

T =2.

Portanto da Figura temos os limites de integracdo entre a=0 e b= 2.

Expressando as curvas em fungao de T , temos:

_ (3$g2)2 _ f(:i’) (4.28)
7= (i‘ -;2)2 _ g(:Z’) (4.29)

Calculando a drea da superficie de revolugao, usando a equagdo , temos que:

Ax%/j(m;?)Q\IH[%(w;%?] d“%/()? (3:[:82)2J1+[%(3x82)2] .

:27rf02@\/1+[}l(%z)rdmznf;w\/u[%(3@—2)]201@.

chamamos;
2 (74 9)2 1 2
I=27r/; (x; )\/1+[4_l(j+2)] dz




Uzznfoz(?’%fy\/u[g(%u)rdf.

Fazendo a mudanca de variavel em I, temos que;

1
tan6 = 4_1(97;+2) = 4sec®0df = dx

T=4tanf - 2.
Dai
=27 / 8tan? @ sec? 0do.
Fazendo ;
u=tand
du = sec? do
temos que;

1= 167Tfu286c9du
216qu2V1+u2du

1
= 167r[g(1+2u2)\/1+u2—gln‘u+\/1+u2‘ +c]

=2 tan@(l+2tan2)\/1+tan20—1n|tan8+\/1+tan29|+c]

(x+2)+ /1+(9‘c+2)2
4 16

- M(1+2M)\/1+@+2)2—ln
B 16 16

~ 18, 87.

2

|

0

Fazendo a mudanca de variavel em II, temos que;

tanf = 2(333—2) < gsec2 0do = dz

4
3T = gtan0+2.
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Da7
16 tan2 0 4
1] = 27rf 2 gsech-sec? 0dp
8 9
1
om / tan? 0 sec® 0d6.
Fazendo ;
u=tand
du = sec? 0do
temos que;
17 = 16—7T u? sec Odu

81
1
O f V1 +uldu

167T|:u(1 2u2)\/1+u2——1n‘u+\/1+u2|+c:|

o T
= 8_71T tanf(1 +2tan®)V'1 +tan20—ln|tan9+ V1 +tan20‘ +c]

[ o o 2 o 2 o o 2
_2r[3@z-2)(, ,9Br-2)%\ [ 9Br-2)®  [3Bz-2) [ 9B3r-2)
81| 4 16 16 4 16

[

0

~ 14, 90.
Assim, somando as integrais I e II, temos que;

Az =1+ 11 ~33 770>

Problema 4.6. Determine a drea da superficie gerada pela rotagdo, en torno a y = ?:c,

do conjunto de todos os pontos (x,y) da fronteira de:

322+ 2V3zy + 2 + (123 + 50)x + (12 - 50/3)y + 36 > 0 (4.30)

322+ 2V/3Bxy + 12 + (2-4V3)x - (2V3+4)y +4 < 0. (4.31)

Solugao :
Primeiro passo: reducindo por uma rotagao dos eixos coordenados a inequagao
. Do Teorema destacando os coeficientes da inequacio A =3, B=2v3, C =1,
D =123+ 50, £E=12- 5073 e F =36. Calculando seno e cosseno do angulo de rotacao
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Figura 21: Gréfico

Fonte: Elaborado pelo autor

0, como A = C, temos que

B 23
tan(20) = —— = ——=
()= 35=5_7=V3
com isso 20 € 1.QQ, usando as identidades trigonométricas de arco duplo das equagoes
3.10) e (3.11) ;
1 1 1
26 = = - —
cos(20) \/ 1+ tan2(20) \‘ 1+(V3)? 2
logo
1 260 1+1
008(9):\/ + cos(20) :\/ 2 :ﬁ
2 2 2
e

sen(@)z\/l_%s(%)z\/l;izé.

Agora calculando os coeficientes da inequacdo : A, B, C, D, E temos que ;F =F =
36, das equagoes e temos que;

( A ):( cos(0)  sen(0) )( AL )( cos(0) —sen(0) )
0 —-sen(0) cos(0) L c sen(0) cos(0)

)0 TG

=

= ]
wlwwél

V)
D= Ml%
w

[\
S oo
-
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D\ [ cos(f) sen() D
( E )_( —sen(0) cos(0) )( E )

(5 L Y[ 12vBeso) [ 2
)_( -1 4 )( 12-50%)_( ~100 )

Concluimos que A =4, C =0, D =24, E=-100 e F = 36. Da inequacdo (@ temos a

mequacao nas coordenadas T e y dada por:

47% + 247 - 1003 + 36 > 0.

Simplificando , tem-se

7> (T +3)2

25

Segundo passo: reducindo por uma rotacao dos eixos coordenados a inequagao
: Do Teorema destacando os coeficientes da inequacio A=3, B=2V3, C =1,
D=2-43, E=-2/3-4e F = 4. Calculando seno e cosseno do angulo de rotacdo 0,

como A +C, temos que;

(4.32)

tan(?&)—% g\/; V3,

com isso 20 € 1.QQ, usando as identidades trigonométricas de arco duplo das equagoes

3.10}) e (3.11
1 1 1
2 = = - —
0s(20) =\ Tx tare (20 \‘ 1+(V3)? 2
logo
~ 1+cos(29)_\/1+%_\/§
cos(@)—\/ 5 = 5 =5
e

- 1
sen /1 005(29) /1 2 %

Agora calculando os coeficientes da mequagao . E temos que F =4,

das equacoes e (W temos que;
2v3
2
1

I

w

)
off, o
N wlél
St
N—

I
—_——
S =
o O
N~—
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DY (£ } 2-4/3\ [ -8
E) \ -1 2\ 2/3-4) \ )
Concluimos que A =4, C =0, D = -8, E = -4 ¢ F =4. Da inequacdo temos a

imequacao nas coordenadas T e y dada por:

472 -8z -4y +4<0.

Simplificando, tem-se;
y<(z-1)2% (4.33)

Calculando a intersecgao entre as fronteiras das inequagoes , da Figum .

__ (z+3)?
Y="35
j= (217

calculando T tem-se :

T =2
e
1
==
3
Portanto da Figura|21| temos os limites de integracao entre a = % eb=2.
FExpressando as curvas em fungao de T , temos:
(z +3)? _
= = 4.34
y="or— = (@) (4.34)
e
g=(z-1)*=g(2). (4.35)

Calculando a drea da superficie de revolugao, usando a equa¢ao , temos que:

Ax—QWﬁQ(I1)2\J 1+ld%(gz—1)2] dx+27rﬁ2(x;—53)2\l 1+[%$] dz

:27Tf;(x—1)2\/1+[2(:E—1)]2d:7c+27r/; (33;53)2\/“[%(“3)]2@

chamamos;

1:27rf;(x—1)2\/1+[2(x-1)]2dm



II=2n ﬁz (@ ;’53)2\/1 + [2—25(:2 + 3)]2d92‘.

3

Fazendo a mudanca de variavel em I, temos que;

1
tanf =2(x-1) = §sec2 6dh = dx

1
T=—-tanf+1.
2
Dai
1 2 3
I=27 f 3 tan® 6. sec’ 6d6.
Fazendo ;
u=tan6
du = sec? 0do
temos que;

I:Efu2sec9du
4
=%/u2\/1+u2du

:%[§(1+2u2)\/1+u2—%ln|u+\/1+u2|+c]

- tan f(1+2tan*)V1 +tan®6 — In|tand + V1 + tan> 0| +c]

- 2(x—1)(1+2-4(3—:—1)2) 1+4(z-1)2-In|2(z-1) +\/1+4(:E—1)2‘:|

~ 4,69.

Fazendo a mudanca de variavel em II, temos que;

2 2
tanf = %(f+3) = ;seCQQdH =dz

2
T = ;tane—&

2
1
3



Dai

525 tan? 9 2
]I=27Tf ¢88097586029d9

25
625
= Tﬂ / tan? @ sec® 0d6.
Fazendo ;
u=tan
du = sec? §df
temos que;
II = 6%% u? sec Odu
2
_ 62om 457T fu2v1 +udu

2 1
:63% g(1+2u2)\/1+u2—gln‘u+\/1+u2‘+c]

o [
= 63% tan0(1 +2tan?)V'1 +tan20—ln|tan0+ V1 +tan20‘ +c]

A(3% — 9)2 = _9)2
_ 6257 3(35_2) 149 (3z-2) 1+4(31: 2)
32 125 625 625
2
= _9)2
|2 (35-2) + A2
25 625 |||,
3
~7,79.

Assim, somando as integrais I e II, temos que;

Az =T+ 11=12 4842
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4.4 Calculo de comprimento de arco

Figura 22: Grafico

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da figura 22 De [5] temos a férmula do comprimento de arco (L) :

L= [ab [\l 1+l%f(x)] +\l 1+[%g(x)] ]dx. (4.36)

Problema 4.7. Determine o comprimento de arco do conjunto de todos os pontos (x,y)

da fronteira de:

81 , 216 144 , 4 72

T2 2o T Z —uy—-4>0. 4.
5’ WY Tt Y4zl (437)
‘ 0O . 24 16 . 44 8
e 2 16, 448 o 4.38
95" a5 T asY T HTTRY (438)

Solucao :

Do Problemal[.5, tem-se as inequacoes[].2§ e[f.29, que sdo as mesmas curvas
do Problemal[.7,

- (3z-2)? _
Y= % = f(Z)
(7 +2)?
8
Portanto da Fz'gum temos os limites de integracdo entre a=0 e b= 2.

y= =g(7).



Figura 23: Grafico

Fonte: Elaborado pelo autor.

Asssim , calculando o comprimento do arco , usando a formula , temos que;

52[02\“[;;(3:5 2)2 iz +/ \l d(x+2)2]dx
:./02\ 1+L§l(3f—2)_ di+f02\ 1+E(f+2)rdi,

chamamos;

[:f02\ 1+[Z(3x—2)] di
[I:'[OQ\I 1+H(f+2)rdi

Fazendo a mudanca de varidvel em I, temos que;

u = 2(350—2) = gdu:df.
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Dai

]:4f\/1+u2du.

Ol = O]

1
\/1+u2+§ln|u+\/1+u2|+0

u
2

3 9
1(397: - 2)\/1 + E(?):f' -2)2+1n

2

| Do

3 9
1(353—2)+\/1+E(3:i'—2)2

|

0

w  ©

,37.

4

Fazendo a mudanga de varidvel em II, temos que;
1, _
u:Z(x+2) = 4du = dz.
Dai
II-= 4[ VT+utdu.

1
=4 Q—L\/1+u2+§ln|u+\/1+u2|+0

2
2—1(‘+2) 1+ 1(‘+2)2+1 1(‘+2)+ 1+ L (z+2)? 2
=2|=(z —(z n|-(z —(z
4 TS 4 16 .
~ 2,51,

Assim, somando as integrais I e II, temos que;
L=1+1I#~5,88u.

Problema 4.8. Determine o comprimento de arco do conjunto de todos os pontos (z,y)

da fronteira de:

322+ 2v3zy + 2 + (123 + 50)2 + (12 - 50/3)y + 36 > 0 (4.39)

3202+ 2V3zy + 12 + (2-4V3)x - (23 +4)y + 4 < 0. (4.40)

Solugao : Do Problema [{.6, tem-se as inequagoes e que sdo as mesmas
curvas do Problema[].8,

(z+3)?
25

y= = f(7)



Figura 24: Grafico

W

N
g(x)

Fonte: Elaborado pelo autor.

= (2~ 1) = 9(2).

Portanto da Figum temos os limites de integra¢ao entre a =3 e b=2

Asssim , calculando o comprimento do arco , usando a formula temos que

ﬁ:/;\ 1+[d0ic($+3 d +f \}1+ —(:v 1)2] dx
=[2\ 1+[235(:c+3)] dx+f02\/1+[2(x—1)]2d

chamamos;

[:/}2\1 1+[%(§;+3)l dz
H:[O2\/1+[2(a:—1)]2d:1:

Fazendo a mudanca de variavel em I, temos que

2 2
u:—(:z‘:+3):>—5du:da‘:.
25 2



Dai

]:%f\/lJrquu.

212

2 4
2—5(3‘:+3)\/1+@(:E+3)2+1n

~1,75.

2 4
%(§:+3)+\/1+@(§;+3)2

o4

1
E\/1+u?+§ln|u+\/1+u2|+C].

2

I

1

Fazendo a mudanca de variavel em II, temos que;

Dafi

Il = V1 +u?du.

N~ N~

r[\:)lg |\,

2(z-1)\/1+4(z-1)2+1n
~ 2, 30.

Assim, somando as integrais I e II, temos que;

1
\/1+u2+§1n|u+\/1+u2|+0

1
u:2(§:—1):>§du=d:i.

2(z-1)+/1+4(x-1)?

|

2
1
3

L=T1+IIw4,05u.



55
5 CONCLUSAO

Na primeira parte do trabalho foram obtidas as equagoes reduzidas da parabola, elipse e
hipérbole através de trés Teoremas. Em seguida introduziu-se o Teorema de reducao da
equacao geral das conicas por uma rotagao dos eixos coordenados na forma reduzida, onde
foi calculado o angulo de inclinagao que gero o novo sistema de coordenadas. Com isto,
possibilitou-se fazer a aplicacao das férmulas das integrais vistas nas aplicagoes acima.
Contudo, obeservou-se que, os resultados dos Problemas, foram obtidos com duas casas
decimais, dando a entender que estas integragoes nao eram simples. Por exemplo, nas
inquacoes dos Problemas e nao foi possivel obter os calculos de superficie de
revolugao e comprimento de arco, visto serem equacoes de elipses e hipérboles, o que
difcultou na derivada destas. Portando, estes Problemas ficam em aberto, deixando assim

a oportunidade de se usarem outros métodos para soluciona-los.



56

Referéncias

1]

BOULOS, Paulo; DE CAMARGO, Ivan. Geometria analfica. CEP, v. 4533, p. 004,
1987.

FRENSEL, Katia; DELGADO, J. Aula 21. Geometria Analitica.
< https://www.professores.uff.br/katiafrensel /wp-
content/uploads/sites/115/2017/08 /aula21.pdf>. Acesso em 08/2017.

SAMPAIO, Joao Carlos Vieira; VILLAGRA, Guillermo Antonio Lobos. Integrais
definidas e aplicagoes. 2012..

LEHMANN, C.H. Geometria Analitica. 13a ed. México: Limusa Edigoes, 1989.

GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um Curso de Célculo-vol. 1, ba. edi¢ao. Editora
LTC, p. 48, 2001.

DANTE, Luiz Roberto. Matematica: contexto e aplicagoes. Sao Paulo: Atica, v. 3,
2013.



	INTRODUÇÃO
	CÔNICAS
	Cônicas
	Parábola 
	Elipse 
	Hipérbole

	ROTAÇÃO
	APLICAÇÕES
	Cálculo de áreas 
	Cálculo de volume de sólido de revolução
	Cálculo de áreas de superfícies de revolução
	Cálculo de comprimento de arco 

	CONCLUSÃO

