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RESUMO

O presente trabalho busca expor um estudo introdutério no que se refere a descricao do
movimento de uma particula que é atraida para um ponto fixo, desenvolvido dentro da
Mecéanica Celeste. Em busca do melhor progresso do trabalho, inicialmente sao fixados
conceitos de Calculo e Geometria Analitica, seguidos da formulagdao do problema, enquanto
uma Equacgao Diferencial Ordinaria de Newton. Ademais, partindo da Lei da Gravitagdo de
Newton sao estabelecidas as trés leis de Kepler, o que resulta também nas constantes geradas
pela conservacao da energia, pela conservacao do momentum e a excentricidade. Além
disso, com o desenvolvimento do trabalho verificar-se-a2o as relagoes entre as constantes,
expondo como seus valores determinam a érbita de uma particula. Por fim, sdo introduzidas
técnicas de determinacgao da posi¢ao na orbita da particula em um instante do tempo,

com base nos valores iniciais dos seus vetores posicao e velocidade.

Palavras-chave: Mécanica Celeste; Leis de Kepler; Célculo; Geometria Analitica;



ABSTRACT

The present work seeks to expose an introductory study regarding the description of the
movement of a particle attracted to a fixed point, developed in Celestial Mechanics. Looking
for the best progress of the work, initially concepts of Calculus and Analytic Geometry
are fixed, followed by the formulation of the problema, as a Newton Ordinary Differential
Equation. Moreover, starting from the Newton’s Gravitation Law, there are established the
three Kepler’s Laws, resulting also in the constants generated by conservation of energy,
conservation of momentum, and excentricity. Furthermore, with the development of the
work, relations between the constants will be verified, exposing how its values determine
the orbit of a particle. Finally, techniques are introduced for determining the position
on the orbit of the particle in a given instant of time, based on the initial values of its

position and velocity vectors.

Keywords: Celestial Mechanics, Kepler’s Laws, Calculus, Analytic Geometry.
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1 INTRODUCAO

Esta monografia tem como motivagao inicial o estudo introdutoério de topicos de
Mecénica Celeste, assim, dividida em trés capitulos que dissertam acerca do problema
da forga central. Para tanto, utilizaremos como referéncia principal [5] e os capitulos 3 e
4 da monografia seguem a ordem do texto base. Além disso, evidencia-se o valor desta
monografia na interdisciplinariedade, no trabalho em expor e detalhar célculos acerca de
orbitas newtonianas, estendendo-os além das orbitas elipticas — as quais sdo comumente

vistas ao longo da educagao basica na disciplina de Fisica — para as demais se¢des conicas.

A luz disso, inicialmente, iremos expor certos conceitos mateméticos de Célculo
vistos em [2], Geometria Analitica vistos em [4] e [6] e um Teorema de Equagoes Diferenciais
Ordinérias enunciado e demonstrado em [3] que serdo utilizados ao longo do texto com
finalidade de permitir desenvolver os calculo necesséarios futuramente. Em seguida, iremos
formular o Problema da Forga Central e, desse modo, estabelecer o primeiro objetivo
que é: descrever o movimento de uma particula sendo atraida para um ponto fixo, isto é,
determinar as fungoes, a geometria (como leitura auxiliar foram vistas as interpretacoes
geométricas em [1]) e as constantes do movimento. Com finalidade de auxiliar na leitura
dos casos, a classificagdo das érbitas conforme as constantes é, sendo consequéncia de (4.2),

como na tabela abaixo:

Orbita Momentum Angular (¢) | Energia (h) | Excentricidade (e)
Circular c#0 h = —g—z e=0
Retilinea c=0 - e=1
Eliptica c#0 h <0 0<e<1
Parabdlica c#0 h=20 e=1
Hiperbdlica c#0 h >0 e>1

Por fim, ao descrever o movimento, no ultimo capitulo teremos como objetivo
entender como os "elementos” determinados anteriormente se relacionam e, com isso, sera
possivel indicar como os valores de uma r(t) podem ser calculados indiretamente por um

método numérico, dado um tempo t e vetores posicao e velocidade iniciais.

Por fim, de modo pessoal, o interesse nesse estudo deu-se por meio da curiosidade
em assuntos que envolvam corpos celestes e astronomia. Assim, a expectativa para este
trabalho de conclusao ¢ o conhecimento de como a matematica age sobre esses tépicos.
Além disso, ao longo da graduagdo, o maior foco de interesse esteve na matematica pura
(tal pensamento nao mudou) mas é formidéavel o modo em como podemos encontra-la em
todo lugar sendo aplicada e, dado o trabalho e seu contexto, em locais que sequer pisamos,

apenas observamos.
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2 PRELIMINARES

Dando inicio aos topicos de matematica, este capitulo serd responsavel por definir
as ferramentas que utilizaremos ao longo do texto, sendo as mesmas bdsicas para a
compreensao do que sera desenvolvido. Entretanto, os pontos aqui citados serao expostos

de maneira resumida, dado que o propoésito do trabalho sao as aplicacoes dos mesmos.

Outro ponto relevante sobre esta secao é que as notagoes aqui utilizadas nao serao
as padroes ao longo do texto. Contudo, encerraremos o capitulo fixando as notagoes que

serao utilizados no seguinte.

2.1 Calculo

2.1.1 Derivacao Implicita
Definigao 2.1.1. Seja z = f(x,y) uma fungdo. A funcao de diz definida ou dada implici-
tamente pela equacao g(x,y,z) = 0 se, V(z,y) € Dy, g(z,y, f(z,y)) = 0.
Uma funcao y = g(z) é definida implicitamente pela equagao f(x,y) = 0 se, para
algum D, C R, e Vo € Dy,
fla, g(z)) = 0.

Admitindo que f e g sejam diferenciaveis, vamos deduzir uma férmula para o
calculo de ¢'(z) em todo x € D,, para os quais g—i(x,g(x)) # 0. Entao, derivando em

relacdo a x os dois membros da equacao anterior, obtemos,

ou

0 dv O
o gl + 5 (@9 () =0
e, portanto, )
"(z) = _ oy =g(x
g'(x) () y = g(7)

desde que g—i(x, y) # 0.

2.1.2 Integracao Impropria

Definigao 2.1.2. Seja f um funcao real integravel em [a, t], para todo ¢t > a. Definimos
+oo . t
| f@de = tim [ p@)de

desde que o limite exista e seja finito. Tal limite denomina-se integral impropria de f

estendida ao intervalo [a, +00].
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Observacao 2.1.3. Se lim;_, ;o [/ f(x)dz for 400 ou —oo continuaremos a nos referir a

[ f(z)dxr como uma integral imprépria e escreveremos
+o0o +oo
/ f(z)dx = +o0 / f(z)dzr = —o0.

Se ocorrer um destes casos ou se o limite nao existir, diremos que a integral imprépria

é divergente. Se o limite for finito, diremos que a integral impropria é convergente.

Exemplo 2.1.4. Seja fi(r) = [ f(z)dz. Vamos definir trés possiveis valores para a,

(i) a =400 se a integral é convergente;
(ii) se [ f(z)dx diverge, a = 0 com [° f(2)dx convergente;

(iii) se as duas outras opgoes anteriores divergem, a = 1.

Vamos, entdo, verificar para f(r) = ur—" que:

p>1 = a=00
p<l = a=0

p=1 = a=1
De modo geral,

fir) = [ pards

b

= plim [ pz Pdx
b—a Jr

b

- [_@—1)%“’”]74

o 1 1
= N

Com isso, vamos o que ocorre em cada valor de p,

1. p>1 = p—1>0, com isso veremos se para a = 0O converge:

. 1 1
hir) = pjbhj{olo [(p— Dre-1  (p— 1)b(p1)]

e é convergente.
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2. p<1 = p—1<0, com isso vemos que para a = oo, fi(r) diverge pois

. 1 1
filr) = lim [(p T DD T (p— 1)@@—1)]
. 1 p—(r=1)
G Lp — 10 T (ot 1>1

que é divergente pois b — oo e —(p—1) = —p+ 1 > 0. Agora, é facil verificar que

p—(p—1)
lim [———| =0
b—0 l(—p + 1)‘|

converge para a = () pois

Entao,

() = p [1] |

(= 1)r D

que ¢é convergente.

3. p=1 = p—1=0, observe que

. 1
fi(r) = “(l)l_{% l@ — 1)r-1) B (p— 1)b(p1)]

b—a

) 1 1
- l<o>r<0> ) <o>b<0>]
Logo, a) e b) sao divergentes pois o limite nao existe. Por convencao, a = 1.

2.1.3 E.D.O: Teorema de Existéncia e Unicidade
Teorema 2.1.5. Considere o problema do valor inicial

X' =F(X), X(0)=X, (2.1)

onde X, € R™. Suponha que F : R® — R" é C'. Entao, existe uma Unica solucao
para esse problema do valor inicial. Mais precisamente, existem a > 0 e uma tnica solucgao
X :(-a,a) = R"

dessa equacao diferencial satisfazendo (2.1)

Demonstracdo. A prova do teorema estd exposta nas paginas 385-386 do livro "Differential
equations, dynamical systems, and an introduction to chaos” HIRSCH, Morris W.; SMALE,
Stephen; DEVANEY, Robert L, 2012. ]
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2.2 Geometria Analitica

2.2.1 Produto Vetorial

Dados vetores u = x1i+y1j+ 21k e v = xoi +y2j + 20k (com 1i, j, k vetores unitéarios
na direcao dos eixos de coordenadas cartesianas x, y, z respectivamente), chama-se produto

vetorial, e se representa u X v, ao vetor
u X v=(y122 — z2192)i — (¥122 — 2122)j + (T1y2 — y172)k.
2.2.1.1 Propriedades do Produto Vetorial
a) ux u =0, Vu e sendo 0 vetor nulo;
b) uxv=—-vxu;
c)ux (v+w)=uxv+uxw;
d) (mu) x v=m(ux v);

e) ux v =0 se, e somente se, um dos vetores é nulo ou se u, v sdo colineares (isto é,

um ¢é multiplo do outro, recaindo no item a));
f) u x v é ortogonal simultaneamente aos vetores u e v;

g) lux v]*+ (u-v)* = |ul’|v|*.
2.2.2 (Conicas
2.2.2.1 Parabola

Definigao 2.2.1. Consideremos uma reta r e um ponto F ¢ r. Pardbola é o lugar

geométrico dos pontos do plano que sao equidistantes de F' e de r.

eixo -10 -5 0 5

Figura 1 — Exemplo de Parabola
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2.2.2.1.1 Elementos de uma Parabola

Dada a figura acima,

Foco: é o ponto I

Diretriz: é a reta r;
« Eixo: é a reta que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz;

o Vértice: é o ponto V' de interse¢do da parabola com o seu eixo.

Ademais, a equagdo de uma parabola de vértice na origem, com eixo da parabola

sendo o eixo dos y ou com eixo da parabola sendo o eixo dos z, respectivamente:
2 =2py ou y®=2pz.

onde p é a distancia entre o foco e a diretriz.

2.2.2.2 Elipse

Definicao 2.2.2. Elipse é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das

distancias a dois pontos fixos desse plano é constante.

Figura 2 — Exemplo de Elipse

2.2.2.2.1 Elementos de uma Elipse
Dada a figura acima,

o Focos: sao os pontos F e Fb;
o Distancia focal: é a distancia 2c¢ entre os focos;

o Centro: é o ponto médio C' do segmento FiFy;
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 FEixo maior: é o segmento A; Ay de comprimento 2a (o segmento A; Ay contém os

focos e os seus extremos)

« Eixo menor: é o segmento B; By de comprimento 2b (ByBy; 1L A;A; no seu ponto

médio);
o Vértices: sdo os pontos Ay, As, B; e Bs.

Ademais, a equacao de uma elipse centrada na origem, com eixo da elipse sendo o

eixo dos y ou com eixo da elipse sendo o eixo dos x, respectivamente:

LUQ y2 1'2 y2

2.2.2.3 Hipérbole

Definicao 2.2.3. Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja diferenca

das distancias, em valor absoluto, a dois pontos fixos desse plano é constante.

8

Figura 3 — Exemplo de Hipérbole

2.2.2.3.1 Elementos de uma hipérbole
Dada a figura acima,

e Focos: sao os pontos F e Fb;
o Distancia focal: é a distancia 2c¢ entre os focos;

o Centro: é o ponto médio C' do segmento F} Fy

Vértice: sdo os pontos A; e As;
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o Eixo real: é o segmento A; Ay de comprimento 2a;

« Eixo imagindrio: é o segmento B; B, de comprimento 2b, onde b é dado por ¢? = a?+b%.

Ademais, a equagdo de uma hipérbole centrada na origem, com eixo da hipérbole

sendo o eixo dos y ou com eixo da hipérbole sendo o eixo dos x, respectivamente:

2 2 2 2
T Yy
?_b?:]_ ou ﬁ_ﬁ::l

2.2.2.4 Definicao Geral de Secao Conica

Definig¢ao 2.2.4. Seja r uma reta fixa e F' ¢ r. Seja P um ponto que se move no plano
de r e F' de tal maneira que a razao de sua distancia a F' para sua distancia a r é sempre
igual a uma constante positiva. Entao, o lugar geométrico de P é denominado uma se¢do

conica.

Assim, a reta fixa r é denominada diretriz, o ponto fixo F' é o foco. Sem qualquer
perda de generalidade, podemos tomar o eixo Y como a diretriz e o ponto F(p,0), com
p # 0, como o foco. Seja P(x,y) qualquer ponto sobre o lugar geométrico. De P se traca o
segmento retilineo PA perpendicular ao eixo Y. Entao, pela definicdo acima, o ponto P

deve satisfazer a condi¢ao geométrica

d(P, F)

— = d(P,F) =ed(P,A). 2.2

d(P, A) e = ( Y ) € ( ) ) ( )
onde e é uma constante positiva e é denominada ezcentricidade da secao conica. Quando

e = 1 a definicao acima é a parabola.

Por mais, expressando (2.2) analiticamente, elevando ao quadrado em ambos os

lados e eliminando os denominadores, obtemos
(1—eHa* —2pr+y>+p* =0 (2.3)

Dada essa equacao para recair nas conicas ja citadas basta analisar o que ocorre com (2.3)
nos possiveis valores de e, ou seja, se 0 < e < 1 a equagao ¢ equivalente a ’é—z + z—j =1
(caso o eixo maior esteja sobre o eixo dos x no caso em que o eixo maior esta sobre o eixo
dos y, basta fazer as alteragdes que cabem); se e > 1 a equacao é equivalente a 2—2 — z—j =1
(caso o eixo real esteja sobre o eixo dos x, no caso em que o eixo real estd sobre o eixo dos

y, basta fazer as devidas alteragoes).
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2.3 Calculo Vetorial

2.3.1 Funcoes vetoriais de uma variavel
Definicao 2.3.1. Uma funcao vetorial de uma varidvel é uma funcao da forma
7: D — R3,

onde D C R é o dominio de definicdo de 7 e ¢t é um parametro — podendo ser interpretado

como o tempo ou nao.

Em coordenadas cartesianas, uma funcao vetorial assume a seguinte forma:

onde i = (1,0,0),7 = (0,1,0),k = (0,0, 1).

2.3.1.1 Limite, Derivada e Integral de Fung¢oes Vetoriais de uma variavel

Definicao 2.3.2. O limite, a derivacao e a integracao vetorial sdo definidas componente a

componente no sistema de coordenadas cartesiano, isto é

lim7(t) = lima()i+limy(t)j +lim 2(t)k

t—a t—a
dr(t) dx(t)- dy(t)ﬁ, dz()
— 2.4
dt a a7 T £ (24)

/abf(t)dt — / dtz+/ dtj+/ (2.5)
/th = / dm+/y dtj+/ t)dtk. (26)

Agora vamos enunciar as propriedades da derivacao de fungoes vetoriais de uma

variavel:

a) Se 7(t) ¢ um vetor constante, entao dr(t = 0;

b) sl () + Bra(t)] = a5 + B
¢) Se f(t) ¢ uma fungdo real, entdo % [f()7(¢)] = f/(£)7(t) + f(t )4 dt ;

Q) S 0] =70 20 + 50 ()

&) LIF(t) x r3(t)] = 73 (t) x 420 4 dW gy
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2.3.2 Derivada de um versor qualquer

Vamos considerar u uma fungao vetorial diferenciavel do tempo e u seu comprimento.
Como u? = u - u (propriedade de produto interno), temos v = \/u - u. Entao, derivando

em ambos lados da igualdade, segue

Concluimos que ut = u - u. Logo,

d(u) B uu — ut
dt \u/) u?

pois, (a x b) x ¢ = (a.c)b — (b.c)a (duplo produto vetorial).

2.4 Notacoes

Seguem as notagoes que padronizaremos utilizadas ao longo do trabalho:

e v, Vetor;

e v, norma do vetor v;

e u X v, produto vetorial entre os vetores u e v;
e u-v, produto escalar entre os vetores u e v;

e Vv, ¥, derivada de v, v em relacao ao tempo ¢;

o v, v/, derivada de v, v em relagdo ao tempo wu.
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3 PROBLEMA DA FORCA CENTRAL

O presente capitulo em questao tem como objetivos formular o problema, definir
e desenvolver as constantes momentum angular e energia e, dada a Lei da Gravitacao
de Newton, estabelecer duas das leis de Kepler, isto é, a lei das orbitas e a lei das dreas.
Desse modo, também sera discutido a "geometria” do nosso objeto de estudo a fim de

compreender o contexto do que sera visto no capitulo seguinte.

3.1 Formulacao do problema

Seja uma fungao f :)0, +o0o[— R, que assumiremos como continua nesse intervalo, e
chamaremos de Lei de Atra¢do. Com finalidade de descrever o movimento de uma particula
de massa m que é atraida, para um centro O fixo, por uma forga mf(r) que é proporcional
a massa e depende unicamente da distancia r entre a particula e o centro O, indicaremos a
posicao da massa pelo vetor tridimensional r direcionado de O e consideremos — de acordo

com a Segunda Lei de Newton — o movimento da particula descrito pela equagao

mit = —mf(r)r'r,

1

onde r~'r é o vetor unitario direcionado para a posicao da particula. Se v denota o vetor

velocidade 1, a equagao que descreve o movimento é dada pelo par:

r=v, v=—f(r)'r (3.1)

Observe que o valor de m é irrelevante para as equagoes de movimento.

3.1.1 Caso Especial: Lei da Gravitacao de Newton

O caso especial da Lei da Gravitacao de Newton se da quando a lei de atracao f é

2

dada por f(r) = ur—2, onde u > 0 é uma constante que depende unicamente da unidade

escolhida e da fonte particular da atragao. Nesse caso, as equagoes (3.1) se tornam
r=v, v=—ur’r (3.2)

3.1.2 Segunda Lei de Kepler: Conservagao do Momentum Angular

Vamos assumir que (3.1) é satisfeita para algum intervalo de tempo pelo par de
fungoes vetoriais r(t) e v(t) (escreveremos simplesmente r e v). Podemos concluir da

segunda equagao do par de (3.1) que, sabendo das propriedades da se¢ao (2.2.1.1),

rxv = rx(—f(r)r'r)

= —f(r)rH(xrxr)
= 0.
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onde esse 0 é o vetor nulo. Com isso, segue que a derivada do vetor r x v é:

(CXV) = TXVHEXV
= IXV+VXV

= 0.

pela equagao anterior e por v X v = 0.

Por isso, como o tempo t esta variando num intervalo,
rxv=c (3.3)

onde ¢ é um vetor constante. O vetor ¢ é chamado de momento do momentum e o
comprimento ¢ é o momentum angular da particula. Contudo, daqui para frente iremos

ignorar esses refinamentos e vamos nos referir a ¢ ou ¢ como o momentum angular.
A equagao (3.3) é conhecida como a conservagio do momentum angular. De acordo
com (3.3), segue que ¢ - r = 0 pois,
cr = (rxv)-r
= 0
devido ¢ ser ortogonal a r, por definicio. Com isso, se ¢ # 0, temos que r é sempre

perpendicular ao vetor ¢ e o movimento ocorre no plano que passa pela origem e é

perpendicular a c.

Agora, se ¢ = 0, utilizando os resultados da Secao 2.3.2, fazendo u = r, obtemos

d(r) (rxr)xr

sendo ¢ = 0,

Logo, © ¢ um vetor constante. E, portanto, o movimento esta contido numa reta

que passa pela origem.

Retornemos ao caso em que ¢ # 0, isto é, ao caso em que o movimento esta

ocorrendo num plano.
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Vamos introduzir nesse plano um sistema de coordenadas polares com r =
(rcos@,rsinf,0) e c = (0,0, c). Com isso, vamos verificar que ¢ = 26:
Como ¢ = r x v, temos pela definicdo de produto vetorial e de ¢ = (0,0,¢) que
C = TyUy — Ty, com V = T = (7cosf — rsinf0, 7 sinh + rcos&é,O), sendo r e 6 fun-

coes de t, as quais derivamos implicitamente (conforme (2.1.1)). Logo,

¢ = (rcosf)(rsin@ 4 rcos0f) — (rsin@)(r cos § — rsin H0)
= 77 cosfsinf + % cos® 60 — risin @ cos O + r* sin” 9
= 712(cos? 6 + sin? 0)0
.
c
g 4
a r
(r,8)
x

Figura 4 — Sistema de Coordenadas Polares

Dito isso, seja A(t) a fun¢ao que denota a drea varrida pelo vetor r num intervalo

[to,t]. Em coordenadas polares, temos AA = %7‘2A0 e obtemos

a4 _ . 1,40
i a2 A
1 ..
= —r?f
2
_ ¢
2

Portanto, como ¢ é constante, concluimos que a particula percorre dreas iguais em

tempos iguais. Esta é a 2° Lei de Kepler.
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3.2 Conservacao da Energia

1

Sabemos que v = — f(r)r~'r, entdo, fazendo o produto escalar com v, temos

v-v = (=f(r)yr'r)-v
= —f(r)r~*(r-v) (propriedade de produto escalar)

(r)
= —f(r)r~"ri (vimos na se¢do anterior que 77 = r.r)
(r)

dr
Assim, integrando com relacao a t em ambos os lados, obtemos
1
S0P =) +h (3.5)

onde fi(r) é uma funcao cuja derivada é —f(r) e h é uma constante. A fungao fi(r) é

determinada convencionalmente da seguinte maneira:

Portanto, se f(r) é da forma f(r) = ur=?, como verificado em (2.1.4), temos se p > 1,
entdo a = 0o; se p < 1, entdo a =0 ; se p =1 entdao a = 1. O caso mais importante é o de
Newton, isto é,

flr) = pr™2, fi(r) = pr .

A funcdo mfi(r) é conhecido como a energia potencial e é denotado pelo simbolo

U. A quantidade T' = m2”2 ¢ chamado energia cinética e hy = mh a energia. Multiplicando

(3.5) por m, segue
T=U+Mh

Tal igualdade é conhecida como principio da conservacao de energia.

3.3 Primeira Lei de Kepler: Lei do Inverso do Qua-
drado

Vamos assumir que a particula se move de acordo com a Lei de Gravitacao de
Newton, isto é,
F=v, V=—ur’r
Com isso, vamos analisar outro vetor que permanece constante através do movimento,
chamaremos de eizo excéntrico e denotaremos e. Iniciaremos com (3.4) e multiplicaremos

em ambos lados por —pu,




Capitulo 3. Problema da For¢a Central 24

Utilizando propriedade de anticomutativa de produto vetorial,

d (r> .
—(-)=vxc
Mdt r
Integrando em relacao a t em ambos os lados,

p(e+;>:vxc (3.6)

pois por um lado temos

[ra@)a = nf[50)]
= u (e + :) (pela definicao de integral) (3.7)

sendo e a constante de integracao. Por outro lado, como

(Vxe) = VvXct+vxe
= vxc+vx0 (céconst.)
= vxc+0 (propriedade de prod. vetorial)

= vXc

logo a integral a direita se verifica.

Der-c =0, segue que e - ¢ = 0 pois, da igualdade acima, temos: pelo lado direito
obtemos um vetor perpendicular a ¢ (devido a interpretagdo geométrica de um produto
vetorial) e pelo lado esquerdo temos a soma do vetor r com o vetor e. Desse modo, sendo

r perpendicular a ¢ é necessario que e também seja.

Com isso temos dois casos: se ¢ # 0, os vetores e e ¢ sao perpendiculares e e,

portanto, esta no plano do movimento; se ¢ = 0 tem-se,

r
u<e+> = vx0
r
= 0

e, manipulando algebricamente, concluimos

r
— = —e

r

isto é, e esta na reta do movimento. Nesse caso, o comprimento de e é sempre igual a 1,

pois * é unitario.
T
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Agora, devemos encontrar a interpretacdo do escalar e quando ¢ # 0. Tome o

produto escalar de ambos os lado de (3.7) com r. Entao,

r- ,u(e—i—:)] = r-vxec
pule-r+r) = rxv-c
— ¢c-cC
= 02

Ou seja,
2

c
e r+r=—
i
. . ~ 2 .
Dado isso, temos novamente dois casos: se e = 0 entao r = %, constante, pois se
e = 0 o vetor e é nulo. Portanto, o movimento é circular. Além disso, vamos verificar que

2

r2v? = r%/2 4+ ¢ e, com isso v2 = 72 + c?r~2, podemos reescrever a lei de conservacao da

energia como
r27? 4+ ¢ = 2r%[fi(r) + h).

No que segue, usaremos a propriedade g) da Segao 2.2.1.1 com u = r e v como
definido no contexto. Substituindo, temos (r-v)?+ (r x v)? = r?v%. Sabemos que r X v = ¢

e v =r, aplicando, obtemos,

(r-1)’+c? = r%°
r22 4 = r%?
v?2 = 7?42

Como queriamos. Agora, tomando a lei de conservacao da energia, temos:

T = U+m
m;z = mfi(r) +mh
v = 2[fi(r) + 1
P2+t = 2[fi(r) + h)
it = 2r°[fi(r) + I (3.8)

Dada a verificagao, temos que r*7?4¢* = r?v*. Entao, segue que rv = ce v = £, pois
2 . ~ . .
r= C;, constante, e ao derivar em relacdo a t obtemos 7 = 0. Assim, r?1v?> =2 = rv=c

e substituindo r como dado obtemos a segunda parte. Ou seja, a particula se move em
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velocidade constante. Pela lei da conservacao de energia,
2

v H
R R
2 7’+
oo v
2 r
B rv? —2u
n 2r
ok —2p
= >
2
_ (e
2¢?
_
2¢?
um numero negativo. E, observe que,
T = U+Mh
2
T = U+m ,u2>
c
2
v
T = U—-—m—
)
T = U-T
2T = U,

o que finaliza a andlise sobre o caso.

Por outro lado, suponhamos que e # 0. No plano de movimento, como na 4,

introduziremos o vetor e e obtemos a 5

V4 0(!,9) \\

-~

Figura 5 — Plano do movimento considerando e

onde w é o dngulo do eixo = para e. Se (1, 0) representa a posigdo ) da particula, o &ngulo
0 — w sera denotado por f. A mesma posi¢ao () pode ser representada como (r, f) se e é

usado como o eixo de coordenadas. Assim, segue que e.r = ercos f e sabemos que
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2
c
er+r = — (3.9)
i
2
ercosf+r = —
1
2
rlecosf+1) = —
]
&2
= —F 3.10
" 1+ecos f ( )

Considere na figura acima a reta pontilhada L, que estd a uma distancia ;—26 de O,
perpendicular a e e do lado de O o qual e esta direcionado. A equagao (3.10) pode ser

escrita como

2
c
r = — —ercosf

2
= e (C —TCOSf)
ep

essa maneira de reescrever nos permite afirmar que a distancia de () para O é e vezes sua
distancia para L. Consequentemente, a particula se move em uma seg¢do coénica de
excentricidade e com um foco em O (como visto em (2.2)). Essa é a primeira lei

de Kepler.

Como (3.10) mostra, o valor de r é menor quando f = 0, desde que e > 0. Portanto,
o vetor e tem comprimento igual a excentricidade da conica e aponta para a posicao P
na qual a particula estd mais proxima do foco. Chamaremos o ponto P de pericentro, o
angulo f de anomalia verdadeira. Ademais, o eixo x é fixado pela convencao. Nesse caso,

w é o arqgumento do pericentro.

Retomando a geometria, a palavra orbita deve ser usada para descrever o conjunto
de posigoes que a particula ocupa sem nenhuma indicag¢ao de tempo particular. Segue

entao, da teoria de cOnicas que se:
i) 0 < e <1, a érbita é uma elipse;
ii) e =1, a 6rbita é uma pardbola;

iii) e > 1, a 6rbita é um ramo de uma hipérbole, convexa ao foco.
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4 POSICAO NA ORBITA

Neste capitulo vamos nos concentrar em classificar as diferentes 6rbitas, as quais ja é
de conhecimento serem sec¢oes conicas, compreender o modo como as constantes, estudadas
no capitulo anterior, interferem nessa classificacao e estudar as técnicas utilizadas a fim de

determinar a posicdo de uma particula nas diferentes érbitas em um dado tempo t.

4.1 Relacao entre as constantes

Considere as equagoes (3.2). Vamos assumir que f tem derivada continua. Assim,
cada uma das duas equagoes da lugar a trés equacoes escalares, de modo que o par constitui

um sistema de ordem seis da forma
Zi = fi(Zh ceey Zn),i = 1, NI

Observagao 4.1.1. Seja fi(21,...,2n),7 = 1,...,n.. fi(z1, ..., 2,) representa n fun¢des com
1° derivada parcial continua em alguma regiao de um espago n-dimensional, e seja ((1, ..., ()

um ponto particular dessa regiao.

Entao, o sistemaa de equagoes diferenciais z; = f;(z1, ..., 2,),7 = 1,...,n terd uma

tnica solugao de z;(t) definida em uma vizinhanga de ¢ = 0 tal que z;(0) = (;,i =1, .., n.

essa observagao refere-se ao Teorema de Existéncia e Unicidade exposto em (2.1.5).
Especificamente, seja x,y, z as componentes de r no sistema de coordenadas retangulares

e a, 3,7 as componentes de v. Segue que,

y =

3 =

a = —f(r)r e
= —flr)r Ty
T

onde r? = 2% + 3% + 22. Segue que existe uma tnica solucao satisfazendo z,vy, z, o, 8,y
em t = 0, dados rg, vy. Na forma de vetor, isso nos diz que o sistema (3.2) tem uma
tnica solugao (r(t), v(t)) assumindo os valores rg, v prescritos no tempo ¢ = 0. Assim, os
proximos passos serao baseados na existéncia e unicidade dessa solucao, configurando uma
aplicacao palpavel do Teorema de Existéncia de Unicidade.

2

No caso especial f(r) = ur—2, nos descobrimos ao longo do texto que cada quanti-

dade c, e, h permanece constante durante o movimento e é, portanto, determinada pelo
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seu valor em t = 0:

C = TIgX Vg
e = uH(voxc)—ry'rg
1
_ 2 —1
h = 3% — HTy

De c,e e h constituem sete grandezas escalares. Segue entao que existem relacdes entre

essas grandezas.

4.1.1 Relacao entre c e e

Ja vimos anteriormente que c-e = 0 e, portanto, no maximo seis das sete quantidades
escalares sao independentes. Além disso, apresentaremos outra relacao entre as sete que
reduz para cinco o nimero de quantidades escalares independentes. Obteremos essa relacao

calculando a norma ao quadrado da igualdade (3.6), ou seja

u? (e+;>2 = (vxc)?

2
2 62+Qe~£+r— = % (V><C:vcs.in7T e sin7r21>
roor? 2 2
2 (62 Y2 1) = % (4.1)
r
Ademais, segue de (3.5) e (3.9), aplicando os ajustes necessarios
2
e-r = ——r
1
2 o= ol pop
r
com isso, podemos substituir em (4.1),
2 2
,u2<e2+<c—r>+1> = (2'u+2h>c2
r\ i r
2c2 2 2
u? (62 + 2C + 1) — ol + 2hc? (distribuindo -, c2>
ru T r r
20 20 2 2 oo 2 PP 2
pre” + ——p —2u° + p° = 2=c*+2hc¢® (distribuindo p°)
T r
2 2
pre? + =t — it = ot 2 + 2hc? (cancelando 1 e colocando em evidéncia ,u2)
r r r

pre? —1) = 2hc.

Observe que essa igualdade entra em concordancia com o fato de se ¢ = 0, entdo e = 1

: s < 2 : . L
(movimento retilineo) e, se e = 0, entdo h = —£- (movimento circular). Além disso, por

consequéncia, se ¢ # 0, entdao e < 1,e = 1 ou e > 1, de acordo com a energia h sendo

(4.2
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negativa, zero ou positiva, respectivamente. Se h # 0 e ¢ # 0 e a é o semi eizo maior da
cOnica, entao
I
a= §,u|h| L (4.3)

Vamos verificar a igualdade (4.3) abaixo:

Para tanto, vamos optar por mostrar outra igualdade que recai na que queremos.

Seja 0 < e < 1oue>1,osemi-eixo maior da correspondente conica tem medida a
dada pela férmula
pale* — 1| = . (4.4)

Com isso, vamos separar com base nas possibilidades para e o que resulta em dois casos:

1. (Elipse, 0 < e < 1) Considerando que a conica formada é uma elipse. Temos,

entao, que definir os elementos necessarios para a demonstracao, isto é,

Seja ) o centro da elipse e O um foco e origem do plano. Sabemos da teoria das

conicas que d(Q,0) = d (metade da distancia focal), d(Q, P) = a (semi-eixo maior) e

e = ¢ (excéntricidade). Ademais, sabemos que

&2
_ p
"7 +ecos f
sendo P o pericentro, entao f =0 e cos f = 1. Com isso,
C2
P}
1+e
Por outro lado, r = OP = a — d. Assim,
e
a—d=-—*L
1+e
sendo e = %, temos d = ea. Dai, substituindo
e
a—ea = —F
1+e
&2
l—¢) = £
a(l —e) Th e
c? 9
= ———— (isolando
a =) (isolan )

A = pa(l—é?).

2. (Hiperbole, e > 1) De modo analogo, porém no caso da hiperbole r = d — a =
ae —a = a(e — 1), temos

CQ

ale —1) = m

® = pale—1)(1+e) (isolando c?)
= pa[—(1—e)].
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Portanto, do caso eliptico e do caso hiperbélico concluimos que pale? — 1| = ¢

Da verificagao anterior e de (3.5) com f1(r) = £, nos obtemos as seguintes férmulas:

2 1
v = u<+>, se h>0; (4.5)
rooa
2
v = —'u, se h=0; (4.6)
T
2 1
v = u(—), se h<0. (4.7)
rooa

Convencionamos, por fim, se ¢ = 0 que as formulas acima permanecem validas

desde que adotemos (4.4) como a definigao de a.

Doravante, queremos localizar uma particula em uma o6rbita em um tempo t;

preescrito. Para tanto, vamos adotar o seguinte procedimento:

Devemos realizar uma mudanca de variavel do tempo ¢ para um tempo "ficticio”
que denotaremos de u, sendo t = t(u). Se essa mudanga for feita adequadamente, é possivel
localizar a particula para o valor u; de u dito inicialmente. Assim, para localizar a particula

)

no tempo t; real, é necessario resolver a equagao t; = t(u;) para o correspondente valor u;.

Observagao 4.1.2. A variavel u é chamada pelos astronomos de "anomalia excéntrica’.

Dito isso, vamos comegar com o resultado (3.8), isto ¢, sabemos que a lei de

conservacao da energia pode ser escrita como
r27? 4+ ¢ = 2r%[fi(r) + h),

e vamos utilizar o caso de atragdo newtoniana f;(r) = ur~!. Entdo, fazendo as devidas

substitui¢oes e simplificagoes, temos
r2i? + ¢ = 2[ur + hr?] (4.8)

Suponhamos que u é escolhido de tal forma que ru é um constante k, logo

i ok du k todr
r dt r T 7(T)
Com isso, seja
td
u=* [ 2 (4.9)
T r(T)

onde k e T véo ser escolhidos futuramente. E notdvel que a mudanca de varidvel envolve a
ainda desconhecida fungao r(t) mas isso vai cuidar de si mesmo. De r = r(t) e t = t(u)

segue que
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Entéo, a equagao (4.8) se torna
(rr'kr 2+ = 2[ur + hr?]

(kr')? +c* = 2[ur + hr?, (4.10)

onde (’) denota a derivada em relagao a u.

4.2 Caso 1: h=0

Nessa segio, temos h = 0 e escolheremos k* = 1, a equagio (4.10) se torna

p(r?+c* = 2ur

(r’)2+; = 2 (4.11)

Derivando em ambos os lados em relagao a u, temos

2

2] = e

U
— 2r'y" = 2
= r'r" = 7.

Portanto, de r' nao poder "desaparecer” sobre um intervalo (ou teriamos que r é uma
constante), isso segue que r”’ = 1. Além disso, r é uma func¢do quadratica em u que

escreveremos na forma de Vertex

1
r= i(U—U0)2+A,

lembrando que r = r(u) e A é uma constante. Agora, substituindo r, na forma acima, em

(4.11), temos por um lado

1
2r = 2 5(u—uo)2+A

= (u—up)®+24
2
(u—up)* +2A = (r’)Q—i—C—.
i
Por outro lado,
/ 1 2
ro= §<U_UO) + A
L= o) +0
= —(u—u
5 0
= U — Up.

Por fim,

02

(u—u0)2+2A:(u—u0)2+ﬁ
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2 , . t ~ 4 .
o que resulta em A = &. Além disso, uma vez que u = k [ -7 nao é especificado dentro
21 ) r(T)

de uma constante arbitraria, podemos escolher uy = 0. Entéao,
1 c?
r=c ( 2+ >
2 @

t
u=k 7dT :>d—u:ﬁ:>rdu:kdt.
T r(T) . r

Dito isso, retornaremos a

Além disso, u = 0 quando t = T'. Portanto,

t u
k[ at = [ rau
T 0
1 2
= 7/ (u2+c> du.
2Jo "
sendo k* = 1, segue que k = \/q. Dai,

1[ud
t-T) = - |
vae-1) = 3|5+
1,
R

Em resumo, obtemos o seguinte par de equacoes:

1 2
VAt —=T) = 6u3+62: (4.12)
1 2
ro= 3 <u2 + Z) . (4.13)

Observemos que, pela primeira equacao do par, t é uma funcao estritamente

crescente de u pois a derivada t' > 0 como segue isolando ¢ em (4.12) e derivando:

3 2

fp oL v, Pu
6V | 2uy
3 2
t = 61\L/ﬁ+2;5ﬁ+T (4.14)
2 2
poo U < (4.15)

VTN
isso significa que a equacao pode ser resolvida exclusivamente para v em termos de t.

Vamos chamar essa solucao de u(t). Dai, segue que

wor+ ;]

24
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e, entao, podemos verificar facilmente que r satisfaz, com h = 0,
r¥i? +c® = 2[ur + hr?]
(rui)®* + ¢ = 2ur (poish = 0)

1 2
(ku)> +¢* = 2u lz <u2 + Z)] (k =rd e asubst.r)

CQ
pu’ 4+ = u(uQ—l—M) (K* = )

aplicando as devidas simplificagoes verificamos o que queriamos.
Para a interpretagao de T', vamos separar em dois casos ¢ # 0 e ¢ = 0:

Se ¢ # 0 e h = 0, entdo e = 1 e obtemos uma érbita parabdlica com (3.10) -
lembrando que e = 1. O menor valor de r é % o qual obtemos quando f = 0. Mas isso
¢é o valor de r quando u = 0 ou t = T'. Portanto, T é o tempo o qual a particula é mais
proxima a origem, chamamos esse tempo de passagem do pericentro. Isso é possivel ocorrer
ou antes ou depois do tempo inicial t = 0, mas, desde que f > 0, is pode ocorrer apenas

uma Vvez.

Se ¢ = 0, o par de equagao se tornam

1
6 /ut—T)=u* r= §u2. (4.16)

Assim, o tempo t = T corresponde a colisao com a origem. Se T" > 0, entao isso
ocorre depois do tempo inicial; o movimento depois do tempo 7' nao é mais governado
pelas equacgoes originais e apenas podemos falar sobre o movimento no intervalo de tempo
—oo <t <T.Por fim, se T < 0, entao a particula foi "emitida"da origem O no tempo

t =T e apenas podemos falar do movimento no intervalo T' < t < oc.

Para localizar a posi¢ao da particula no tempo ¢, tome ry e vy e procederemos da

seguinte maneira:

Pela equacao (4.13), 7 = ui = ukr~'. Com isso, ri = (r - v) = \/nu. Entdo o valor
de ug em t = 0 é dado por
\/au = (I’O : Vo)

Agora, sejat =0, u = ug em (4.12), isso determinara 7T

Dai, para achar r para um dado valor de ¢ trabalhamos ao contrario. Isto é,

resolveremos primeiro (4.12) para u = u(t) e substituimos em (4.13).

Por fim, temos agora dois casos novamente. Se ¢ = 0, entao esse conhecimento de r
determina a posicao completamente desde que a reta e contenha o movimento conhecido.
Por outro lado, se ¢ # 0, segue de (3.10), com e = 1, que existem dois valores possivel de

f para cada valor de r (pois cos é uma fungao par). Devemos tomar f positivo se t > T e
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f negativo se t < T, equivalentemente, f > 0seu >0e f <0 se u < 0 (consequéncia de
(4.14) e (4.15)).

As coordenadas (r, f) entao localizam a particula completamente.

4.3 Caso 2: h#0

Seja h # 0. Temos as seguintes possibilidades para o movimento: ou ¢ = 0 onde
o movimento é linear ou ¢ # 0 e, nesse caso ao se tratar do movimento em um plano,

existem mais duas possibilidades

a) h > 0 hiperbdlico;

b) h < 0 eliptico.

Com isso, vamos comegar da equagao

E*(r')? + ¢ = 2(ur + hr?) (4.17)
onde 7’ =k [ - dT . Vamos escolher k? = 2|h| ou, sabendo que a = $u|h|™!, temos
H H 2 _ M
Koo o=t = ki2=E
“= 2|h| — 2] a

Retomando (4.17) e dividindo por k%, obtemos

c? 2ur  2hr?
()’ +ﬁ - e e
2
(r")? +a;’ = 2ar +o(h)r?, onde o(h) = k;f;e k  const. (4.18)

onde o(h) =1se h >0, o(h) = —1 se h < 0, pois k? = 2|h|. Dali,

-1 = h<O.

; (h) =1 = h>0;

Com isso, somando - em (4.18) - o(h)a? em ambos os lados e % = a(e? — 1)o(h), pois

2( h)

(4.4) com o(h) determinando o sinal do médulo. Obtemos,

(r')? + 7 = 2ar +o(h)r?
(7”,)2 + aMCZ + U(h)a2 = 2ar+ a(h)r2 + O'(h)a2
12 2 9 [ 2ar 9 )
() +ala(e® = Do (R +o(ha® = o(h) | 775+ +a ]
[2aro? h)

o2(h)r? +a2] (o%(h) = 1)

(") + a*e*c(h) = o(h) _-2ar0 h) a?(h)r® +a }
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Agora, vamos definir uma nova fun¢ao p(u) por
eap =a+o(h)r
isso converte a equagao precedente em
(0)? = o(h)p* = —a(h)
pois substituindo temos
(1) + a*e*a(h) = o(h)[eap)* = (1')* + a*c*a(h) = o(h)e*a’p’.

Por outro lado,

a+o(h)r
ea

/ _ h /
)= rea (a<+ (;2< )r)(ea) (derivando em funcao de u)
ea

' = plea (ea é const.)

Dali, basta substituir e por (ea)2 em evidéncia da seguinte forma:
(ea) +a*?o(h) = o(h)eap]?
(P2 +0o(h) = o(h)p* (cancelando e?a?)
() —o(h)p* = o(h).

(4.19)

(4.20)

Agora, seja (4.20), é facil verificar que - se descartarmos as solugdes singulares

p = £1 - a equagao ¢ satisfeita por p = cosh(u + k;) se h > 0 e p = cos(u + kz) se h < 0.

Para esta verificagao basta substituir da seguinte maneira:

1. h>0, p=cosh(u+ky), p) =sinh(u+ k1) e o(h) = 1:

[sinh(u + k1)]* — 1[cosh(u + k1) = —1
sinh?(u + k) — cosh®(u + k1) = —1.

o que é verdade pois, pela relagdo fundamental da trigonometria hiperbdlica, temos

cosh?z —sinh®x = 1

2. h <0, p=cos(u+ks), p)=—sin(u+ks) e o(h) =—1:

[—sin(u + k2)]? — (—=1)[cos(u + k2)]? = —(—1)
sin?(u 4 ko) + cos®(u + ky) = 1.

o que é verdade pois, pela relacao fundamental da trigonometria, temos sin? x +

cos’x = 1.
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De acordo com (4.9), onde a escolha de T" ainda nao é especificada, somos livres
para escolher ki e ky. E, iremos escolher da seguinte maneira, ky = ko = 0. Entao, por
(4.19), nos obtemos,

alecoshu—1), se h>0

r= (4.21)
a(l —ecosu), se h<O.

De acordo, também, com (4.9), temos kdt = rdu. De u = 0 quando ¢t = T, nos

conseguimos integrar em ambos os lado para obter

k(t—T) = /Ourdu.

Substituindo os casos de r, obtemos - por fim - 0s seguintes pares paramétricos:

—12 -10 -8 -6 4 -2 2 4 6 8 10 12

-2

-4

u-e sen(u)
e senh(u)-u

Figura 6 — Gréfico das fungées de u ao lado direito das igualdades n(t —T) em 1. e 2.

1. h>0,r=a(ecoshu —1) en(t—T)=esinhu — u;
2. h<0,r=a(l —ecosu) en(t—T)=u—esinu.

onde o coeficiente n = % ou

ol

F

n=pza
pois k? = . Chamaremos n de "movimento médio". Observe que no caso do movimento
eliptico n = 2?”, onde p é o periodo, entdo n é simplesmente a frequéncia. Para ratificar

isso, basta verificar a Terceira Lei de Kepler, ou seja, vamos admitir que a area de

. . 1 . . (
uma elipse é ma?(1 — €?)2 e, seja ¢ # 0, sabemos que a particula varre a drea numa taxa,
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de 5. Combinando esses fatos, vamos verificar que, se 0 < e < 1, o perfodo p da particula,

isto é, o tempo que ela leva para varre a area uma vez, é dada pela equacao

- (5)e

44 — ¢ — dA = Ldt. Integrando em

A fim de detalhar e ratificar, sabemos que %= = ¢

ambos os lados, temos

A Cp
/dA - f/dt
0 2 Jo
C
—p

ma?(1 — 62)% =

2
_ 2ma’V1—é€?
po= c
. Amta'(l1—e€?)
Y
An2a4(] — o2
= M (sabemos de (4.4))
pale? — 1|
4 2.3 1 — 2
= M (segue do caso eliptico)

p=|—]az2.
Vi
Como queriamos.

Por fim, observemos que se u = 0, entdo t =T e 7 = ale? — 1|. Segue da equagdio

da orbita,
ale? — 1|
r=——,
1+ecos f

que se ¢ # 0, T é o tempo de passagem no pericentro. Por outro lado, se ¢ = 0, entdao e = 1

(4.22)

er = 0; logo, T é o tempo de colisdao ou emissao da particula da origem.

Desse ponto, iremos separar os casos h > 0 e h < 0.

4.3.1 Caso2.1: h>0

Nesse caso, lidaremos com um sistema de energia positiva, o que recai sobre uma

orbita hiperbdlica. Do que foi visto anteriormente, temos o seguinte par paramétrico:
r = a(ecoshu — 1) (4.23)

n(t—1T)=esinhu —u (4.24)
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Nosso objetivo agora é determinar 71" para ry e vg. Para isso,

r-v = rr
= rr'u
= rr'kr!

= kr' = \/paesinhu,

pois k* = £ e r’ = aesinhu.

Dai, vemos que o valor ug e v em t = 0 é dado por

(r-v) = /paesinh ug

Tomando t = 0 em (4.24)

—nT = esinh ug — ug.

Se ¢ =0, T corresponde a colisdo ou emissao. Por isso, de (4.24) é valido somente de t < T

no caso de colisdo e t > T em caso de emissao.

A fim de determinar a localizagdo num tempo ¢, precisamos resolver (4.24) em u e,

entdo, substituir em r = a(e coshu — 1) para obter o correspondente valor de 7. Se ¢ = 0,

2

o movimento ¢ linear | pois r = ——*— =0 e se ¢ # 0 existem dois valores possiveis de
+ecos f

f que satisfazem (4.22). Devemos escolher f >0set>Te f<0set<T.

A quantidade | = n(t —T') é conhecida como anomalia média. Se t é dado, [ é
determinado e o problema principal no calculo anterior ¢ a solucao de | = esinhu — .
Falta, entdo, uma solugdo para a fungao u = u(l) em alguma forma reconhecida e o
problema a partir disso é resolvido de modo numérico pelo Método de Newton mas neste

trabalho nao iremos entrar nesse ponto.

4.3.2 Caso 2.2: h<0

Seja h < 0. Segue, entdo, as seguintes equagoes paramétricas:
r=a(l —ecosu) (4.25)

l=u—esinu (4.26)
onde [ é a anomalia média n(t — 7).

A quantidade u tem um significado geométrico importante se ¢ # 0. De fato,
na maioria dos tratamentos do assunto, u ¢é introduzido mais pela sua interpretacao
geométrica que analiticamente. Para descrever a geometria, consideremos a elipse da (7)

que corresponde a 6rbita. O centro de atracao é O, P é o pericentro, e C' é o centro da
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elipse. A seta indica a direcdo do movimento. Seja () a posicao da particula quando a
verdadeira anomalia é f. Projetando () ao ponto S da circunferéncia para qual SQ ¢é

perpendicular a C'P. Entao o angulo PC'S é u.

Figura 7 — u é o angulo PCS

A afirmagao sobre o angulo PCS =u segue de de (4.25) da seguinte maneira:
Chamaremos a principio o angulo PCS de a. Seja (), a intersecao de SQ com C'P.

Observe, dito isso, que Q;0 = C'Q,; — CO, entao:

Q0 = CQ,—CO
= qacosa—d

= acosa — ae. (4.27)

onde d = ea é a distancia focal (OC). Por outro lado,

QsO =rcos f (4.28)
Igualando (4.27) e (4.28), temos
acosa —ae = rcosf
a(cosa —e) = rcosf
a(cosa — e)
T = _—
cos f
a(cosa — e)
cosf = ——=.

r

4 _ a(1—€?) ;
Sabemos, também que r = = o Dai,
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r(1+ecosf) = a(l—e?)

rl14e a(COSO‘_e)ﬂ — a(1—¢?)
|

= a(l—¢?%)

eacoso  e‘a
r{l4+ — — = a(l—eQ)
T r
2 2
r+eacosa—e‘a = a—e‘a
T = a—eacosw

= a(l —ecosa).

Como (4.25), entdo u = «, a menos de multiplos de 27.

Observe que como () move-se ao redor da elipse, como indicado pela seta, u e
f muda 27 toda vez () passa através do pericentro. Como no caso anterior, devemos
determinar T". Do fato da particula passar por P periodicamente, 7" nao é unicamente

determinado por rg, vo. Contudo, devemos concordar em escolher da seguinte maneira, se
c#0:

Set=0e fy >0, isto é, se a particula esta sobre a metade superior da elipse,
entao 1" é o primeiro tempo antes t = 0 que a particula passou por P. Por outro lado, se

fo < 0, entao T é o primeiro tempo depois de t = 0 que a particula vai passar através do

pericentro.

Analiticamente o calculo segue,
r-v=rr=rr'u=rr'kr = \/ﬁr' = \/paesinu. (4.29)
a

Disso segue que ug deve satisfazer,

ro - Vo = \Jpaesin ug.

Ademais, no intervalo —m < u < 7 existe, no geral, exatamente dois valores de uy que
satisfaz rog = a(1 — e cosug), sendo um o negativo do outro. Mas apenas um pode satisfazer

a equacgao anterior. Basta entao escolher esse valor para substituir em —nT' = ug — e sin ug.

Além disso, se ¢ = 0, usaremos 0 mesmo argumento para determinar o valor de T,
mas a interpretagdo geométrica é alterada. De rg - vg = 7, a escolha faz T > 0 se 79 < 0
eT <0sery>0.

Daqui em diante, o procedimento é o mesmo do caso anterior onde recorremos a

métodos numéricos os quais nao entraremos em detalhes.



42

5 CONCLUSAO

A luz do que foi exposto ao longo desta monografia, vimos inicialmente no capitulo
preliminar as ferramentas matematicas que foram utilizadas no trabalho, sendo estas,
topicos de calculo (de fungoes reais a valores reais e de calculo vetorial), de geometria
analitica e um teorema de E.D.O. Com isso, a partir da formulacao do Problema da Forca
Central — isto é, descrever o movimento de uma particula (independente de sua massa)
que é atraida para um ponto fixo — e adotando o caso especial da Lei da Gravitacao de

Newton é possivel estabelecer as trés Leis de Kepler (Lei das Orbitas, Lei das Areas e Lei

dos Periodos).

Nesse sentido, vimos que o Momentum Angular é constante ao longo do movimento
e, como consequéncia, obtemos a 2° Lei de Kepler. Além disso, o Momentum Angular nos
diz se 0 movimento estd ocorrendo numa reta passando pela origem (se for nulo) ou através
de um plano que passa pela origem (se nao nulo), sendo esta origem o ponto fixo de atragao.
Por mais, foi visto que a energia do movimento é constante e é conservada durante o
movimento. Por fim, determinamos a excentricidade, que é outra constante do movimento
a qual, em conjunto com conhecimentos de Geometria Analitica, nos permite afirmar que
a particula se move em uma segdo conica, a qual pode ser ou uma circunferéncia (quando
a excentricidade é nula), ou uma parabola (e = 1), ou uma elipse (0 < e < 1) ou uma
hipérbole (e > 1).

Ademais, com base nas Leis de Kepler e nas constantes obtidas, no capitulo 4
vimos que o sistema de equagoes dados pelo caso Newtoniano possui solugao e esta é tinica.
Além disso, vimos as relacoes entre as constantes vistas no capitulo anterior e como estas
determinam o movimento partindo de vetores posicao e velocidade iniciais dados. Com
base nessas informacoes, concentramos o trabalho em indicar como, dado ¢, os valores de
uma r(t) podem ser calculados indiretamente por um método numérico, dado um tempo t,

a posicao da particula nas possibilidades encontradas anteriormente.

A fim de dar continuidade, para trabalhos futuros, os préximos passos, em curto
prazo, a serem dados seriam de calcular numericamente a posicao e determinar um
“caminho” da particula. Por outro lado, em longo prazo, seria possivel visar o Problema
dos dois corpos e estender ao Problema dos n-corpos. Concluimos, entdao, que os objetivos
propostos e a motivacao inicial foram alcancados, visto que ao longo dos meses de trabalho

foi possivel estudar e conhecer mais sobre uma area aplicada, a qual me interesso.
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