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RESUMO

Este Trabalho de Conclusao de Curso apresenta um material de apoio ao ensino do célculo,
tem como tema a Interdisciplinaridade do Calculo e o objetivo de estudar o Calculo Diferencial
e Integral I, bem como mostrar a sua aplicabilidade em diferentes areas, como ferramenta de
motivacao, para responder questionamentos do tipo “por que preciso aprender isso?” e destacar
a sua relevancia, resolvendo questdes contextualizadas de livros para ensino do cdlculo nas
graduacdes e em provas do ENADE (Exame Nacional de Desempenho dos Estudantes), utilizado
para avaliar os cursos de ensino superior. Para isso faremos um breve apanhado histérico do
Célculo Diferencial e Integral, da sua importancia para a sociedade atualmente e apresentaremos
os conceitos de cdlculo necessarios para entender as resolugdes dos problemas apresentados.
A dificuldade dos discentes nas disciplinas de célculo € reconhecida por diversos autores,
professores e pedagogos e alguns muitos fatores sdo indicados como contribuintes para o mal
desempenho nos cursos que possuem cdlculo na sua grade. Em funcao disso, este trabalho
desenvolve um material alternativo de apoio ao ensino do calculo, abordando os principais
conceitos do Célculo Diferencial e Integral e resolvendo problemas de outras dreas e ciéncias.
Também mostraremos alguns comportamentos de funcdes e graficos com o auxilio do Software
Geogebra, que € um grande auxiliar na modelagem do ensino e no desenvolvimento pratico do

conteddo em sala de aula.

Palavras-chave: Célculo Diferencial. Calculo Integral. Aplicacdes. Interdisciplinaridade.



ABSTRACT

This Course Conclusion Work presents an material to support the teaching of the calculation,
has as its theme the Interdisciplinarity of Calculus and the objective of studying Differential and
Integral Calculus I and also show its applicability indifferent areas, as a motivationtool, to answer
questions such as for example, "by that I need to learn that?" and highlight its relevance, solving
contextualized questions of books for teaching calculus in graduations and ENADE (National
Student Performance Exam) exams, used to evaluate higher education courses. For this we will
make a brief historical summary of differential and integral calculus, its importance to society
today and we will present the calculation concepts necessary to understand the resolutions of
the problems presented. The difficulty of students in the calculation disciplines is recognized by
several authors, teachers and pedagogues and some many factors are indicated as contributors to
poor performance in courses that have calculus in their grid. As a result of the above, this work
develops an alternative material to support the teaching of calculus, addressing the main concepts
of Differential and Integral Calculus and solving problems of other areas and sciences. We will
also show some behaviors of functions and graphics with the help of Geogebra Software, which

is a great aid in the modeling of teaching and practical development of content in the classroom.

Keywords: Differential Calculus. Integral Calculus. Applications. Interdisciplinarity.
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1 INTRODUCAO

O Cilculo Diferencial e Integral € um ramo da matematica desenvolvido a partir de
conceitos de geometria e dlgebra, que estuda os movimentos, as variacoes e as taxas de mudangas
com a derivada, além de medir dreas e volumes com a integral. E uma das criacdes mais
importantes do século XVII e depois de sua criacdo o nivel da matematica criativa foi elevado e

a matematica elementar acabou por terminar, de acordo com (EVES, 2011).

Para a construcio dos conceitos do Célculo, destacam-se dois personagens, Sir Isaac
Newton (1642-1727) e Gottfried von Wilhelm Leibniz (1646-1716), que desenvolveram, em
trabalhos independentes, o que utilizamos até hoje. Apesar de todo o conflito histérico, sabe-se
que Newton descobriu o que ele chamou de “método dos fluxos e fluentes"e Leibniz se destacou,

para além dos conceitos, pela notagdo que ainda € frequentemente usada.

Em nosso cotidiano € f4cil encontrar problemas que podem ser resolvidos utilizando
matematica, ela pode ser percebida nas porcentagens de vendas, descontos e juros que precisam
ser calculados ao comprar algo ou transformar gramas em miligramas para preparar uma receita.
Comumente professores se deparam com questionamentos como “por que preciso estudar as
funcdes?” e “quando vou precisar usar a matematica?”’ no ensino bdsico e se repete na graduacao,

principalmente nos anos iniciais, nos quais o discente estuda as disciplinas de Célculo.

Por isso é que propomos perceber/olhar que a matemadtica estd inserida em dinamicas co-
muns do cotidiano e que a Interdisciplinaridade pode ser vista como uma ferramenta fundamental
para atribuir sentido aos conceitos matematicos abstratos. (RODRIGUES, 2005, p.5) destaca que
a matemadtica favorece e facilita a interdisciplinaridade, pois ela desenvolve o raciocinio e d4
liberdade para criar e amadurecer ideias, algo que esta fortemente ligado a sociedade e segundo
(SANTOME, 1998, p. 45) “apostar na interdisciplinaridade significa apostar em um novo tipo de

pessoa, mais aberta, flexivel, soliddria, democratica e critica”.

Este trabalho esta dividido em trés partes, o primeiro capitulo fard um breve apanhado
da historia do calculo, focando na “Guerra do Célculo” que ocorre entre dois personagens
importantes, Newton e Leibniz. Neste capitulo ainda serd mostrada a motivag¢ao da pesquisa,
dada a importancia do célculo para o cotidiano, que € trabalhada de maneira interdisciplinar em
cursos que ndo sdo necessariamente de matematica, a sua importancia para o ENADE e o que
ele representa. O segundo capitulo mostrara os conhecimentos basicos de Célculo Diferencial e
Integral necessarios para resolver questdes aplicadas, focando nos teoremas e defini¢des usados
nas resolucdes. Para finalizar, o terceiro capitulo mostrard problemas com aplica¢des do célculo

e suas respectivas resolugoes.
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2 BREVE HISTORICO E ENSINO DO CALCULO

Neste capitulo faremos uma breve contextualizacio histdrica direcionando o estudo a
"Guerra do Célculo"entre Newton. Mesmo sendo o Cédlculo um dos conceitos mais influente da
matemadtica, estudado por muitos filésofos e matematicos, foi no século XVII que algo parecido
com o que vemos hoje comecou a ser formalizado. H4 muitas discussdes sobre como o célculo
foi realmente inventado, mas neste trabalho para a contru¢do do conceito do célculo adotaremos
as seguintes referéncias (BARDI, 2008), (BOYER, 2010) e (EVES, 2011) como principais.

2.1 Breve Historico

O Cilculo foi criado por Isaac Newton e Gottfried Leibniz, em trabalhos independentes.
No entanto, ja era utilizado ha muitos séculos, antes de ser definido por Isaac e Leibniz, por
matemdticos como Isaac Barrow (1630 - 1677), Johannes Kepler (1571 - 1630) e Pierre de
Fermat (1601 - 1665), ndo de forma rigorosa, mas que contribuiu para o seu surgimento. Tao
somente focaremos na chamada “A Guerra do Célculo” entre Isaac e Gottfried, destacando a

importancia dos dois para a descoberta do célculo.

Sir Isaac Newton (1642 - 1727) € um dos protagonistas na histéria da construcao do
célculo. Formado pela Universidade de Cambridge em janeiro de 1665, fez varias descobertas
que revolucionaram a histéria da matematica e da fisica. Desenvolveu o Teorema do Bindmio,
para calcular logaritmos e enquanto observava o movimento de um planeta descobriu o que ele
chamou de “método dos fluxos”. No entanto, nada sobre suas descobertas foi publicado antes de
1684.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 - 1716), outro nome importante nessa histérica
disputa pela invencao do célculo, recebeu seu diploma de bacharel com dezessete anos e estudou
ndo s6 matemaética, como teologia, direito e filosofia, conforme EVES (2011). Visitou Londres
em 1673 e tornou-se membro da Royal Society e desta visita surgiram as especulacdes de que

Leibniz teria tido acesso ao trabalho de Newton.

Somente apds 10 anos das descobertas de Newton, foi que Leibniz chegou a mesma
conclusdo sobre o cédlculo, que integrais e derivadas sdo, de certo modo, aplicagdes inversas em
quaisquer que sejam as func¢des. Acontece que Leibniz ndo guardou para si tais informagdes e
além de elaborar uma notagao para estes cdlculos e seus respectivos nomes, ele também publicou
sobre o Célculo Diferencial no ano de 1684 em Nova methodus pro maximis et minimis, itemque

tangentibus, qua nec irretionales moratu, antes do Newton.

Ambos foram de grande importancia para a construcdo e o desenvolvimento do Calculo
Diferencial e Integral, e sdo considerados como coinventores independentes do cédlculo, de acordo
com BARDI (2008). Newton descobriu o que ele chamou de “método de fluxos e fluentes” e

Leibniz conseguiu desenvolver uma nomenclatura para as férmulas que usamos até hoje.
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2.2 Ensino e Dificuldades

O Cilculo Diferencial e Integral estuda os movimentos, as variagdes e as taxas de
mudangas e antes da inven¢do do cdlculo estudava-se matemadtica em objetos estdticos. A
partir dai a matemadtica elementar acaba por terminar e a inven¢ao do cdlculo eleva o nivel da
matemadtica criativa, de acordo com EVES (2011). Trata-se de uma ferramenta indispensavel
para diversas dreas das ciéncias exatas e naturais como por exemplo: a matemética, a quimica, as

ciéncias econdmicas, a biologia, a fisica e as engenharias.

E possivel observar na Fisica, assim como nas engenharias e na quimica, o cilculo sendo
utilizado para o obter o trabalho realizado por uma for¢a ou a velocidade instantanea com a
qual uma particula se movimenta em um exato periodo. Dentro da matemadtica, a Integral € qtil
para calcular volumes, areas e comprimentos de arcos. De modo geral, a disciplina Célculo
Diferencial e Integral, dividida entre limites, derivadas e integrais, possibilitard que tarefas

complexas dessas dreas sejam mais bem assimiladas.

Para legitimar nossos estudos, apresentamos alguns argumentos a seguir, que demonstram
que as dificuldades dos alunos nas disciplinas de Calculo ocorrem em escala mundial e € claro
que diversas acoes e planos sdo tragcados para minimizar a problematica. Destacamos a tese de
doutorado de Maria Cristina Bonomi Barufi (1999), da Faculdade de Educacdo da USP, que

defende a inser¢ao de propostas de ensino de cdlculo inovadoras nas disciplinas.

BARUFI (1999) mostra os indices de reprovacao entre 1990 e 1995 em Célculo Dife-
rencial e Integral na USP, destacando que o indice de reprovacdo varia de 40% a 70% e que
mesmo na reoferta da disciplina para quem ndo conseguiu ser aprovado anteriormente, o indice

de reprovagdo ainda € alto, como na turma de 1994 que o indice de ndo-aprovagao foi de 46,9%.

Na década de 80, o chamado Calculus Reform Movement (ou o Movimento de Reforma
do Cdlculo) buscou a reforma do curriculo do ensino do céalculo. Segundo ROBIN (1997)
este movimento de reforma comec¢ou apds uma reunido em Washington em 1987, na qual os
matematicos anunciaram uma crise no ensino em calculo. Essa crise, de acordo com o autor
citado, dava-se pela const¢do de que até 40% dos alunos de graduagao estavam falhando no
calculo introdutério, e mesmo aqueles que passaram ndo apreciaram a relevancia do assunto. Os
cursos de calculo ministrados do modo tradicional, eram sem graga e os alunos aprendiam a
calcular derivadas e integrais, praticavam por conta prépria e nas provas os professores forneciam
questdes semelhantes aos dos exercicios, como uma espécie de mezanizagdo do ensino do

calculo.

SCHOENFELD (1995) define que a reforma do célculo nasceu, de fato, em 2 de janeiro
de 1986, o dia em que a conferéncia de cdlculo Toward Lean and Lively Calculus (ou Rumo a
um cdlculo enxuto e animado) comecou. Afirma que era clara a necessidade de propostas para o
ensino do calculo, ja que durante o final dos anos 70 e inicio dos anos 80, houve um crescente

descontentamento com os resultados da instru¢do de calculo, do método tradicional de ensino.
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Ainda segundo SCHOENFELD (1995), uma das grandes caracteristicas do movimento
era apoiar propostas que trabalhassem tanto a matematica formal, quanto sua aplica¢do no

mundo.

As motivagdes para reformar o curriculo de cdlculo nas décadas de 1980 e 1990 sdo claras
e vieram da preocupa¢ao com o grande nimero de estudantes que ndo conseguiram progredir
através do cdlculo. Uma de suas caracteristicas dos movimentos de reforma era que fosse possivel
usar todas as ferramentas e tecnologias disponiveis para auxiliar no ensino e aprendizagem do
calculo, isto é, mostrar aos alunos o célculo de forma analitica, geométrica e algébrica e leva-los

a entender como funcionaria no mundo real, ou seja, suas aplicacdes.

Desta maneira, propor as aplicacdes do Célculo Diferencial e Integral como uma ferra-
menta interdisciplinar € propor que o estudante construa seu conhecimento através de conceitos
do Calculo Diferencial e Integral, relacionando-o com a drea em que esta inserido e contribuir
com a formacao do professor que desenvolvera habilidades como trabalhar em equipe e ser

flexivel quanto ao conteido ministrado em sala de aula.

2.3 Interdisciplinaridade

Interdisciplinaridade ndo € algo de fécil conceituacdo. Seguindo FAZENDA (1994),
s6 em 1970 foi que comegaram a procurar uma defini¢do para a interdisciplinaridade, havia
uma necessidade ndo s6 de apresentar um conceito para a palavra como também, antes disso,
traduzir/manifestar o seu significado corretamente. Diante da dificuldade de estabelecer um
significado, ela considera que a interdisciplinaridade pode ser a relacao entre duas disciplinas
distintas, valorizando ambas as ciéncias que estdo se relacionando e trabalhando de forma que

eles se complementem.

Vista entdo como a relagdo entre duas ou mais disciplinas, a interdisciplinaridade é um
mecanismo que rompe com a visio de que o ensino deve ser estabelecido de maneira fragmentada
e segundo SANTOME (1998, p. 45) “apostar na interdisciplinaridade significa apostar em um
novo tipo de pessoa, mais aberta, flexivel, solidaria, democratica e critica”. Trabalhar com
a interdisciplinaridade no célculo € estabelecer uma maneira de promover a interacdo dos
alunos com o contetddo ensinado e entre eles. Olharemos para a interdisciplinaridade como
formas diferentes de abordar um mesmo conteudo, neste caso o Calculo Diferencial e Integral.
Utiliza-la no processo de ensino e aprendizagem € transformar o conhecimento tedrico em um

conhecimento material, palpével.

A interdisciplinaridade como ferramenta para o ensino do cdlculo € uma proposta que
tem por finalidade desenvolver o conhecimento do discente, ndo s6 dentro de sala de aula, mas
que incentive e desperte o interesse do aluno a procurar problemas reais que podem ser resolvidos
com o Calculo Diferencial e Integral, construindo assim um saber significativo para ele dentro e

fora do ambiente escolar/académico.
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2.4 Exame Nacional de Desempenho dos Estudantes/ENADE

O Exame Nacional de Desempenho dos Estudantes (ENADE) € uma prova aplicada
anualmente com conteddos programaticos previstos nas Diretrizes Curriculares Nacionais ou
no Catdlogo Nacional de Cursos Superiores de Tecnologia do respectivo curso de graduacdo. O
objetivo € avaliar as habilidades dos discentes dentro da evoluciao do conhecimento e a capacidade
de compreender temas ligados a outras dreas de conhecimento. As provas sdo compostas em

parte por contetido especifico a drea e em parte comum aos cursos de todas as dreas.

Nos anos de 2005, 2008 e 2011 as provas foram direcionadas a drea da matematica, ja
em 2014 e 2017 as provas foram separadas entre Matematica Licenciatura e Bacharelado e em
2021 apenas Matematica Licenciatura. Nas provas de 2008 a 2009, a quantidade de questdes que
podem ser resolvidas com Calculo Diferencial e Integral varia entre 7 € 9, sendo em 2011 a prova
com mais questdes contextualizadas. Nas provas de 2014 e 2017 (Bacharelado e Licenciatura)
e 2021 (Licenciatura) € mais facil identificar as questdes que precisam do conhecimento do

Cilculo Diferencial e Integral, com um nimero médio de 10 questdes.

Nas provas da 4rea da engenharia, hd uma quantidade razodvel de questdes envolvendo
Calculo Diferencial e Integral, como as questdes 16, 17 e 18, que envolvem pré-célculo e
conceitos de derivada e integral, na prova do Grupo VII de Engenharia, de 2005 e na questao
20 na prova de Engenharia Civil, de 2014, que se utiliza o conceito de derivada e integral no
célculo da taxa de evaporacdo de dgua, do momento de inércia e no estudo das deformagdes de
materiais, como € o caso da equagdo da linha elastica. Na prova de Biologia de 2008 utiliza-se a
derivada e a ideia de taxa de crescimento para a analisar o nimero de individuos da populacao

em um periodo de tempo.

De acordo com a quantidade de questdes de calculo, principalmente nas provas de
Licenciatura em Matematica no ENADE, € possivel observar que o cdlculo € essencial para a
formacao dos professores, proporcionando uma forte base tedrica e um amplo conhecimento
das fungdes, dreas, volumes, integrais e derivadas, formando um docente critico e capaz de
desenvolver e exemplificar problemas contextualizados ao ministrar contetidos para o ensino

fundamental e médio.



16

3 CONCEITOS BASICOS DE CALCULO 1

Neste capitulo serdo apresentados alguns conceitos do Calculo, como limites, derivadas e
integrais, de maneira elementar. O objetivo € mostrar conceitos, teoremas importantes e demons-
tracOes para resolver as questdes que serdo apresentadas no proximo capitulo. As referéncias
utilizadas nesse capitulo sao Guidorizzi (2001), Stewart (2013) e Roffman (2015).

3.1 Limite

O conceito de limite de uma fungdo € de grande importancia para o cdlculo diferencial
e para outros ramos da matemadtica dentro da andlise matemdtica. A concepcao desse conceito
leva ao desenvolvimento de conceitos fundamentais do Calculo Diferencial e Integral, como
continuidade, derivadas e integrais. A ideia de limite € utilizada para tentar conceber o com-
portamento de fendmenos/fungdes quando consideramos aproximacao de valores ou situagdes
de aproximacgdes. Sendo esse conceito importante para resolver problemas, ele € aplicado por
engenheiros e diversos profissionais de outras ciéncias. Um exemplo cldssico do estudo de limites

¢ dado por Galileu Galilei (1564-1642) nos seus estudos de movimento em plano inclinado.

3.1.1 Defini¢dao de Limite

De maneira intuitiva, podemos compreender minimamente, no caso de fungdo f(x) real
a valores reais, que a medida que os valores de x se aproximam de um certo valor a, os valores

de f(x) ficam proximos de um determinado valor L. E denotamos isto por

Iim=L

xX—a

e lé-se: "o limite de f(x) quando x tende a a € igual a L. (Veja os exemplos na Figura 1)

Figura 1 — Limite quando x — a

(a) f(a) é igual ao limite. (b) f(a) é diferente do limite. (c) f(a) nio existe.

A

fla)=1L

E /
7 —> o ¢——

7

\ \
Fonte: Produzido pela autora.
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Agora, vamos definir limite de maneira mais formal. Para tanto, a ideia de x préximo de
a significard que existe m > 0 tal que x € (a —m,a+m) oux € (a—m,a] oux € [a,a+m), sem
que necessariamente a = x e sendo f uma func¢ao definida numa vizinhanca de a, podendo f
estar ou ndo definida em a, dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é L se, para todo

nimero € > 0 houver um nimero § > 0 tal que

O0<|x—al<d=|f(x)—L|<e.

Figura 2 — Representacao da definicao de limite

AP Y A0, N

Fonte: Produzido pela autora.

No caso de haver a existéncia do limite, denotamos por lim f(x) = L (Veja a Figura 2).
x—a

3.1.2 Propriedades Basicas de Limites

Vimos anteriormente a defini¢ao de limite, primeiro de forma mais intuitiva e depois
de maneira mais formal, que para os cursos de Célculo I fora os cursos de matematica ndo é
muito utilizada, por conta da sua rigorosidade matematica. Veremos agora algumas propriedades

basicas que surgem a partir dessa ideia e auxiliam nos célculos dos limites.

Suponhamos a uma constante e a existéncia dos seguinte limites

lim f(x) =L; e limg(x) = Ly.
X—a

xX—a

Se existirem os limites das funcdes f e g, entdo possuirdo as seguintes propriedades

Propriedade 3.1.1. O limite da soma de fungdes € a soma dos limites.

lim[f(x) £ g(x)] = lim f(x) £ lim g(x).

xX—a x—a X—a

Propriedade 3.1.2. Para qualquer constante k, vale a propriedade

lim[kf(x)] = klim £ (x).

xX—a xX—a

Propriedade 3.1.3. O limite da multiplicacdo de func¢des é a multiplicagdo dos limites.

lim[f(x).g(x)] = lim f(x). lim g(x).

xX—a X—a X—a
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Propriedade 3.1.4. O limite do quociente de fungdes € o quociente dos limites.
Sejam g(x) # 0 e lim g(x) # 0, entdo
X—a

i £ S0
pral g(x)  limg(x)’

xX—a

Propriedade 3.1.5. O limite de uma fun¢do composta g(f(x)).

Se lim f(x) = a, entdo
X—p

lim g(f(x)) = lim g(u).

X—p u—a

Teorema 3.1.1. (Teorema da Substituicdo) Suponha que a seja um niimero real e f(x) = g(x)
para todo x # a. Se o limite de g(x) existir quando x — a, entdo li_r}n f(x) também existe e
X—a

lim f(x) = lim g(x).

xX—a xX—a

3.1.3 Limites Laterais

Um refinamento do conceito de limite ocorre quando por necessidade, ou por convenién-
cia, fazemos restricdo de como serd feita a aproximacao. Havendo dois casos bdsicos: a esqueda,
tomamos valores menores do que o do ponto de limite e a direita valores maiores do que o do

ponto de limite. Neste caso, temos as seguintes notacoes:

* Limite pela esquerda * Limite pela direita
lim f(x) lim f(x)
x—a~ x—at

Estas defini¢cdes podem ser representadas graficamente da seguinte forma

Figura 3 — Limites Laterais

(a) Limite pela esquerda (b) Limite pela direita

Fonte: Produzido pela autora.
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3.1.4 Existéncia de um Limite

O conceito de limite lateral deixa claro ndo haver necessidade de ambos sequer existirem
e quanto menos serem iguais. Assim, € possivel reobter um limite num determinado ponto. De
fato, temos o resultado a seguir

Teorema 3.1.2. Existe lim f(x) = L se, somente se lim f(x) = lim f(x) =L.
X—a x—a~ x—at

Ante este resultado, podemos concluir que quando algum dos limites laterais ndo existe,

ambos coincidem de ndo existir ou lim f(x) # lim f(x), entdo o limite ndo existe.
x—a~ x—at

3.1.5 Limites e a Ideia de Infinito

Determinar o comportamento de uma func¢do a longo prazo € algo interessante para
economistas, fisicos, bidlogos, engenheiros agronomos e engenheiros de produgdo. Por isso, a
ideia de infinito pode nos ajudar a acompanhar o aumento ou a diminuicao sem limite de uma

varidvel e seus resultados em muito tempo.

3.1.5.1 Limites no Infinito

O limite no infinito é limite que se aproxima de um valor real finito a medida que
x aumenta ou diminui ilimitadamente. Isso geometricamente, significa que hd uma assintota

horizontal no gréfico da funcao.

Dada uma fung¢do f(x) e os nimeros reais L; e L, denotam limites no infinito

lim f(x)=Lie lim f(x)=Ls

X—r+oo

18-se ““os valores de f(x) tendem a um ndmero L;, i = 1,2 quando o valor de x cresce/decresce

infini".

3.1.5.2 Limites Infinitos

Limites infinitos sdo aqueles em que o resultado do cdlculo do limite € infinito. Isso

geometricamente, pode significar uma assintota vertical no grafico da funcgao.

Denotamos por limite infinito, quando f(x) aumenta ilimitadamente & medida que x — a

€ escrevemaos
lim f(x) = oo,

X—a

3.1.5.3 Ciritérios de Limite no Infinito de Quociente de Polindbmios

1. Se o polindmio de maior grau estiver no nimerador, o limite da funcio serd infinito quando

x estiver tendendo ao infinito
. P(x)
lim

= 4o
S 0)
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x% 4 3x

Exemplo 3.1.1. Calcule o limite de f(x) =

Solucdo: Vejamos que podemos escrever

quando x — oo,

+3x  x(x+3) 1

=— 3).
2x o a0t
Pelo Teorema 3.1.1, temos
2
. x"+3x 1
iy =iy )

a medida que x cresce infinitamente, f(x) também cresce, logo

o X2 43x
lim =

o,
x—oo  2x

2. Se o polindmio de maior grau estiver no denominador, o limite da fun¢do serd 0 quando x

estiver tendendo ao infinito

P
lim ﬂ =
= 0(x)
5x2+3
ExemPlo 3.1.2. Calcule o limit'e de f(x) = ﬁ quando x — oo,
Solucio: Podemos fazer a seguinte tranformacdo na fungio
5x*4+3x x3(f‘c + %)
33432 +x 33+ % +é)
5.3
_ _xtw
- 3, 1°
3+ >+ 2z
Pelo Teorema 3.1.1, temos
fim % % i X2
oo 303 432 fx w33yl
.5 3
lim — + )
__X=eXx X
o 1

lim3+ =+ —
X—ro0 X X

a medida que x cresce infinitamente, P; (x) = f—c + % tende a zero e Q1(x) =3+ )37 + é
tende a 3, por tanto

. 5% 4+3x 0

lim

_— = —=0.
x—=e0 33 +3x24+x 3

3. Se o grau dos polindmios for igual, o limite da funcdo serd um nimero real L € R quando

x estiver tendendo ao infinito
. P(x)
lim

=L.
e 0x)




Capitulo 3. Conceitos Bdsicos de Cdlculo 1 21

5x2 +3x

Exemplo 3.1.3. Calcule o limite de f(x) = m

Solucdo: Vejamos que podemos escrever
5x2—|—3x_x2(5+)3—c) 5—%—%
I2+4 R2(T+4) T+4
X X

quando x — oo,

Pelo Teorema 3.1.1, temos

lim 5 3
5x +3x . 5+ XEE, +_
x—>oo Tx2+4 x—r>rolo7+ - 4

am7t

a medida que x cresce infinitamente, 2 =e 2 tendem a 0, por isso

5x2—|—3x 5
e T4 T

3.1.6 Limites Fundamentais

1 otim S
x—0 X
sin 6x
Exemplo 3.1.4. Calcule o limite lim
x—0 X
Solucao:
lim sin 6x ~ im 6.s1n6)c
x—0 X x—0 6x
Fazendo u = 6x, teremos
lim sin 6x lim6 sin 6x _ 11m6smu _6
=0 X x—0 6x u—0 U

1 X
2. lim (1+—) =e
X—>too X

Exemplo 3.1.5. Use o limite acima para mostrar que %ir% (1+ h)% =e.
%
Solucao:
Fazendo h = % e com isso, quando 4 — 0 temos que x — oo, entdo
. 1 . 1\
lim(14+A)r = lim (14+-) =e.
h—0 X—rtoo X
eh—1

=1.

Exemplo 3.1.6. Use o limite fundamental acima para mostrar que ;lling)
_>

Solucao:

Fazendo u = ¢" — 1 ou h = In (1 + u) teremos

e —1 u B 1

R In(l+u) In(l+u)l/e
Quando 4 — 0 temos u — 0. Por isso

e"—1 ~lim 1
h—0 h u—>01n(1—|—u)1/'4
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3.1.7 Continuidade

A continuidade € um conceito que confundiu muitos matemaéticos durante muito tempo,
mas no inicio do século XIX uma defini¢do precisa foi desenvolvida. E o significado de continuo
no diciondrio € “ndo dividido em sua extensdo” ou “ndo interrompido”. A ideia de continuidade
estd ligada ao estudo dos limites de uma fung¢ao, visto que para analisar se uma funcdo € continua,

devemos analisar a existéncia do limite dessa funcgdo.
Figura 4 — Continuidade

(a) Continua (b) Descontinua

R
7 -

A
Y

A
Y

Fonte: Produzido pela autora.

De maneira bruta podemos estabelecer que uma func¢ao é continua quando conseguimos

desenhar seu gréfico sem tirar o lapis do papel, ou seja, sem interrupgdes.

Definicéio 3.1.1. (Continuidade) Suponha ¢ um nimero no intervalo aberto (a,b) e uma fungéo
f cujo dominio contém (a,b). A fungdo f serd considerada continua neste ponto se as seguintes
condi¢Oes forem satisfeitas.

1. f(c) existe.

2. ;lcl—% f(x) existe.

3. lim f(x) = f(x).

X—C

Se as condic¢des forem satisfeitas para todos os pontos do dominio dizemos que f €
continua.

Um teorema importante do Célculo, que necessita da defini¢do acima como uma condicao
necessdria para ser aplicado, € o Teorema do Valor Intermedidrio que tem como consequéncia
garantia da existéncia de pelo menos uma raiz em uma fun¢do f se num dado intervalo / houver
fla)<0e f(b) >0,0ondea,bel
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Teorema 3.1.3. (Teorema do Valor Intermedidrio)
Seja f continua em um intervalo fechado |a.b] e seja L um niimero real, tal que f(a) <

f(b) entdo existe x = c € |a,b] de modo que f(c) = L.

Figura 5 — Representacao Grafica do Teorema do Valor Intermediario

<N

f(0)

”N

W

W

Fonte: Produzido pela autora.

3.1.7.1 Continuidade e Limites Laterais

Nas condi¢des anteriores, podemos usar limite lateral para redefinir continuidade de uma
funcdo num ponto, dado o seguinte caso: f serd onsiderada continua neste ponto se as seguintes

condig¢des forem satisfeitas.

1. f(c) existe.

2. lim f(x) existe.
X—Cc

3. lim f(x) existe.

4. lim f(x)=1lim f(x) = f(c).

3.2 Derivada

Calcular deslocamento e variacao da posi¢cdao no tempo em diversas situacdes € a ideia
central que leva a aplicarmos limite para definir caso particular desta ideia, velocidade ins-
tantanea, por derivada e relacionar com o conceito de reta tangente. E derivadas, além de ter
desenvolvimento e aplicacdes dentro da propria matematica, sdo usadas em muitas constru¢des
cientificas em economia, estatistica, engenharia, fisica, biologia, etc. A derivada pode ser utili-
zada para calcular o coeficiente angular de uma reta tangente a uma curva qualquer em um ponto

determinado desta curva ou como a taxa de variacdo instantanea.
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3.2.1 Taxa de Variagao

Seja y = f(x) nossa varidvel que depende de x. Se x variar entre x| e x;, entdo y ird variar

entre y; = f(x1) e y2 = f(x2). Ou seja, a varia¢do de x serd dada por
Ax = X2 — X1

e a variacdo de y
Ay = fx2) = fxr)-

Vamos definir a taxa de variacdo da seguinte forma.

Definicao 3.2.1. (Taxa média de variacio) A taxa média de variacdo de y em funcdo de x serd

denotada da seguinte forma

Ay flx)— f(x)

Ax X2 — X1
Tendo Ax = x, — x1, vamos denotar a taxa de varia¢do no intervalo [x;,x; + Ax;] como
sendo
Ay flxai+Ax) - f(x1)

Ax Ax
Quando tendermos Ax a zero (Ax — 0) teremos o que chamamos de taxa de variagdo instantinea,

isto é

lim f(x1+Ax) — f(x1)
Ax—0 Ax

3.2.2 Reta Tangente

Seja C uma curva, dada localmente por y = f(x), numa vizinhanga de um determinado
ponto A = (a, f(a)). Ao considerarmos um ponto B = (x, f(x)) com x # a e x numa vizinhanga
de a fica determinada a inclina¢@o da reta AB, chamada de reta secante, dada por:

f(x)—f(a)

mMpap = ————
X—da

Figura 6 — Representacfo grafica de myp

y

B

Fz) |

L F() N\ f(a)
fla) :

xr —a

X

\

Fonte: Produzido pela autora.
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A medida que, fixado o ponto A, o ponto B se aproxima desse ao longo da curva C,
ou seja, quando x estd tendendo a a (x — a), temos, simultaneamente, a ideia visual das retas
secantes como que atingindo uma posi¢do limite e a possibilidade de aplicarmos parte do que ja

expomos para tentar calcular lim.
x—a

Figura 7 — Posicao da reta aproximando B de A

Fonte: Produzido pela autora.

Definicao 3.2.2. Nas condicdes anteriores, quando lim myp existe, a reta que passa por A =
xX—a

(a,f(a)) e ainclina¢do dada por esse valor é chamada de reta tangente da curva C passando por

A.

3.2.3 Velocidade

Suponha que um objeto estd se movendo no plano euclidiano cujo deslocamento s desse,
localmente, seja dado por s = f(¢), em fungdo da varidvel tempo ¢. E a fungdo f que descreve o

movimento € chamada de fun¢do posi¢do desse objeto.

No intervalo de tempo entre = a e t = a+ h a varia¢do na posi¢ao serd a posicao final

menos a inicial, isto é, f(a+h) — f(a) (Ver Figura 8) e a velocidade média (v,,) serd

_ deslocamento fla+h)—f(a)

Vm—

tempo
Sendo isso, como vimos, uma inclinacdo de reta secante
Figura 8 — Curva representando movimento
fla+h)

f(a)

/n

;1 a+h \

Fonte: Producao da autora
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Como antes, estamos ante uma situacdo em que € possivel calcularmos limite e quando

esse existe chamaremos de velocidade instantinea no ponto a ou velocidade em a. Ou seja,

: a+h)—f(a

quando v(a) = lim f( )= f(a)
x—0 h

antes, € a inclinagdo da reta tangente em (a, f(a)).

existe, dizermos ser a velocidade no instante t = a € , como

3.2.4 Defini¢ao de Derivada num Ponto

Defini¢iio 3.2.3. Sejam X C R e a € X NX’ (isto é, a é um ponto de acumulagio de X pertencente
a X). Diremos que f € derivavel em um ponto a quando existir o limite
x—a XxX—a
Se escrevermos & = x — a, ou x = a+ h, a derivada de f no ponto a € X N X’ torna-se o

limite:

1oy e Slath) —fla)
f'(a) =lim ? :

h—0

d
Também usaremos a notagao: d—[ f(@)](a) = f(a).
X

Da definicdo de derivada num ponto, vejamos o teorema que garante a continuidade de

da fungdo no ponto utilizando essa definicao.

Teorema 3.2.1. (Continuidade) Se existir a derivada f'(a) entdo f é continua no ponto a.

Demonstracao: Se existir o limite lim M entdo existird também o limite
x—a xX—a
lim[f(x) — f(a)]

x—a
Utilizando o Teorema 3.1.1 e a Propriedade 3.1.3
lim [f(x) — f(a)] = lim

x—a x—a (x — a)

lim[f(x) — f(a)] = lim

X—a xX—a X—d ’ Xx—a
Assim, f serd continua em a.

3.2.5 A Funcgido Derivada

A secdo anterior apresenta a defini¢ao da derivada em um ponto especifico a. Agora
vamos generalizar a interpretacio de forma que seja possivel calcular a derivada em qualquer a
percencente ao dominio da fungdo f. No lugar de a vamos colocar a varidvel x e teremos

)t LD S0,

h—0 h

Para todo x no dominio da fungéo, de modo que o limite exista, teremos f(x) uma nova

fun¢do que chamamos de funcéo derivada de f(x).
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Definicao 3.2.4. (Derivadas de Ordem Superior) Seja f uma fun¢do e A o conjunto de todos os
x para os quais f’(x) estd definida. A fungdo f’ : A — R dada por x — f’(x), denomina-se fun¢do
derivada ou derivada de f, assim denotamos f’ como derivada de 1* ordem de f. A derivada
de f’, denotada por f” denominamos por derivada de 2* ordem de f. Analogamente, ocorre a

definicao das derivadas de ordem superior a 2.

3.2.6 Propriedades da Derivada

Vamos deixar aqui algumas propriedades bésicas das derivadas, que poderemos chamar

de regras de derivacao.

Propriedade 3.2.1. Derivada da funcao constante

Seja f(x) = k com k € R. Chamada de fun¢@o constante que tem por grafico uma reta

perpendicular ao eixo y e paralela ao eixo x. Sua derivada, sera

Exemplo 3.2.1. Calcule a derivada da fung@o f(x) = ¢ que associa para todo x no dominio, um
unico nimero ¢ no contradominio.

Solucao:
Aplicando a defini¢do de derivada, temos

fleth) - f(x)
h

f'(x) = lim

h—0

para qualquer x real, vale f(x) = c, entdo

Propriedade 3.2.2. Derivada da funcio poténcia
Seja n um ndmero real e f(x) =x", n € N.

A regra da poténcia se d4 da seguinte forma:

d(f(x) _ d(")

dx dx

n—1

= nx
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Exemplo 3.2.2. Calcule a derivada da fungio f(x) = x°.

Solucdo: Usando a defini¢do de derivada, vamos calcular

) — i L) =)

h—0 h

teremos entao,

_ 2 2
lim flx+h)— f(x) — im (x+h)"—x
h—0 h h—0 h
X4 2xh+h2— 2

Propriedade 3.2.3. Derivada de uma combinacao linear

Suponha que f e g fungdes derivaveis e f, A € R. Entdo

[Bf(x)£Ag(x)] = Bf'(x) £ A8 (x).
Exemplo 3.2.3. Calcule a derivada da funcio p(x) = 3x* + 4x.

Soluc¢ao: Vejamos que podemos escrever
p(x) =3x% +4x

como a combinagio linear dos polindmios p; (x) = x*> e p5(x) = x. Utilizando a Propriedade
3.2.2, teremos
P'(x) = [Bp1(x) +4p2(x)) = 3pi (x) + 4p5 ()
portanto,
P (x) =6x+4.

Propriedade 3.2.4. Derivada de um produto

Sejam f(x) e g(x) fungdes diferencidveis. Entdo a derivada do produto de f e g é dada
por
d
S 0)-8(0] = f'(x).8(x) + f(x)8'(x)
Exemplo 3.2.4. Calcule a derivada de h(x) = x°.(4x +2).
Solugdo: Utilizando a Propriedade 3.2.4 vamos derivar a fungio h(x) = x>.(4x+2), que é o

produto de duas fungdes 41 (x) = x> e hy(x) = 4x+ 2. Assim,
W (x) = [ (x)ha (x)]" = Iy (x). 7 (x) + iy () By (x)

Portanto,
B (x) = 3x% (4x +2) +4(x°).
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Propriedade 3.2.5. Derivada de um quociente

Sejam f e g fungdes diferencidveis, com g(a) # 0. Entdo a derivada do quociente de f e

g € dada por

d [f (X)} _ S1(x)8(x) — f(x).8(x)
dx | g(x) g(x)? '
Exemplo 3.2.5. Calcule a derivada da funcao:

4x* +4

g(x) = o

Soluciio: A funcio g é o quociente das fungdes g1 (x) = 4x> +4 e g2(x) = 6x e pela Propriedade

3.2.5, a derivada da funcdo g(x) pode ser desenvolvida da seguinte forma

/() = g1 (x).g2(x) — g1(x).g5(x)

[82(x)?]
~ 8x(6x) — 6(4x* +4)
(6x)
_6x*—6
~ Ox2

Propriedade 3.2.6. Derivadas de ¢* e Inx:

1. Dada a fung@o f(x) sua derivada é dada por f'(x) = €*.
2. Seja g uma fungdo dada por g(x) = Inx sua derivada é g'(x) = % para todo x > 0.

Exemplo 3.2.6. Calcule as derivadas das funcdes pela defini¢do:
1. f(x)=¢"
2. g(x) =1In(x).

Solucdo: Para calcular as derivadas das funcdes abaixo vamos utilizar os conceitos apresentados

no tépico Limites Fundamentais.

ex—i—h_ex eh—l
1. f(x)=lim———— = lime" =e*
109 = fimg = — = i~ =
. In(x+h)—Inx . 1 h
8'(x) = lim h h‘i%h“< +x>

. h
Faremos uma substituicdo u = —, dai
X

1 1
— 1 - 1
g (x)=1limIn(1+u)xu =lim—In(1+u)u = -

u—0 u—0Xx X
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Propriedade 3.2.7. Derivadas de funcdes trigonométricas:

Seja f uma fungdo trigondmétrica, valem as derivadas da tabela abaixo.

1. Se f(x) = sinx entdo f’(x) = cosx.
2. Se f(x) = cosx entdo f'(x) = —sinx.
3. Se f(x) = tanx entdo f'(x) = sec’x.

4. Se f(x) = secx entdo f’'(x) = tanxsecx.

5. Se f(x) = cotx entdo f'(x) = —cosec?

6. Se f(x) = cosec x entdo f'(x) = —cosc xcotx.

Teorema 3.2.2. (Regra da Cadeia) Sejam y = f(x) e u = g(x) fungdes derivdveis, com Img N
Domy, considerando h(x) = f(g(x)). Temos que I’ (x) = f'(g(x)).g'(x), para todo x € Domy.

Na notagdo de Leibniz, temos
dh dh dy
dx  dy dx
Exemplo 3.2.7. Calcule a derivada da funcio f(x) = sin (x?).
Solucdo: A fungio f(x) é composta pelas funcdes g(x) = sinx e h(x) = x°. Para calcular a
derivada dessa fun¢do basta usar as propriedades apresentadas acima e a regra da cadeia. Assim,

() = &' (h(x)).H (x) = [sin (h(x)))".[x*)

Pelas Propriedades 3.2.2 e 3.2.7
f(x) = 2x(cos(x?)).

3.2.6.1 Derivada de Funcao Inversa

Se f € inversivel, com inversa g, de modo que
f(g(x)) =x, paratodo x € Dy.

Teremos [f(g(x))]’ =1 ou [f(g(x))]’ = ¥’ Utilizando o Teorema 3.2.2 temos que a derivada da

funcdo inversa sera

g’(x) = m para todo x € D,.

Teorema 3.2.3. Seja f uma funcdo inversivel, com funcdo inversa g. Se f for deridvel em

q=2g(p), com f'(q) # 0 e se g for continua em p, entdo g serd derivdvel em p.
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Exemplo 3.2.8. Calcule a derivada da fung@o inversa f(x) = arcsinx
Solucao:
Sabendo que arcsinx € a inversa de sinx, para x € [—%, %} . Teremos
1
f!(arcsinx)
B 1
~ cosarcsinx

arcsin’ x =

e pela relacdo trigonimétrica fundamental, segue que
[cos(arcsinx)]? + [sin(arcsinx)]? = 1

dai,

[cos(arcsinx)]? = 1 —x?

Desta forma,

1
cos(arcsinx)

1
VTR

Exemplo 3.2.9. Calcule a derivada da funcéo inversa g(x) = arctan.x.

arcsin’ x =

Solucao:

Utilizando a notagdo de Leibniz para escrever a férmula da derivada da fun¢do inversa e

utilizar para calcular g’(x).

dy_/
=8
1

F(g)

Voltando para a notagdo anterior
dy 1

T odx
dx 5

Sabendo que f~!(x) = arctanx = y e x = tany. Entio,

dy 1
dx  dx
dy
dy 1
dx  1+tan?y
Agora € s6 substituir x = tan(y)
dy 1

dx 1+x2°
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3.2.7 Valores Extremos de uma Funcdo Diferenciavel

Primeiro, vamos mostrar alguns teoremas que irdo nos ajudar a analisar o comportamento

das funcdes diferencidveis e suas interpretacdes gréficas.

Teorema 3.2.4. (Teorema de Rolle) Se [ ¢ uma funcdo continua em um invervalo fechado
[a, D] e derivdvel em um intervalo aberto (a,b) e f(a) = f(b), entdo existe pelo menos um valor
x=c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Figura 9 — Representacao Grafica do Teorema de Rolle

Y

M

|
1 1
X

Fonte: Produzido pela autora.

Vejamos um exemplo do teorema acima, que auxilia na determinagdo de valores maximos

e minimos das funcdes.

Exemplo 3.2.10. Verifique o teorema de Rolle para a fungio f(x) = —2x* +4x -+ 3 no intervalo
fechado [0,2].

Solucdo: A fungdo é uma fungdo polinomial, que é continua e derivavel em (0,2).
Vejamos agoa se f(0) = f(2).

Temos
f(0)=-2.0*+4.0+3=3

f(2)=-22*4+42+3=3.
Portanto, f(0) = f(2) e agora vamos encontrar o valor de x, para o qual f’(x) = 0.

Utilizando a Propriedade 3.2.2

f(x)—4x+4
fazendo f'(x) =0
—4x+4=0
x=1

Portanto, hd x =1 € (0,2) tal que /(1) =0.
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Teorema 3.2.5. (Teorema do Valor Médio) Se f for continua em [a,b] e derivdvel em (a,b),

entdo existird pelo menos um c € (a,b) tal que

o= LD =1

D=2 ou f(b) - (@) = ()b~ a)

Figura 10 — Representaciao Grafica do Teorema do Valor Médio

Fonte: Produzido pela autora.

Exemplo 3.2.11. Seja f(x) = v/2x—2 e ¢ um nimero que satisfaca o Teorema do Valor Médio
para f no intervalo de 1 < x < 3. Qual o valor de ¢?
Solucao: O teorema acima diz que a inclinac¢do da reta tangente em um determinado ponto é

igual a inclinacdo da reta tangente que liga esses dois pontos, ou seja

fB)—r)

o=

(1)

Primeiro vejamos quem é f’(x) Utilizando o Teorema 3.2.2 vamos calcular a derivada da fungio
composta f(x).

£ =[V2x—2]' = [(2x—2)3]

F1x) = %(2x—2)—5.2 —

Substituindo f’(c) em (1) teremos

1 2—0
V2c -2 2

Agora s6 precisamos encontrar o valor de ¢

1
=1
2c—2
1=+v2¢c-2
1=2¢c-2
3
c=—
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Exemplo 3.2.12. Questao 16 - Matematica Bacharelado (ENADE 2014)
Considere uma fungdo f : R — R diferencidvel em todo o seu dominio, com f’(x) < x, para todo

x € R. Se f(1) =1, entdo, pelo Teorema do Valor Médio, o valor mdximo de f(3) é igual a

4. 9.

5. 11.

Solucio: Utilizando o Teorema do Valor Médio para f que é diferencidvel em todo o seu

dominio, teremos

e =101

Para f(x) definida no intervalo [1,3] e ¢ € [1,3], continuamos

rey =131

£3)—1=2f(c)

fB3)=2f(c)+1.
Dada a relag@o acima, queremos f(3) maximo, usaremos a condi¢do f’(c) < ¢ e teremos

fle)=c
para que f(3) seja mdximo e substituiremos
f(3)=2.c+1.

No intervalo [1,3], o valor maximo para ¢ é ¢ = 3. Portanto,

f(3)=23+1=17.

Gabarito: item 3.

3.2.7.1 Extremos Locais e Globais

Definiciio 3.2.5. Seja f uma fungéo, / um intervalo contido em D¢ e p € I. Dizemos que f(p) é
maéximo local de f no intervalo se f(x) < f(p) paratodo x em I. Se f(x) > f(p) para todo x € I

dizemos que o valor € minimo local.

Definiciio 3.2.6. Seja f uma fungdo e p € Dy. Dizemos que f(p) é maximo global se f(x) < f(p)
para todo x em Dy. Se f(x) > f(p) para todo x € A dizemos que o valor é minimo global.
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3.2.7.2 Pontos criticos

Definicao 3.2.7. Um ponto critico de uma fun¢do € um nimero a definido no dominio tal que
sua derivada € zero, ou ndo existe, isto €, se uma das duas condi¢des abaixo € satisfeita para a

entdo (a, f(a)) é chamado de ponto critico.
1. fila)=0
2. f'(a) ndo existe.

Teorema 3.2.6. (Teorema de Fermat) Se uma funcdo f possui um ponto de extremo local em

x = c e afung¢do f é derivdvel neste c, entdo (c, f(c)) é um ponto critico, ou seja, f'(c) =0.
3.2.7.3 Funcoes Crescentes e Decrescentes

Defini¢ao 3.2.8. Seja f uma fungido e xy,xp € Dy. Chamamos f de fungdo

1. Crescente se para x| < xp obtivermos f(x1) < f(x2);
2. Estritamente crescente se para x| < xp obtivermos f(x1) < f(x2);
3. Decrescente se para x; < xp obtivermos f(x1) > f(x2);

4. Estritamente decrescente se para x; < x obtivermos f(x) > f(x2).

3.2.7.4 Intervalos de Crescimento e Decrescimento

Teorema 3.2.7. Seja f uma funcdo continua em um intervalo fechado [a, D] e derivdvel no aberto
(a,b). Entdo:

1. se f'(x) >0, para todo x € (a,b), entdo f é crescente em (a,b);
2. se f'(x) <0, para todo x € (a,b), entdo f é decrescente em (a,b).
Teorema 3.2.8. (Teorema dos Valores Extremos) Seja f uma funcdo continua em [a,b], essa

fungdo terd um valor mdximo e um valor minimo nesse intervalo fechado [a, D).

Figura 11 — Funcdes continuas e seus maximos e minimos globais

* a« ¢ d b l 0 b=d *u = d 3

Fonte: Produzido pela autora.
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No que segue, apresentamos dois métodos para encontrar maximos € minimos de uma

funcdo diferencidvel.

3.2.7.5 1° Método Baésico para encontrar Mdximos e Minimos

Se a fun¢do f dada, for continua em um intervalo fechado [a,b] seguimos os seguintes

passos para encontrar valores maximos ou minimos globais de f.

1. Encontrar os valores x = ¢ € (a,b) criticos de f dentro de (a,b).
2. Determinar f(a) e f(b).

3. Comparar os valores de f(a), f(b) e f(c). O maior valor serd o valor maximo global.

3.2.7.6 2° Método Basico para encontrar Mdximos e Minimos

Sejax = ¢ € Dy, para verificar se ¢ € um valor de méaximo local de f devemos fazer os

seguintes procedimentos:

1. Verificar se (c, f(c¢)) é um ponto critico.
2. Analisar o sinal da derivada antes e depois dele.

3. Verificar se o sinal da derivada muda antes e depois de (c, f(c)).

3.3 Integral

A integral € o processo inverso da derivada e aqui apresentaremos algumas técnicas para
a sua resolu¢do, que é muito importante para calculos de dreas de curvas ndo regulares. O Célculo
Integral é muito utilizado para calcular acumulacdes de diferentes tipos, como por exemplo: a
area debaixo de funcdo que determina a quantidade de vendas, ou seja, que representa o total de

vendas acumuladas durante um determinado peirodo.

3.3.1 Primitiva

Vamos compreender como encontrar a primitiva de uma funcao, para calcular uma

integral.

Defini¢ao 3.3.1. (Primitiva de uma Funcio) Seja f uma funcio definida num intervalo /. Uma

primitiva de f em I é uma funcdo F definida em /, tal que

para todo x em 1.
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Observacao 3.3.1. O dominio deverd sempre ser em um intervalo. Se o dominio ndo for

mencionado, o intervalo ficard implicito.

Defini¢iio 3.3.2. Sejam f e g continuas num intervalo I. Se f'(x) = g’ (x) paratodo x € I, o que

as diferenciam € uma constante K. Isto €,

para todo x € I.

3.3.2 Primitivas Imediatas

Chamam-se primitivas imediatas as fun¢des cujas derivadas sao fungdes elementares

basicas conhecidas, que aparecem no integrando da nossa integral indefinida.

Sejam n # 0 e b constantes reais. Das formulas de derivag@o ja vistas, vejamos algumas

primitivas imediatas:

1. /c dx = cx+ k, pois
[ex+k'=c

pelas Propriedade 3.2.1 e Propriedade 3.2.2.

n+1
2 /x"dx:x+ +k(n#—1), pois
' n+1 ’

1 /
x’”’ -I-k :ilxn—kl—l:xn
n+1 n+1

pelas Propriedade 3.2.1 e Propriedade 3.2.2.

3. /ex dx = " +k, pois
[" +k] =e".

Veja o item 1 do Exemplo 3.2.6.
1
4. /— dx = In |x| + k, pois
X

I 2x 1

[Inlx| + K = [In(Vx) + k) = NENCRE

pelo teorema Teorema 3.2.2. Veja também o item 2 do Exemplo 3.2.6.

As primitivas a seguir, seguem da Propriedade 3.2.7.

5. /cosxdx = sinx + k , pois
[sin(x) +k]" = cos(x).
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6. /sinx dx = —cosx+k, pois

[—cos(x) +k|" = sin(x).
7. /seczx dx = tanx + k., pois

[tan(x) + k]’ = sec?(x)

Veja o Exemplo 3.3.4 a seguir.

8. /secxtanx dx = secx+k, pois

[sec(x) +k|" = sec(x)tan(x).

1
9. / T2 dx = arctanx + k, pois

[arctanx + k)" =

1+x2
Veja o Exemplo 3.2.9.
1
10. / dx = arcsinx + k, pois
V1—x2 P
1

[arcsinx + k]’ =

[
|

)
S}

Veja o Exemplo 3.2.8.

Exemplo 3.3.1. Calcule a primitiva

/ Smdx.

Solucio: A integral de uma constante em func¢do de uma varidvel, € a constante que multiplica a

variavél mais a constante de integraca. Portanto,

/57rdx:57rx+K.

/ x'dx.

xn—H
/x”dx:n+1+k(n7é—l)

Exemplo 3.3.2. Calcule a primitiva

Solucao: Utilizando a primitiva imediata

teremos X

7 X
dx=—+K.
/x x 8-|-
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Exemplo 3.3.3. Calcule a primitiva
1
—dx.
B

Solucio: Vejamos que podemos escrever

1
—3dx = /x_3dx
X

Utilizando a primitiva imediata

Xl
/x"dx: +k(n#-1)

n+1
teremos

1
—3dx:/x 3dx
X

2

= ! +K

2x2

3.3.3 Meétodos de Primitivagao
3.3.3.1 Integracdo por Substituicdao

Considerando a integral
/
| e )a
Como consequéncia da regra da cadeia, a técnica de integracdo por substituicdo consiste em

aplicar a mudanga de varidvel u = g(x). Desta forma, du = g’(x)dx o que, substituindo na integral

acima, nos fornece a integral toda em uma nova variavel u:
/ f(u)du.

Exemplo 3.3.4. Calcule a primitiva / tanx dx

~ sinx
Soluc¢ao: Sabendo que tanx =
COSX

, vamos calcular

sinx
/ tanx dx = / dx
COSX

Para cdlcular, basta que utilizemos o metodo de primitivacao acima.

Faremos a mudanga u = cosx e com isso, teremos du = — sinxdx, entao

sinx
/ tanx dx = / dx
CcOSX

e
= —In(Ju|)+k
= —In(|cos(x)|) + k.
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Exemplo 3.3.5. Calcule a primitiva
1
J———
(2 —3x)
Solu¢ao: Vamos organizar a fungdo

2—3x)*%dx.

/\/(21—73)c)dx:/(2_13x)idx:/(

Utilizando o método de substitui¢do, fazendo u = 2 — 3x teremos du = —3dx e

/ﬁ“:ﬂ

Utilizando a primitiva imediata

n—+1
/x”a’x: a
n+1

+k(n#-1)

teremos | 5 5
—3 [ w iy =—lut 4K =-TV2-3x+K.

1
| ==
V(2 —3x) 3
Exemplo 3.3.6. Calcule a primitiva [ xsin(x?)dx

Soluciio: Faremos a seguinte substitui¢io ¢ = x* e dt = 2xdx. Agora basta usar o método de

substituicao
sin(t)
2

/xsin(xz)dx = dt

Utilizando a primitiva imediata de sin(z)

3.3.3.2 Integracdo por Partes

Como consequéncia da regra do produto das derivadas, temos a seguinte forma para
integrais do tipo / u(x)dv

Exemplo 3.3.7. Ache a primitiva / xe'dx.

Solucdo: Para utilizar o método acima, faremos u(x) = x e dv = e*dx, daf teremos v(x) = e* e

/xexdx =xe* — /exdx

=xef — e +k.

du = dx. Assim,
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Exemplo 3.3.8. Calcule a primitiva | *cos(x)dx.
Solucgio: Avaliando a integral, utilizaremos o método de integragdo por partes, onde u = cos(x),

dv = e“dx, du = —ssin(x) e dv = €*dx.
Teremos, entdo
/e)C cos(x)dx = cos(x)e* — /ex(— sin(x))dx.
Teremos que aplicar novamente a integracao por partes.

Fazendo u = sin(x), dv = e*dx, du = cos(x)dx e v = ¢*dx, teremos
/ex cos(x)dx = cos(x)e* — /ex(— sin(x))dx
= cos(x)e* +sin(x)e* — / e*(cos(x))dx.

Dados dois termos iguais com sinais opostos em lados opostos da igualdade, vamos somar ele
dos dois lados
2 / e* cos(x)dx = cos(x)e* + sin(x)e”.

Portanto, .
/ex cos(x)dx = cosx)e” ;_ sin(x)e” +K.

Exemplo 3.3.9. Ache a primitiva / xIn(x)dx.

x2

Solucdo: Para utilizar o método acima, faremos u(x) = In(x) e dv = xdx, dai teremos v(x) = 5

1
e du = —dx. Assim,
x
2 2 2
x x x*ox
/xln(x)dx = ln(x)E — / de = ln(x)i -7 +k.

3.3.4 Integral de Riemann

Aqui vamos apresentar a defini¢io de Integral de Riemann e algumas propriedades da

integral.

Definicio 3.3.3. Uma parti¢do P de um intervalo [a,b] é um conjunto finito P = xg,x1,x2, ..., X,

ondea=xy<x; <..<x,=>ob.

Uma partigdo P de [a, ] divide [a,b] em intervalos [x;_1,x;],i=1,2,3,...,n. A amplitude

do intervalo [x;_1,x;] serd indicada por Ax; = x; — x;_1. Assim:
Ax1 = x1 — X9, Axp = xp — X7 etc.
Os niimeros Axy,Ax,, ..., Ax, ndo sdo necessariamente iguais; o maior deles denomina-se
amplitude da particao P e indica-se por maxAx;.
Uma parti¢do P = xo,x,X2, ..., X, de [a,b] serd indicada simplesmente por

Pia=xo<xi<xp<..<x,=b.
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Definicdo 3.3.4. Seja f uma fungio definida em um intervalo fechado [a,b] e seja L um niimero

real.

Dizemos que " | f(¢;)Ax, tendendo a L, quando tendemos maxAx; a zero, e escrevemos

n

lim Y f(c)Ag =L

maxAx;—0 '

se, para todo € > 0 dado, existir um 6 > 0 que s6 dependa de € mas ndo depende da escolha dos

numeros c;, de forma que

n
Z f(ci)Ax,- — L’ <€
i=1

para todo "pedaco"P de [a,b], com maxAx; < §.

b
Denominamos por Integral de Riemann de f em [a, b], indicado por / f(x)dx o nimero
a

L, tnico, quando existir.

Sendo assim, por defini¢ao,

b n
dx=li A;
/a f(x)dx maxg?aolz;ﬂc’) i
=L.
b
Ainda por defini¢do, se / f(x)dx existe, entdo dizemos que f € integravel em |a,b]

a
(segundo Riemann). E podemos nos referir a integral como integral definida de f em [a, b].

3.3.5 Propriedades da Integral

Suponhamos F e G duas primitivas das funcdes f e g respectivamente e ¢ € R. Entao,

teremos

Propriedade 3.3.1. f+ g ¢ integravel em [a,b] e
b b b
[ i@+ gar= [ fwdx+ [ g
a a a
Propriedade 3.3.2. kf ¢ integravel em [a,D] e
b b
/ kf(x)dx = k / Flx)dx.
a a

Propriedade 3.3.3. Se f(x) > 0em [a,b], entdo | : f(x)dx>0.

Propriedade 3.3.4. Se c €|a,b[ e f é integravel em |a,c]| e [c, D] entdo

/a ) = / ") dx+ / " .
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3.3.6 1° Teorema Fundamental do Calculo

O teorema fundamental do Célculo, € muito importante para o Cdlculo diferencial e
integral, pois € quem estabelece uma ligacdo entre o Célculo Diferencial e o Célculo Integral.
Visto que a derivada surge a medida que surgem necessidades humanas de determinar a reta
tangente a uma curva e taxas de variagdes instantaneas, vamos ressaltar que o Célculo Integral é

necessdrio para célcular dreas sob curvas, custos, gastos médios, dentre outras coisas.

Teorema 3.3.1. Se f for integrdvel em [a,D| e se F for uma primitiva de f em |a,b], entdo

b
= F(b)— F(a).

[ reoax=F(

a

Demonstracdo: De acordo com a defini¢ao de integral, se f for integrdel em |a,b], o

valor do limite .

lim Y f(e)Axn=L

maxAx;—0 =1

b
entdo teremos L = / f(x)dx.
a

Suponhamos, agora, que f seja integravel em [a,b] e que admita uma primitiva F (x) em
la,b], isto é, F'(x) = f(x) em [a,b]. Seja P :a = xp < x| < ... < x, = b uma parti¢do qualquer
de [a,b].

Vejamos entio que

ou

F(b) — Fla) = if(a)Axi.

Se para cada parti¢do P de [a,b], os ¢; forem escolhidos em um intervalo propicio, teremos
n

lim Y f(&)Ax; = F(b)—F(a)

masAx;—0 ==
i=1

€ assim

/a " fw)dx = F(b) - Fla),
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1
Exemplo 3.3.10. Calcule / F(x)dx para f(x) = 3 + 222+ 5x+ 1
0

Solugéio: Vamos encontrar F(x)
F(x) = /f(x)dx = /(x3 +2x% 4 5x+ 1)dx
Usando o item 2 de Primitivas Imediatas e a Propriedade 3.3.1 teremos
F(x) = /x3 +2x% 4 5x+ ldx

F(x) :/x3dx+/2x2dx+/5xdx+/ldx

4 3 2
X 2x Sx
F(x):Z+T+7+x+k.

Agora, utilizando o 1° Teorema Fundamental do Calculo

1
1 4 23 52
/x3+2x3+5x+1dx: X
0 4 3 2
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4 APLICACOES

Neste capitulo apresentamos algumas aplicacdes do Célculo Diferencial e Integral I, com
o objetivo de destacar a sua interdisciplinaridade, mostrando como s@o abordados nas questdes
contextualizadas os topicos mostrados no capitulo anterior em livros cldssicos de usados em
cursos de Célculo I no Ensino Superior como Stewart (2013) e Hoffmann (2018) e Larson (2010)

dentre outros e em provas do ENADE (Exame Nacional de Desempenho dos Estudantes).

4.1 Aplicacoes de Limites

Exemplo 4.1.1. (Larson 2010) pag. 88 - Questao 70.
Vocé efetuou um depésito de R$2.000,00 em uma conta que é capitalizada trimestralmente a

uma taxa anual de r (na forma decimal). O saldo A apds 10 anos é
7 40
A(r) =2000 (1+ Z)

O limite de A existe quando a taxa de juros tende a 6%? Se sim, qual € esse limite?
Solucio: Analisando a funcdo saldo A, que depende de uma taxa de juros r, verificamos que ndo
ha restricdes no dominio da funcao, ou seja, r estd definido em todos os reais.
Logo, pelo Teorema 3.1.1
lim A(r) =A(0,006).
Jim A(r) =A(0,06)

Isso significa, que calcular o limite neste caso, é aplicar o valor especifico de r na fung¢do A(r).

Entao,

40 40
lim 2000 <1+f) — 2000 (14290 ",
r—0,06 4 4

Portanto, o limite quando a taxa de juros tende a 6% ¢ de alguns reais.

Exemplo 4.1.2. (Hoffmann 2018) Secao 1.5 - Exemplo 1.5.10 (Adaptado pela autora).
Para produzir e vender x unidades em centenas de um produto, o produtor terd um lucro dado
por L(x) = 6x — y/x em milhares de reais. Qual seria o lucro médio para uma produgéo muito
pequena.

Solucao: Para resolver essa questdo vamos primeiro escrever o que € o lucro médio. O lucro
médio € a variacao do lucro sobre a variacdo da unidade de produto, como inicialmente temos
uma producio de 0 unidades de produto e consequentemente um lucro de R$ = 0,00 reais, entdo

_ bx—/x
—

LM (x) =

0 lucro médio sera

Para determinar o lucro médio para uma producio muito pequena, calcularemos o comportamento
da fungé@o chegando bem préximo de zero, ou seja, limite de LM (x) quando x — 0, isto é
. bx—/x
lim \/_

x—0 X
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Para isso, sabendo que

pela Propriedade 3.1.1

lim LM (x) = lim 6 — lim —=
l L) =l - g =

a medida que x se aproxima de 0 a fungéo h(x) = —7} decresce infinitamente. Portanto,
lim LM (x) = —oo.
x—0

A interpretacao desse calculo é que a medida que aproximamos o valor de x de zero ou quanto

menos unidades de material forem produzidas, menor serd o lucro médio e maior serd o prejuizo.

Exemplo 4.1.3. (Hoffmann 2018) Problemas 1.5 - Questao 52.
O gerente de uma empresa observa que, t meses apos comegar a fabricagdo de um novo produto,
serdo fabricadas P milhares de unidades, em que

612 + 5t

P(t) = o+t

(t+1)2
O que acontecerd com a produgdo a longo prazo (ou seja, para t — 0)?
Solucao: Para calcular a produgdo a longo prazo, vamos utilizar a ideia de limite no infinito, ou
seja, ver como se comporta a funcio que determina a quantidade de produtos fabricados quando

X — oo, Isto €,

612 + 5t
lim P(¢) = lim —+
X—so0 X—o0 (t + 1)
pela Propriedade 3.2.4
lim (612 +5¢)
lim P(t) = x_m—z =—.
x—yeo lim (r+1) oo
X—>0

Dada a indeterminagdo, e sabendo que

62 4+5 642

P(r) = -
O Tl

utilizando o Teorema 3.1.1

6 + 2
lim P(t) = lim ————
X—»o0 x—oo ] + + t2
pela Propriedade 3.2.4
5
. . X—o0 _ >
Jim P(r) = T ToT
lim 1 -l- —|— -
X—roo

Portanto, a producdo a longo prazo serd de 6 mllhoes de unidades.
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Exemplo 4.1.4. (Hoffmann 2018) Problemas 1.5 - Questao 59.
A concentracdo de um medicamento no sangue de um paciente ¢ horas apds uma injecéo é C(t)

miligramas por milimetro, em que

0,4
0,013.
c(x) = 2] +
1. Qual € a concentracdo do medicamento imediatamente apos a inje¢do (ou seja, para ¢ = 0)?

2. Qual a concentracgao residual do medicamento, ou seja a concentragdo a longo prazo?
Solucao:
1. Vamos calcular C(x) quando x — 0 jd que queremos o valor muito préximo a ¢ inicial que
€t =0. Assim,

x—0

. . 0,4
il_r)r(l)C(x) = lim (tl 111 +0, 013)
Pela Propriedade 3.1.1

0,4
lim C(x) = lim —>— 5+ 11m0 013.
x—0 x—=0th* 41

O primeiro limite ndo apresenta indeterminagdo, entdo € so substituir O em ¢ e o limite da

constante é a propria constante, entao
lim C(x) = 0,413.
x—0

2. Vamos calcular o limite de C(x) quando x — oo para entender o comportamento da fungdo

e verificar o residual de medicamento a longo prazo

0,4
hmcuy:hm<ﬂz+l+oon)

xX—>00 xX—¥o0

Pela Propriedade 3.1.1

lim C(x) = lim + lim 0,013.

X—y00 x—soo t1, 2 +1 x>0

O primeiro limite tende a zero e o limite da constante € a propria constante, entao

lim C(x) = 0,013.

X—ro0
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4.2 Aplicacoes de Derivada

Exemplo 4.2.1. (Larson 2010) Pag 128 - Questao 62.

O custo varidvel da fabricacdo de um componente elétrico é de R$7,75 por unidade e o custo
fixo € R$500,00. Determine o custo C em fungdo de x, o nimero de unidades produzidas. Mostre
que a derivada desta fun¢do de custo € uma constante e € igual ao custo varidvel.

Solucido: Vamos montar a fung@o que determina o custo C em func¢do do x nimero de unidades
produzidas. Dada a fun¢@o afim, y = ax + b, teremos b = 500,00 que € a constante fixa de custo

e a = 7,75 acompanha o nimero de unidades vendidas x. Logo, o custo C(x) é dado por
C(x) =7,75x+ 500.

Precisamos mostrar que a derivada da funcdo € constante, temos

dC d
— = —|[7,75x+ 500
dx dx[ 753+ 500)
pela Propriedade 3.2.2
dc d d
—=—(7,75 —(500
dx dx( ’ x)+dx( )
agora, faremos uso das Propriedades 3.2.1 e 3.2.5
dcC
— =C'(x)=1,75.
T =Cx) =T,

Portanto, a derivada da fun¢do custo é constante e igual ao custo varidvel.

Exemplo 4.2.2. (Larson 2010) Pag. 151 - Questao 59.

Considere a populag@o de uma cultura de bactérias. O numero de bactérias P pode ser modelado

4t
P=500|1+——=
( Jr50-1—12)

em que ¢ € o tempo (em horas). Determine a taxa de variagao da populacdo quando ¢ = 2.

por

Solucao: Para célcular a taxa de variagdo, quando ¢ = 2, vamos calcular a derivada de P em

funcdo de ¢ e calcular a funcao derivada em ¢ = 2.

2000t )’

P'(x) = ( 500
(x) ( T30 +12
Usando as Propriedades 3.2.1, 3.2.3 e 3.2.5

2000(50+ %) —2000¢.2¢ 100000 — 2000¢
(50412)?  (50+12)2

P(x)=0+

Basta calcular P’(2) agora

p/(2) = 100000 2000.22 _ 23000
(50+22)2 729
23000
729

Portanto, a taxa de variacdo quando t = 2 é igual a
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Exemplo 4.2.3. (Hoffmann 2018) Problemas 3.1 - Questao 64 (Adaptado pela autora).
As autoridades de uma cidade observam que, se x milhdes de reais sao investidos no controle da
poluicdo, a porcentagem de polui¢dao removida é dada por

50,/x

T 243

P(x)

Que investimento resulta na maior porcentagem de remog¢ado de polui¢do?
Solucdo: Para achar o investimento x que resulta na maior porcentagem P de remocdo de
polui¢do, vamos usar os conceitos de Maximos e Minimos de uma funcgao.

Analisando inicialmente o dominio dessa func¢do, temos
D= {xeR|x>0}.

Vejamos que pelo 2° Método para Encontrar Maximos e Minimos devemos achar os pontos
criticos de P(x). Entdo pela Propriedade 3.2.5 teremos

—75x2+75
Px)= —2 "~
W=y

A raiz de P'(x) é x = 1. Temos que P'(1) = 0. Vamos analisar valores entre (0,1) e (1,0), temos
que f(1/2)=17,53¢ f'(2) = —3,2.

Logo, temos um valor mdximo em x = 1. Vamos verificar o limite da funcio tendendo a oo

lim P(x) = 0.

X—ro0
Portanto, P(x) assume valor maximo global em x = 1, logo o investimento x = 1 resulta na maior

porcentagem de remocdo de poluigao.

Exemplo 4.2.4. (ENADE 2008) Matematica - Questao 16.

A concentracdo de certo formaco no sangue, t horas apds sua administracdo, é dada pela férmula:

10t

3.t>1
4. 0<r<1

5. 3<t<10
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Solucao: Para encontrar os intervalos de crescimento veremos como se comporta o coeficiente
angular da reta tangente nos pontos da curva y(¢) para ¢t > 0. Isto €, vamos analisar o comporta-
mento da fungdo derivada.

Derivando y(¢), teremos

Pela Propriedade 3.2.5

, (10¢)'(t +1)> —10¢ (£ + 1))
= -+ 127
10(¢ 4+ 1) —20¢(t + 1)
(t+1)*
—107+10
(t+1)3

O Dominio da fungdo é € R — {1}, a fungdo é continua para ¢ > 0. A funcdo tem ponto critico
emt = 1, onde y(t) =0, calculando y/(0) = 10 e y/(2) = — 19, vemos que ' (t) serd positiva para
0>t < 1enegativaparat > 1.

Feita a anélise do sinal da derivada da funcdo, podemos estabelecer que a fun¢do cresce no
intervalo em que y'(¢) € positiva.

Portanto, a funcao € crescente em "1",0 <t < 1.

Exemplo 4.2.5. (ENADE 2019) Engenharia de Producao - Questao 10.
A geréncia de producdo de uma empresa fabricante de calculadoras definiu como objetivo
garantir o custo minimo de estocagem. O perfil de producdao da empresa indica, por meio de

dados historicos, que o custo de estoque C(x), em milhares de reais, € dado pela expressdo

11

Cl) =7 —7x2—|—24x—|—31

para x > 0 em que x epresenta, em milhares, o nimero de calculadoras produzidas diariamente.
HOFFMANN, L. D.; BRADLEY, G. L. Calculo: um curso moderno e suas aplicacdes. 11. ed.,
Rio de Janeiro: LTC, 2015 (adaptado).

Neste contexto, o nimero de calculadoras produzidas por dia que minimiza o custo de estocagem

z

e

1. 3.000.
2. 5.500.
3. 8.000.
4. 41.000.

5. 62.500.
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Solucao: Para resolver este tipo de questao, utiliza-se a derivada e o conceito de maximos e
minimos de uma fungdo.

Os passos para encontrar os maximos e minimos locais e globais de uma fung¢ao sao: derivar a
funcdo, igualar a derivada da fun¢do a zero, achar os possiveis pontos criticos (raizes da funcao

derivada) e analisar o sinal da funcdo. Agora vamos resolver a questao:

C'(x) =x*—11x+24
0=x’>—11x+24
0=(x—3)(x—28)

x1=3ex,=28.

Calculando C'(0) =24, C'(4) = —4 e C'(10) = 14, valores nos intervalos ao redor das raizes, €
possivel analisar os intervalos de crescimento e decrescimento de C, dai € possivel observar que
C € crescente para todo x € (—e0,3) U (8,0) e decrescente para todo x € (3,8). Concluimos que
o valor que minimiza a funcio é x = 8.

Portanto, o nimero x de calculadoras produzidas diariamente que minimiza o custo, em milhares,
€ 73 8000 calculadoras.
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4.3 Aplicacoes da Integral

Exemplo 4.3.1. (Thomas 2009) Pag 397 - Questao 70.
Receita a partir da receita marginal Suponha que a receita marginal de uma empresa pela

fabricacdo e venda de batedeiras seja

dr 2
dx = (x+1)%

onde r € medido em milhares de ddlares e x em milhares de unidades. Quanto dinheiro a compa-
nhia deve esperar de uma produc¢do de x = 3 batedeiras? Para descobrir, integre o rendimento
marginal de x =0 ax = 3.

Soluc¢iio: Como indicado na questdo, vamos integrar a fungio para encontrar r(3).

/(3) :/03 {2-@] dx.

Vamos calcular primeiro a integral indefinida

[Pl

e aqui vamos utilizar a Propriedade 3.3.1, as primitivas da Secao 3.3.2 e o Método de Integra-
¢ao por Substituicio.

Faremos t = x+ 1, e teremos dt = dx

/{2 x—l—l] /de /[ 1)}dx
e [(2)

2

Voltando para a varidvel x, teremos

2 2
2— d =2 k.
/ G = T

Usando o 1° Teorema Fundamental do Calculo
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Exemplo 4.3.2. (ENADE 2011) Engenharia Grupo VII - Questao 23.

O balanco de massa de qualquer elemento € a contabilizagdo das massas de entrada e de saida em
um volume de controle (VC), além das reacdes e acumulagdes de massa no interior do sistema.
A equacdo abaixo expressa o balanco de massa do elemento 4gua, em termos de volume, em um
modelo fisico de reservatdrio em escala reduzida. Na equacdo a seguir, a variagdo do volume de
agua ao longo do tempo no VC € igual ao somatodrio dos volumes de entrada subtraido dos de

saida, ambos expressos em m> /d.

dv
— =10—(11+1,2¢).

o (1141,2r)

Considerando o volume inicial do reservatério de 1000m° e a equacdo diferencial apresentada
acima, € possivel calcular a variacdo do volume de dgua ao longo do tempo. Qual dos graficos a
seguir representa adequadamente o comportamento dos volumes de dgua no VC ao longo do

tempo?

Figura 12 — Graficos das alternativas da Questao 23 (Engenharia Grupo VII - ENADE 2011)

Volume (m?)
Volume (m')

3 0 500 00 0 ]
Tempo (dias) Tempo (dias)
1.200 1
1.000 1
E E
. -
: £
3 (E} 3
(B) ®
200
0 -
30 0 0 E 1 b
Tempo (dias) Tempo (dias)
18
E
¥ 1600
2
e .

Fonte: ENADE, 2011.
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Solucio: Se a taxa de varagdo, que conhecemos como derivada da func¢ao, do volume
¢ dada pela equacdo acima. Para achar a equacdo do volume devemos achar a primitiva de ‘fi—‘;.

Entao
V(t)z/(lO—(11+1,2t))dt

1,272
:10t—11t—’T+k

Usaremos o fato de o volume ser 10003 em ¢ = 0. Assim,
V(0) =k = k= 1000.

Nossa fun¢do para os volumes no Volume de Controle (VC) serd

1,2¢2

’

—t+1000.

V(t)=—

O gréfico dessa funcdo € uma pardbola com concavidade para baixo, raizes t =40 et = —13—5 e

tocando no eixo das ordenadas em y = 1000. O item (A) tem o grafico que satisfaz as condi¢des.

Exemplo 4.3.3. (ENADE 2011) Fisica - Questao 21.

A lei de resfriamento de Newton diz que a taxa de variacdo temporal da temperatura de um
corpo em resfriamento € proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo 7' e a temperatura
constante 7;, do meio ambiente, isto €,

‘2_7; = —k(T —T),

em que € uma constante de proporcionalidade. Com o auxilio dessas informagdes, analise a
seguinte situacdo-problema: Um bolo € retirado do forno a temperatura de 160°C. Transcorridos
trés minutos, a temperatura do bolo passa para 90°C. Com uma temperatura ambiente de 20°C
determina-se o tempo necessario para que o bolo esteja a uma temperatura adequada para ser
saboreado, ou seja, para atingir 25°C, ap6s ser retirado do forno. Considerando In(1/2) = —0,69
e [n(28) = 3,33, o tempo transcorrido desde a retirada do forno até atingir a temperatura ideal é

de, aproximadamente,

1. 5,37 minutos
2. 5,27 minutos
3. 7,17 minutos
4. 10,57 minutos

5. 14,47 minutos
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Solucao: De acordo com as informagdes fornecidas na questdo a temperatura em ¢t = 0 € igual a
160°C e em t = 3 temos a temperatura igual a 90°C. A temperatura ambiente poderd ser chamada
de T,, adota-se 20°C.

Primeiro vamos escrever a equagdo da seguinte forma

dT

Tty

Integrando ambos os membros da igualdade, teremos
In(T —T,) =kt +K.

Agora basta usar as informagdes fornecidas no enunciado.
Para t = 0, temos k = In(140). Agora acharemos K, para isso usaremos ¢ = 3, teremos

In (160 — 90) = —3k + In (140)

In(1/2

L In(1/2)
3

Tendo todas as constantes, podemos encontrar t apds 5°, que serd

3In(25—-20) =In(1/2)t +1In(140) =t = 14,47.
O item correto é "5".

Exemplo 4.3.4. (ENADE 2014) Licenciatura em Matematica - Questao 10.
No contexto de investimento e formacao de capital, se M(¢) representa o montante do capital de
uma empresa existente em cada instante 7 e /() representa a taxa de investimento liquido por um

periodo de tempo, entdao
b
M= / I(t)dt
a

fornece o montante acumulado no periodo a <t < b. Considere que a func¢do I(¢) = z.In(¢)
definida para r > 1, representa a taxa de investimento liquido, em milhares de reais, de uma
empresa de cosméticos. Neste caso, utilizando In(3) = 1, 1, o valor do montante acumulado no

periodo 1 <t <3¢&igual a

1. R$1.100,00.
2. R$2.100,00.
3. R$2.950,00.
4. R$3.750,00.

5. R$4.950,00.
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Solucao: Calcular o valor do montante acumulado no periodo 1 <t < 3, € resolver a seguinte
integral
3
/ tIn(t)dt.
1
Para resolver a integral definida que contém no seu integrando um produto de func¢des, devemos

utilizar o Método de Integraciao por Partes.
Assim, definindo u = In(t) e dv = tdt teremos du = %dt ev= % e utilizando a férmula e o 1°

Teorema Fundamental do Calculo, podemos resolver a integral

3 3
/]tln(t)dt:/] In(¢)tdt

3

12 3121
=In(t)=| — | —=.—dt
n()z1 /12 :

3
2 2
t t
—i)= -1
n(r) x|
9 9 11
—1n(3)2 — 2 —1nl= +—
N3z -3z +g
9
—1.1.2-2
)
59
20
2 95.

Portanto, o item "3"¢ a op¢do correta, o valor em milhares serd R$2.950,00.
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5 CONSIDERAOES FINAIS

No decorrer deste trabalho, pude perceber o quanto o célculo Diferencial e Integral
€ necessdrio para o mundo e para a evolugdo humana. O objetivo € mostrar uma minuscula
parte das aplicabilidades do Célculo Diferencial e Integral como forma de responder a algumas
perguntas como por exemplo “por que preciso estudar isso?” e exibir questdes contextualizadas,
de maneira a auxiliar no ensino do contetdo das disciplinas de Cédlculo. Além de apresentar o
Calculo como solugdo para diferentes problemas de outras ci€ncias, conectando a matematica a

diversas dreas como a engenharia, a economia, a quimica e etc.

Com a resolucdo das questdes contextualizadas de cdlculo, buscamos tornar os conceitos
da Derivadas e Integral um pouco mais palpdveis, mostrando que € possivel conectar o ensino
do Calculo Diferencial e Integral com outras areas. De modo que seja possivel identificar sua
interdisciplinaridade e salientar a sua importancia na resolu¢c@o destes problemas que necessitam
de seus conceitos e defini¢cdes e que contribuem para o processo de ensino e aprendizagem. Ainda
mais, é desejado mostrar que a interdisciplinaridade do Cédlculo é um mecanismo interdisciplinar

muito util na motivagao do interesse pelo Calculo.

Assim, € desejamos que seja possivel despertar no aluno o interesse pelo calculo através
de seu estudo em dreas diversas, além de incentivar discentes e futuros docentes de cursos ligados
as ciéncias exatas a explorar a interdisciplinaridade da matemadtica, pois a medida que procuramos
as aplicagdes do célculo, os problemas se tornam cada vez mais interessantes e € facil verificar
como obtendo o dominio dos conceitos abstratos de calculo, uma questdo contextualizada de

uma outra drea pode ser compreendida, dominada e resolvida.
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