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um lugar material por ai... meu lar está na
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RESUMO

A modelagem da propagação de ondas em bacias sedimentares é essencial a śısmica de

reflexão. Por exemplo, projetos de parâmetros de aquisição, estudos de iluminação, validação

de algoritmos de imageamento śısmico e análise de velocidade. A presença de anisotropia

em bacias sedimentares está associada predominantemente a folhelhos e rochas com padrões

de fraturamento, por exemplo, carbonatos. A modelagem numérica da propagação de ondas

em meios anisotrópicos, através da solução completa da equação da onda é computacional-

mente dispendiosa. Adicionalmente, alguns dos eventos modelados pela solução completa da

equação de onda são considerados rúıdos na śımica de reflexão, por exemplo, ondas de su-

perf́ıcie e reflexões múltiplas. A combinação da Aproximação de Born com Teoria do Raio e

a hipótese de anisotropia eĺıptica, para ondas qP, permite a elaboração de um algoritmo com-

putacionalmente eficiente para simular eventos de reflexão e difração em meios anisotrópicos

heterogêneos.

Palavras Chaves: Geof́ısica. Modelagem Śısmica - Born. Anisotropia.



ABSTRACT

The simulation of wave propagation in sedimentary basins is essential for processing and

imaging reflection seismic data. For example, design of acquisition parameters, illumination

studies, validation of imaging and velocity analysis algorithms. Anisotropy in sedimentary

basins is mainly associated to shales and fractured rocks, for example, carbonates. Numeri-

cal modeling of wave propagation in inhomogeneous anisotropic media, using the complete

solution of the wave equation, is computationally expensive. Moreover, some of the events re-

sulting from a complete solution are considered noise in reflection seismic, i.e., surface waves

and multiples. The combination of Born approximation, ray theory and the assumption of

elliptical anisotropy, for qP waves, highly improves efficiency for the computation of primary

reflection and diffraction events in inhomogeneous and anisotropic media.

Key Words: Geophysics. Born - Seismic Modeling. Anisotropy.
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1 INTRODUÇÃO

A simulação numérica da propagação de ondas śısmicas em modelos geológicos é essencial

para se interpretar dados reais e produzir imagens da subsuperf́ıcie. Modelos pressupondo

isotropia são os mais utilizados pela indústria para simulação e processamento de dados

śısmicos, mesmo sabendo-se que folhelhos e rochas apresentando padrões de fraturamento

se comportam com meios efetivamente anisotrópicos (THOMSEN, 1986; SCHOENBERG,

2000; DE HOOP, 2000).

A melhoria da qualidade e acurácia das imagens śısmicas de alvos exploratórios mais

profundos, depende da utilização de modelos de velocidade que permitam a inclusão de

anisotropia (CARCIONE, 2007). A simulação da propagação do campo de onda elástico

em meios anisotrópicos é computacionalmente dispendiosa. Adicionalmente, em śısmica de

reflexão, apenas eventos de reflexão e difração, associados a ondas qP, são ulitizados para

produzir uma imagem da subsuperf́ıcie.

O alto custo computacional da simulação da propagação de ondas em meios anisotrópicos

é um dos motivos que justificam a predominância da utilização de modelos isotrópicos no

processamento śısmico convencional. Neste trabalho, estuda-se e implementa-se, a Apro-

ximação de Born e a Teoria do Raio (ČERVENÝ, 2001), para simular a propagação de ondas

em meios acústicos e anisotrópicos. Estes meios apresentam anistropia eĺıptica, o tipo mais

simples de anisotropia com interesse para simulação da propagação de ondas qP em meios

geológicos.

A Aproximação de Born modela o espalhamento do campo de ondas em meios fracamente

heterogêneos. Espalhamento múltiplo é exclúıdo e apenas reflexões primárias são conside-

radas. Esta abordagem é conveniente para simular o campo de ondas refletido e difratado

pelas heterogêneidades em subsuperf́ıcie. No método śısmico de reflexão, o mais aplicado à

exploração de reservatórios de hidrocarbonetos, reflexões primárias e difrações são os eventos

utilizados para produzir imagens da subsuperf́ıcie.

A modelagem da propagação, através da Aproximação de Born, requer que se calcule

o campo de ondas incidente em refletores e difratores. A Teoria do Raio é utilizada para

este fim. A Equação Iconal e a Equação de Transporte (CHAPMAN, 2004), são deduzidas

e solucionadas para meios acústicos e anisotrópicos. A combinação da Teoria do Raio e da
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Aproximação de Born permitem a construção de um algoritmo computacionalmente eficiente

para simular a propagação de ondas primárias refletidas e difratadas em meios acústicos e

anisotrópicos.

Este trabalho formula a modelagem do campo de ondas utilizando a Aproximação de

Born em meio acústicos anisotrópicos em 3D e descreve sua implementação em meios 2.5D.

Estes meios apresentam invariância de suas propriedades f́ısicas ao longo de uma direção, mas

a propagação do campo de ondas é simulada em 3D. O algoritmo implementado pode ser

utilizado para estudar a propagação de ondas em meios com anisotropia e para gerar dados

sintéticos adequados, para validar métodos de imageamento śısmico em meios anisotrópicos.

O trabalho está disposto da seguinte forma. O segundo caṕıtulo apresenta os fundamen-

tos teóricos da propagação de ondas em meios acústicos e anisotrópicos. O terceiro caṕıtulo

desenvolve aproximações para a função de Green em meios anisotrópicos suavemente he-

terogêneos e detalha o algoritmo de modelagem Born-raio. O quarto caṕıtulo descreve a

implementação numérica do algoritmo de modelagem e discute os resultados de experimen-

tos numéricos. O último caṕıtulo apresenta as conclusões.
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2 FUNDAMENTOS TEÓRICOS

Homogeneidade e isotropia definem simetrias de um meio material que se refletem em

suas propriedade f́ısicas. No contexto deste trabalho, as propriedades relevantes são a densi-

dade e as constantes elásticas do meio. Um meio é homogêneo se as propriedades f́ısicas são

invariantes por translação, ou seja, as propriedades f́ısicas do meio são as mesmas indepen-

dentemente da posição. Um meio que não possui esta simetria é heterogêneo. Por outro lado,

um meio é isotrópico se suas propriedades f́ısicas permanencem invariantes por uma rotação

do sistema de coordenadas utilizado para descrevê-la, ou seja, a propriedade f́ısica indepen-

dente da orientação do sistema de coordenadas utilizado para descrevê-la. Um meio que não

possui esta simetria, em alguma posição, é denominado anisotrópico. Uma consequência da

defininição de isotropia é que apenas propriedades do meio que relacionam campos vetoriais

podem exibir anisiotropia, uma vez que campos escalares são invariantes sob rotação.

Na descrição da propagação de ondas em meios geológicos a distinção entre heterogenei-

dade e anisotropia é mais sutil e depende da freqência da onda. Um meio que exibe padrões

de heterogeneidade em uma escala bem abaixo do comprimento de onda, por exemplo, uma

formação finamente estratificada, se comporta como um meio efetivamente anisotrópico para

ondas de comprimento de ondas muito maior que a espessura das laminações. Diz-se que

o meio se comporta como um meio anisotrópico efetivo. Em meios geológicos a anisotropia

efetiva está associada a padrões de estratificação e padrões de fraturamento. Folhelhos são

as rochas sedimentares que apresentam mais forte anisotropia.

Este trabalho discute a propagação de ondas em um meio acústico e anisotrópico. Um

meio acústico apresenta duas propriedades f́ısicas, a densidade e o módulo de compressibi-

lidade. Como será apresentado na próxima seção, o módulo de compressibilidade relaciona

duas grandezas escalares, o campo de pressão à dilatação do material. A densidade rela-

ciona duas grandezas vetoriais, a aceleração das part́ıculas do meio ao gradiente do campo

de pressão. Em consequência, a única propriedade de um meio acústico que pode exibir

anisotropia é a densidade, ou o seu inverso, chamado de flutuabilidade.
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2.1 A EQUAÇÃO DA ONDA EM MEIOS ACÚSTICOS ANISOTRÓPICOS

O sistema de equações que governa o campo de onda em meios acústicos anisotrópicos é

∂vi(x, t)

∂t
= −bij(x)

∂p(x, t)

∂xj
+ bij(x)fj(x, t),

κ(x)
∂p

∂t
= −∂vi(x, t)

∂xi
+ q(x, t), (2.1)

em que vi indica a velocidade da part́ıcula, p o campo de pressão, fj a distribuição de fontes

dipolares, q a distribuição de fontes de injeção de volume, κ o módulo de compressibilidade e

bij o tensor de flutuabilidade, que é o inverso do tensor de densidade de massa (DE HOOP,

1988); x indica a posição e t o tempo. Em todo este trabalho utilizaremos sistemas de coor-

denadas Cartesiano e notação indicial para componentes de vetores e tensores. As direções

das coordenadas são identificadas pelos ı́ndice 1, 2 e 3. Componentes de vetores e tensores

são indicadas por subscritos que assumem os valores 1, 2 e 3 de acordo com as direções do sis-

tema de coordenadas. A convenção do somatório é utilizada para indicar soma em expressões

envolvendo produtos de componentes de vetores e tensores.

Como as propriedades f́ısicas do meio são estacionárias, podemos representar os campos

como a superposição de harmônicos

p(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
P (x, ω)e−iωtdω,

vi(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Vi(x, ω)e−iωtdω. (2.2)

As distribuições de fontes podem ser representadas na mesma forma

q(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Q(x, ω)e−iωtdω,

fj(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Fj(x, ω)e−iωtdω. (2.3)

Substituindo as equações (2.2) e (2.3) na equação (2.1) obtem-se o sistema de equações

para o campo acústico no domı́nio da frequência

(−iω)Vi(x, ω) = −bij(x)
∂P (x, ω)

∂xj
+ bij(x)Fj(x, ω),

(−iω)κ(x)P (x, ω) = −∂Vi(x, ω)

∂xi
+Q(x, ω). (2.4)
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Multiplicando a segunda equação no sistema (2.4) por (−iω) e substituindo o termo

(−iω)Vi(x, ω) em função do campo de pressão obtem-se a equação da onda para o campo de

pressão

(−iω)2κ(x)P (x, ω) =
∂

∂xi

(
bij(x)

∂P (x, ω)

∂xj

)
+ (−iω)Q(x, ω) +

∂

∂xi
(bij(x)Fj(x, ω)) . (2.5)

Levantamentos śısmicos marinhos utilizam um canhão de ar comprimido como fonte

(YILMAZ, 2001). Esta fonte pode ser representada na equação acima por uma fonte de

injeção de volume, puntual e impulsiva, na forma

Q(x, ω) = S(ω)δ(x− xs), (2.6)

em que S(ω) indica o espectro do pulso emitido pela fonte e xs indica a localização da fonte

(CHAPMAN, 2004).

2.2 RELAÇÃO DE RECIPROCIDADE DO TIPO CONVOLUÇÃO

O teorema da reciprocidade permite obter representações integrais para solução dos se-

guintes problemas:

a) solução da equação de onda (2.5) conhecidas as propriedades do meio;

b) solução do problema de espalhamento em um meio com heterogeneidades.

As relações de reciprocidade podem ser estabelecidas em contextos muito gerais. A geo-

metria associada a este teorema é um domı́nio V , limitado por uma fronteira ∂V . Considere

dois estados acústicos distintos nesse domı́nio. O primeiro, P a(x, ω) produzido por uma fonte

com taxa de injeção de volume Qa(x, ω) e, o segundo, P b(x, ω) produzido por uma fonte com

taxa de injeção de volume Qb(x, ω). Estes dois estados ocorrem dentro do domı́nio V e devem

satisfazer, respectivamente, as equações,

(−iω)2κa(x)P a(x, ω) =
∂

∂xi

(
baij(x)

∂P a(x, ω)

∂xj

)
+ (−iω)Qa(x, ω) +

∂

∂xi

(
baij(x)F a

j (x, ω)
)

(2.7)

e

(−iω)2κb(x)P b(x, ω) =
∂

∂xi

(
bbij(x)

∂P b(x, ω)

∂xj

)
+ (−iω)Qb(x, ω) +

∂

∂xi

(
bbij(x)F b

j (x, ω)
)
.

(2.8)
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Note que as propriedades f́ısicas dos meios em que ocorrem os dos estados acústicos,

(κa, baij) e (κb, bbij), podem ser distintas.

Multiplicando-se a equação (2.7) por P b(x, ω), a equação (2.8) por P a(x, ω) e subtraindo

estes resultados obtem-se [
κa(x)− κb(x)

]
(−iω)2P a(x, ω)P b(x, ω) =

P b(x, ω)
∂

∂xi

(
baij(x)

∂P a(x, ω)

∂xj

)
− P a(x, ω)

∂

∂xi

(
bbij(x)

∂P b(x, ω)

∂xj

)

+(−iω)[P b(x, ω)Qa(x, ω)− P a(x, ω)Qb(x, ω)] + P b(x, ω)
∂

∂xi
(baij(x)F a

j (x, ω))

−P a(x, ω)
∂

∂xi
(bbij(x)F b

j (x, ω)),

integrando o resultado em todo o domı́nio V e aplicando-se o Teorema da Divergência (DE

HOOP, 1988), obtem-se o teorema da reciprocidade do tipo convolução

(−iω)2
∫
V

[
κa(x)− κb(x)

]
P a(x, ω)P b(x, ω)dV +∫

V

[
baij(x)− bbij(x)

] ∂P a(x, ω)

∂xi

∂P b(x, ω)

∂xj
dV +

(−iω)
∫
V

(P a(x, ω)Qb(x, ω)− P b(x, ω)Qa(x, ω))dV +∫
V

[
∂P b(x, ω)

∂xi
baij(x)F a

j (x, ω)− ∂P a(x, ω)

∂xi
bbijF

b
j (x, ω)

]
dV =

∫
∂V

[
P b(x, ω)baij(x)

∂P a(x, ω)

∂xj
− P a(x, ω)bbij(x)

∂P b(x, ω)

∂xj

]
n̂i dS +∫

∂V
[P b(x, ω)baij(x)F a

j (x, ω)− P a(x, ω)bbij(x)F b
j (x, ω)] n̂i dS. (2.9)

Nesta expressão estamos utilizando a propriedade de simetria do tensor de flutuabilidade

bij(x) = bji(x).

2.3 APLICAÇÃO DO TEOREMA DA RECIPROCIDADE

Uma consequência importante da relação de reciprocidade é a simetria da função de

Green em meios acústicos anisotrópicos com condições de fronteira homogêneas. A função de

Green, G(x, ω; x′), para equação da onda acústica (2.5) é a solução para uma fonte impulsiva,
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ou seja,

(−iω)2κ(x)G(x, ω; x′) =
∂

∂xi

(
bij(x)

∂G(x, ω; x′)

∂xj

)
+ (−iω)δ(x− x′). (2.10)

Considerando, no teorema da reciprocidade, dois estados acústicos P a(x, ω) ≡ G(x, ω; xa)

e P b(x, ω) ≡ G(x, ω; xb), que:

a) ocorrem em um mesmo meio, κa = κb e baij = bbij;

b) e as condições de fronteira são homogêneas em ∂V ;

Verifica-se que

G(xa, ω; xb) = G(xb, ω; xa), (2.11)

ou seja, nestas condições o campo medido é o mesmo ao se permutar a posição de fonte e re-

ceptor. Em levantamentos śısmicos, condição de fronteira homogêneas decorrem da condição

de fronteira livre, ou seja, pressão nula na interface entre a terra e o ar, e da condição de

radiação de Sommerfeld, que assegura que os campos tendem a zero muito distante da fonte.

Esta simetria da função de Green é utilizada nos resultado a seguir.

O teorema da reciprocidade permite obter a resposta ao impulso para uma fonte dipo-

lar. Considere, no teorema da reciprocidade, que P a(x, ω) = Γk(x, ω; xa) seja a solução da

equação da onda para uma fonte dipolar impulsiva, polarizada na direção k, F a
j (x, ω) =

δjkδ(x− xa), ou seja,

(−iω)2κ(x)Γk(x, ω; xa) =
∂

∂xi

(
bij(x)

∂Γk(x, ω; xa)

∂xj

)
+

∂

∂xi
(bij(x)δjkδ(x− xa)). (2.12)

Considere como estado P b(x, ω) = G(x, ω; xb), ou seja, a função de Green para uma

fonte de injeção de volume, Qb(x, ω) = δ(x− xb). Substituindo-se estes estados acústicos na

equação (2.9), pressupondo o mesmo meio e condições de fronteira homogêneas, obtem-se

(−iω)Γk(xb, ω; xa) = −∂G(xa, ω; xb)

∂xai
bik(xa),

aplicando a reciprocidade da função de Green e da simetria de bij,

Γk(xb, ω; xa) = − 1

(−iω)
bki(xa)

∂G(xb, ω; xa)

∂xai
. (2.13)

Outra aplicação importante do teorema da reciprocidade (2.9), é a representação integral
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para a solução da equação de onda para uma fonte puntual de banda limitada, ou seja, a

solução do problema

(−iω)2κ(x)P (x, ω; x0) =
∂

∂xi

(
bij(x)

∂P (x, ω; x′)

∂xj

)
+ (−iω)S(ω)δ(x− x0), (2.14)

em que S(ω) indica o espectro do pulso emitido pela fonte śısmica e x0 a posição da fonte.

Para obter representação integral da solução pressupõe-se que:

a) ocorrem em um mesmo meio, κa = κb e baij = bbij;

b) as condições de fronteira são homogêneas em ∂V ;

c) P a(x, ω) é gerado por uma fonte de banda limitada, P (x, ω; x0) e P b(x, ω) ≡ G(x, ω; x′);

Nestas condições verifica-se que

P (x, ω; x0) = S(ω)G(x, ω; x0). (2.15)

A aplicação do teorema da reciprocidade ao espalhamento em meios acústicos, central

para este trabalho, resulta em uma representação integral para o campo espalhado em relação

ao campo que se propaga em um meio de referência. Pressupondo que:

a) os estados acústicos ocorrem em um mesmo meios distintos, κa(x) = κ(x) + δκ(x),

baij = bij(x) + δbij(x), κb(x) = κ(x) e bbij = δbij(x);

b) as condições de fronteira são homogêneas na fronteira ∂V para os dois estados acústicos;

c) P a(x, ω) ≡ P (x, ω; x0) e P b(x, ω) ≡ G(x, ω; x′);

Substituindo estas condições no teorema da reciprocidade e utilizando a reciprocidade da

função de Green, equação (2.11), verifica-se que:

P (x, ω; x0)− S(ω)G(x, ω; x0) =

−(−iω)
∫
V
δκ(x′)P (x′, ω; x0)G(x, ω,x′)dV (x′)

− 1

(−iω)

∫
V
δbij(x

′)
∂P (x′, ω; x0)

∂xi

∂G(x, ω; x′)

∂xj
dV (x′).

(2.16)
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O campo espalhado é definido pelo termo à direita do sinal de igualdade, ou seja, a

diferença entre a solução da equação no meio com as propriedades diferentes do meio de

referência e a solução da equação de onda no meio de referência.

2.4 A APROXIMAÇÃO DE BORN

A modelagem Born é um método integral baseado na chamada Aproximação de Born,

bem conhecida na teoria das perturbações. A Aproximação de Born (CHAPMAN, 2004) pres-

supõe um meio fracamente heterogêneo em relação ao meio de referência, ou seja, δκ(x) <<

κ(x) e δbij(x) << bij(x). Nestas condições, o campo de onda incidente nas heterogeneida-

des P (x′, ω; x0) é aproximado pelo campo de onda no meio de referência S(ω)G(x′, ω; x0).

Substituindo esta aproximação na equação (2.16), obtem-se a Aproximação de Born para o

campo espalhado medido na posição x,

PB(x, ω; x0) =

−(−iω)S(ω)
∫
V
δκ(x′)G(x′, ω; x0)G(x, ω,x′)dV (x′)

− 1

(−iω)
S(ω)

∫
V
δbij(x

′)
∂G(x′, ω; x0)

∂xi

∂G(x, ω; x′)

∂xj
dV (x′).

(2.17)

Fisicamente esta aproximação despreza a amplitude do campo de onda que sofre espa-

lhamento múltiplo. Apenas eventos que foram espalhados uma única vez contribuem para

a avaliação do campo de onda espalhado. No método śısmico de reflexão, apenas reflexões

primárias são utilizadas para formar uma imagem da subsuperf́ıcie. Reflexões múltiplas são

consideradas rúıdo e são atenuadas durante a etapa de processamento de dados (YILMAZ,

2001). Portanto, os dados modelados pela Aproximação de Born são muito convenientes

para simular dados śısmicos de reflexão pois modelam apenas a propagação de eventos de

reflexão e difrações primárias. Estes dados simulados são muito úteis para validar algoritmos

de tomografia e imageamento śısmico (BILLETTE ET AL, 2003).

O outro aspecto importante da equação (2.17) decorre da observação que toda a in-

formação sobre a propagação de onda no meio está contida na função de Green do meio

de referência. A utilização desta equação para modelagem śısmica em meios de referência

suavemente heterogêneos precisa que se conheça a função de Green do meio. Infelizmente

soluções anaĺıticas para a função de Green em meios anisotrópicos só são posśıveis para meios

homogêneos ou estratificados (CHAPMAN, 2004).
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3 A MODELAGEM BORN-RAIO

Neste caṕıtulo descrevo o algoritmo para modelagem śısmica através da Aproximação de

Born em que a função de Green é calculada através da Teoria do Raio. Esta abordagem,

conhecida como modelagem Born-raio, permite simular o campo espalhado em um meio de

referência suavemente heterogêneo. Inicialmente apresento o cálculo da a função de Green

em um meio de referência anisotrópico, homogêneo e ilimitado. A seguir, esta solução é

utilizada para motivar a aproximação da Teoria do Raio para a função de Green em um meio

suavemente heterogêneo. Finalmente, a modelagem Born-raio é formulada.

3.1 FUNÇÃO DE GREEN EM UM MEIO ANISOTRÓPICO HOMOGÊNEO

Em um meio acústico isotrópico homogêneo e ilimitado, a função de Green é a solução

da equação de onda

∂2

∂xi∂xi
G(x, ω; x0) +

ω2

c2
G(x, ω; x0) = (−iω)ρδ(x− x0). (3.1)

Esta equação possui a seguinte solução anaĺıtica (Chapman, 2004),

G(x, ω; x0) =
(−iω)ρ

4π

eiω‖x−x0‖/c

‖x− x0‖
, (3.2)

em que c representa a velocidade de propagação e ρ a densidade de massa.

Em um meio anisotrópico homogêneo e ilimitado a função de Green satisfaz a equação

(2.5),

bij(x)
∂2G(x, ω; x0)

∂xi∂xj
+ ω2κG(x, ω; x0) = −(−iω)δ(x− x0). (3.3)

Definindo a matriz aij = bij/κ,

aij(x)
∂2G(x, ω; x0)

∂xi∂xj
+ ω2G(x, ω; x0) = −(−iω)

1

κ
δ(x− x0). (3.4)

A matriz aij é simétrica e positivo definida (GOLDSTEIN, 1980), pois o tensor de den-

sidade de massa deve ser positivo definido. Portanto a matriz A = [aij] é diagonalizável e
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pode ser fatorada na forma

A = VΛVT ,

em que o sobrescrito T indica transposto, V é ortogonal e Λ é diagonal e contém os autovalores

de A, que são todos positivos (GOLDSTEIN, 1980).

Considere a matriz

C = VΛ1/2VT ,

e note que A = CC. A partir de C, definimos a matriz adimensional,

R = C/c0,

em que c0 = Tr(C)/3.

Efetuando a transformação de coordenadas,

y = R−1x, (3.5)

ou em notação indicial

yi = r−1
ij xj,

segue que,
∂

∂xi
=
∂yj
∂xi

∂

∂yj
= r−1

ji

∂

∂yj
= r−1

ij

∂

∂yj

em que a última igualdade decorre da simetria da matriz R = [rij] e, consequentemente, de

sua inversa R−1 = [r−1
ij ].

Aplicando a tranformação de coordenadas à equação (3.4) verifica-se que

aijr
−1
ik r

−1
jl

∂2G

∂yk∂yl
= c2

0cincnjc
−1
ik c
−1
jl

∂2G

∂yk∂yl
= c2

0δnkδnl
∂2G

∂yk∂yl
= c2

0

∂2G

∂yn∂yn
. (3.6)

Substituindo este resultado em (3.4), obtem-se

c2
0

∂2

∂yi∂yi
G(y, ω; y0) + ω2G̃ = −(−iω)

1

κ
δ[R(y − y0)]. (3.7)

Aplicando a identidade (CHAMPAN, 2004)

δ[R(y − y0)] =
1

det R
δ(y − y0),
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obtem-se

c2
0

∂2

∂yi∂yi
G(y, ω; y0) + ω2G̃ = −(−iω)

1

κ det R
δ(y − y0), (3.8)

e finalmente,
∂2

∂yi∂yi
G(y, ω; y0) +

ω2

c2
0

G̃ = −(−iω)
c0

κ
√

det A
δ(y − y0). (3.9)

Esta expressão é a equação de onda em um meio isotrópico homogêneo e ilimitado,

equação (3.1). Podemos imediatamente identificar sua solução, a qual pode ser reescrita na

forma

G(x, ω; x0) =
(−iω)

4πκ
√

det A

eiω
√

(x−x0)TA−1(x−x0)√
(x− x0)TA−1(x− x0)

. (3.10)

Esta é a função de Green para um meio acústico anisotrópico, homogêneo e ilimitado.

Deve-se notar que τ =
√

(x− x0)TA−1(x− x0) é o tempo de trânsito entre a fonte e o

receptor.

A resposta ao impulso para uma fonte dipolar pode ser obtida imediatamente substituindo

a equação (3.10) na equação (2.13). O resultado é

Γk(x, ω; x0) = − 1

4π
√

detA

eTk ν√
νTA−1ν

eiω
√

(x−x0)TA−1(x−x0) × (−iω)√
(x− x0)TA−1(x− x0)

+
1(√

(x− x0)TA−1(x− x0)
)2

 , (3.11)

em que ν ≡ (x−x0)/‖x−x0‖ é o vetor unitário na direção do radial, que aponta da fonte para

o receptor e ek representa o vetor unitário na direção de polarização do dipolo. A segunda

parcela na expressão em colchetes representa o campo próximo a fonte.

3.2 TEORIA DO RAIO E FUNÇÃO DE GREEN ASSINTÓTICA

A Teoria do Raio (ČERVENÝ, 2001), é uma metodologia para se estimar aproximações

para a função de Green em meios suavemente heterogêneos. Baseados na solução para a

equação de onda em um meio acústico anisotrópico homogêneo e ilimitado, a função de

Green para a equação de onda (2.5) é proposta na forma

G(x, ω; x0) = A(x,x0)eiωτ(x,x0). (3.12)

Nesta expressão A(x,x0) descreve a amplitude do campo de onda e τ(x,x0) o tempo de
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trânsito entre a fonte e o ponto de observação. Substituindo (3.12) na equação de onda (2.5)

segue que

(iω)2

[
aij

∂τ

∂xi

∂τ

∂xj
− 1

]
A+ (iω)

[
2bij

∂τ

∂xj

∂A

∂xi
+ bij

∂2τ

∂xi∂xj
A+

∂bij
∂xi

∂τ

∂xj
A

]

+bij
∂2A

∂xi∂xj
+
∂bij
∂xi

∂A

∂xj
= 0. (3.13)

Para que esta solução seja válida, independentemente da frequência, os coeficientes mul-

tiplicando as potências de ω devem ser nulos. Aplicando esta condição, obtem-se a equação

Iconal,

aij(x)
∂τ

∂xi

∂τ

∂xj
− 1 = 0, (3.14)

e a Equação de Transporte,

∂

∂xi

(
aij(x)κ(x)

∂τ

∂xj
A2

)
= 0. (3.15)

Esta última foi obtida multiplicando-se o coeficiente da parcela com fator (iω) pela am-

plitude. Outra consequência da equação (3.13) é que a solução (3.12) não é uma solução

exata para a equação de onda. Entretanto a solução proposta pela Teoria do Raio é uma

ótima aproximação para descrever o campo de onda no limite de altas frequências (CHAM-

PAN, 2004). Neste trabalho utilizei a função de Green proposta pela Teoria do Raio e a

Aproximação de Born para simular o campo de ondas.

3.3 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO ICONAL

A equação iconal pode ser reescrita na forma

H(x, s) =
1

2
[aij(x)sisj − 1] =

1

2
[sTAs− 1] = 0, (3.16)

em que H representa uma função Hamiltoniana e s ≡ ∇xτ(x) é o vetor vagarosidade. A

partir de uma fonte puntual, pode-se estender a solução ao longo de curvas, x(ξ) e s(ξ),

onde ξ representa um parâmetro que varia monotonicamente ao longo da trajetória do raio

(ČERVENÝ, 2001). Para garantir que a equação iconal seja satisfeita ao longo da trajetória,

deve-se exigir que

dH(ξ) =

[
∇T

xH
dx

dξ
+∇T

sH
ds

dξ

]
dξ = 0, (3.17)



23

dτ(ξ) = sT
dx

dξ
dξ. (3.18)

Note que qualquer trajetória satisfazendo as equações

dx

dξ
= λ(ξ)∇sH,

ds

dξ
= −λ(ξ)∇xH, (3.19)

são solução da equação (3.17). O tempo de trânsito ao longo da trajetória pode ser avaliado

integrando a equação (3.18)
dτ

dξ
= λ(ξ)sT∇sH. (3.20)

A solução x(ξ) define a trajetória do raio. O valor de λ depende da escolha do parâmetro

ξ ao longo da curva (ČERVENÝ, 2001). Considerando ξ ≡ τ , as equações de Hamilton se

reduzem a

dx

dτ
= ∇sH

ds

dτ
= −∇xH (3.21)

dτ

dτ
= 1 (3.22)

Para um meio acústico anisotrópico

dx

dτ
= A s,

ds

dτ
= −1

2
sT∇xA s. (3.23)

3.4 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE TRANSPORTE

Considere a região limitada por duas frentes de onda e um tubo de raios paraxiais a um

raio central, conforme indicado na Figura 3.1.

Aplicando o teorema da divergência neste domı́nio e observando que apenas as integrais

sobre as frentes de onda que interceptam o tubo de raios, em τ0 e τ , são não nulas, segue que

A2(τ0)κ(τ0)aij(τ0)sj(τ0)ni(τ0)∆S(τ0) = A2(τ)κ(τ)aij(τ)sj(τ)ni(τ)∆S(τ)
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Figura 3.1: Feixes de raios em torno do raio paraxial x(τ). Estão indicados: o vetor vagarosidade s,
normal a frente de onda; o vetor velocidade de grupo ∂x/∂τ , tangente ao raio; e os vetores ∂x/∂q1

e ∂x/∂q2, ambos tangentes à frente de onda τ(x). Em meios anisotrópicos, a direção do raio não é
normal a frente de onda.

onde, n indica o vetor unitário normal a frente de onda, ∆S representa a área da seção da

frente de onda interceptada pelo tubo de raios. Esta relação mostra que a quantidade

A2(τ)κ(τ)aij(τ)sj(τ)ni(τ)∆S(τ) = Λ2

é conservada ao longo de um tubo de raios paraxiais a um raio central. Consequentemente,

A(τ) =
Λ√

κ(τ)aij(τ)sj(τ)ni(τ)∆S(τ)
. (3.24)

Para avaliar a área ∆S(τ) é necessário estabelecer uma representação paramétrica para

as frentes de onda ao longo do tubo de raios.

Frentes de ondas são superf́ıcies de isovalores da função τ(x,x0). Para uma fonte puntual,

qualquer vetor vagarosidade na forma

s =
n

c(n)
,
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em que n indica um vetor uniário e

c2(n) = aij(x0)ninj,

satisfaz a equação iconal, (3.14). A velocidade c é denominada velocidade de fase. Conse-

quentemente, cada raio a partir de uma fonte puntual, na posição x0 é determinado pelas

condições de fronteira para o sistema de equações (3.21)

x(τ = 0) = x0, (3.25)

s(τ = 0) =
n

c(x0,n)
. (3.26)

Uma parametrização posśıvel para as frentes de onda é dada pela direção do vetor vaga-

rosidade, definida, por exemplo, pelos ângulos θ e φ em um sistema de coordenadas esférico.

Esta escolha não é única, mas indica que qualquer ponto ao longo de um raio é uma função

x(τ, q1, q2), como sendo, q1 = θ e q2 = φ. Portanto, cada superf́ıcie de isovalor de τ(x,x0)

pode ser parametrizada na forma x(q1, q2) (CHAMPAN, 2004). Nestas condições,

∆S(q1, q2) =

∣∣∣∣∣ ∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

∣∣∣∣∣ dq1dq2. (3.27)

Consequentemente, de (3.24),

A(τ) =
Λ√

κ(τ)aij(τ)sj(τ)ni(τ)
∣∣∣ ∂x
∂q1
× ∂x

∂q2

∣∣∣ . (3.28)

Observando que s = n/c e que c2 = aijninj, segue que

A(τ) =
Λ√

κ(τ)c(τ)
∣∣∣ ∂x
∂q1
× ∂x

∂q2

∣∣∣ . (3.29)

Para avaliar A(τ) é necessário determinar ∂x(τ)/∂q1 e ∂x(τ)/∂q2 ao longo do raio.

3.5 CÁLCULO DA AMPLITUDE AO LONGO DO RAIO

Para um feixe de raios, x′(τ) e s′(τ), na vizinhança de um raio central, x(τ) e s(τ), vale

a equação iconal

H (x′(τ), s′(τ)) = 0. (3.30)
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Expandindo esta expressão em série de Taylor em torno do raio central, x(τ) e s(τ), segue

que

dx′

dτ
= ∇sH +∇s∇T

xH (x′(τ)− x(τ)) +∇s∇T
sH (s′(τ)− s(τ)) +O(∆2),

ds′

dτ
= −∇xH +∇x∇T

xH (x′(τ)− x(τ)) +∇x∇T
sH (s′(τ)− s(τ)) +O(∆2).

O raio central obedece as equações de Hamilton, (3.21),

dx

dτ
= ∇sH,

ds

dτ
= −∇xH,

considerando apenas os termos de primeira ordem em ∆, e representando as perturbações ao

longo do raio por δx(τ) e δs(τ), chega-se a solução para as perturbações associadas a raios

paraxiais em torno de um raio central, (ČERVENÝ, 2001),

d

dτ

 δx

δs

 =

 ∇s∇T
xH ∇s∇T

sH
−∇x∇T

xH −∇x∇T
sH

 δx

δs

 . (3.31)

Substituindo nesta equação as perturbações associadas aos raios paraxiais

δx(τ) =
∂x(τ)

∂qv
dqv, v = 1, 2

δs(τ) =
∂s(τ)

∂qv
dqv,

obtem-se a equação que determina ∂x/∂qv e ∂s/∂qv ao longo de um raio central x(τ, q1, q2),

s(τ, q1, q2)

d

dτ

 ∂x/∂qv

∂s/∂qv

 =

 ∇s∇T
xH ∇s∇T

sH
−∇x∇T

xH −∇x∇T
sH

 ∂x/∂qv

∂s/∂qv

 . (3.32)

A solução dessas equações permite avaliar a variação da amplitude, (3.29), ao longo de

um raio central especificadas as condições de fronteira. Para uma fonte puntual, em um meio

acústico anisotrópico,

∂x(0)

∂qv
= 0 (3.33)

∂s(0)

∂qv
=

1

c(x0,n)

∂n

∂qv
− 1

c2(x0,n)

∂c

∂qv
n. (3.34)
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Especializando as equações (3.32) para o meio acústico anisotrópico, obtem-se

d

dτ

 ∂x/∂qv

∂s/∂qv

 =

 ∇xAs A

−1
2
sT∇x∇T

xAs ∇xAsT

  ∂x/∂qv

∂s/∂qv

 . (3.35)

Os sistemas de equações diferenciais (3.23) e (3.35) são integrados numericamente usando

o método de Runge-Kutta (PRESS ET AL., 1986) a partir das condições de fronteira (3.25)

e (3.33).

Pressupondo a trajetória do raio central ser conhecida, i.e., x(τ) e s(τ), o sistema de

equações (3.32) tem a forma,
dy

dτ
= B(τ)y(τ), (3.36)

em que,

y ≡

 ∂x/∂qv

∂s/∂qv

 . (3.37)

A solução deste sistema de equações pode ser obtida para qualquer condição inicial

y(0) = y0 conhecendo-se a matriz propagadora P(τ, τ0). A matriz propagadora é a solução

fundamental para a equação (3.36) (CHAMPAN, 2004), obtida resolvendo-se numericamente

o sistema de equações
dP

dτ
= B(τ)P(τ), (3.38)

com a condição inicial P(τ0, τ0) = I, em que I representa a matriz identidade. Verifica-se

imediatamente que

y(τ) = P(τ, τ0)y0

é solução da equação (3.32) qualquer que seja a condição inicial y0. A solução geral para a

equação (3.32) pode ser representada, particionando a matriz propagadora, na forma ∂x
∂qν

(τ)
∂s
∂qν

(τ)

 =

 Pxx Pxs

Psx Pss

 ∂x
∂qν

(0)
∂s
∂qν

(0)

 . (3.39)

3.6 CÁLCULO DA FUNÇÃO DE GREEN ASSINTÓTICA

Para calcular a aproximação para a função de Green através da Teoria do Raio, pre-

cisamos avaliar a amplitude, (3.29), para uma fonte pontual. Pressupondo que o meio é

suavemente heterogêneo, é razoável admitir que a amplitude próximo a fonte se comporta

como a solução em um meio homogêneo, equação (3.10).
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Para determinar a constante Λ, na equação (3.29), considera-se a trajetória do raio

arbitrariamente próximo a fonte, neste caso, a solução da equação de Hamilton, (3.21) pode

ser aproximada pela expressão

xi(τ) = x0
i + aij(x0)s0

j∆τ +O(∆τ)2, (3.40)

em que x0 e s0 indicam as condições de fronteira para o raio em τ = 0. Consequentemente,

dxi
dτ

= aijs
0
j , (3.41)

e
∂xi
∂qν

= aij
∂s0

j

∂qν
∆τ. (3.42)

Utilizando a notação indicial para o produto vetorial (AKI; RIRCHARDS, 1980),(
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

)
i

= εijk
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

= εijkajmakn
∂s0

m

∂q1

∂s0
n

∂q2

(∆τ)2 . (3.43)

Considerando a identidade

A−1A = I = [δij],

ou em notação indicial,

dikakj = dkiajk = δij, (3.44)

em que A−1 = [dij], pode-se reescrever a equação (3.43) na forma(
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

)
i

= dpialpεljkajmakn
∂s0

m

∂q1

∂s0
n

∂q2

(∆τ)2,

observando que εljkalpajmakn = det Aεpmn,(
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

)
i

= dpi det Aεpmn
∂s0

m

∂q1

∂n0
n

∂q2

(∆τ)2,

que pode ser escrita em notação vetorial na forma,(
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

)
= |A|(A−1)T

∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

(∆τ)2. (3.45)
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O produto
∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

é perpendicular a superf́ıcie H(x0, s), portanto está na direção de ∇sH, ou seja, aponta na

direção do raio dx/dτ . Considerando ν o vetor unitário na direção do raio e que a matriz

A−1 é simétrica, segue que(
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

)
= |A|(A−1)ν

∣∣∣∣∣∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

∣∣∣∣∣ (∆τ)2. (3.46)

A partir da equação (3.23), definindo a velocidade de grupo V = |dx/dτ | e observado

que o vetor vagarosidade s = n/c segue que

A−1ν = n/cV .

Utilizando este resultado podemos escrever(
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

)
=
|A|
cV

∣∣∣∣∣∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

∣∣∣∣∣ (∆τ)2n. (3.47)

Portanto, ∣∣∣∣∣ ∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

∣∣∣∣∣ =
|A|
cV

∣∣∣∣∣∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

∣∣∣∣∣ (∆τ)2. (3.48)

Substituindo este resultado na expressão para a amplitude, equação (3.29), obtem-se a

expressão para a amplitude próximo a fonte

A(∆τ) =

√
V

κ detA

Λ

∆τ

√∣∣∣∂s0
∂q1
× ∂s0

∂q2

∣∣∣ . (3.49)

Assim, a aproximação obtida através da Teoria do Raio para a função de Green, equação

(3.12), próximo a fonte é

G(x(∆τ), ω; x0) =

√√√√ V (x0)

κ(x0) detA(x0)

Λeiω∆τ

∆τ

√∣∣∣∂s0
∂q1
× ∂s0

∂q2

∣∣∣ .

Igualando-se este resultado, a função de Green em um meio acústico anisotrópico ho-
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mogêneo, e efetuando o limite quando ∆τ → 0, segue que

Λ =
(iω)

4π

√√√√ κ(x0)

V (x0)

∣∣∣∣∣∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

∣∣∣∣∣
1/2

. (3.50)

Substituindo este resultado em (3.29) segue que a amplitude ao longo do raio varia na

forma,

A(τ) =
(iω)

4π

√
κ(x0)
V (x0)

∣∣∣∂s0
∂q1
× ∂s0

∂q2

∣∣∣1/2√
κ(τ)c(τ)

∣∣∣ ∂x
∂q1
× ∂x

∂q2

∣∣∣1/2 . (3.51)

Para obter uma solução que não dependa da escolha de q1 e q2, utiliza-se a representação

da solução para ∂x/∂qν usando a matriz propagadora, equação (3.39), observando-se as

condições de fronteira para uma fonte puntual, equação (3.33). Nestas condições segue que

∂x

∂q1

= Pxs∂s0

∂q1

, (3.52)

∂x

∂q2

= Pxs∂s0

∂q2

. (3.53)

Utilizando estas expressões, o produto vetorial no denominador da equação (3.51), segue

que

εijk

(
∂xj
∂q1

× ∂xk
∂q2

)
= εijkP

xs
lmPxs

kn

∂s0
m

∂q1

∂s0
n

∂q2

Aplicando a esta expressão procedimentos análogos aos utilizados na dedução da equação

(3.45), segue que (
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

)
= det Pxs[(Pxs)−1]T

∣∣∣∣∣∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

∣∣∣∣∣ ν̂0.

Efetuando o produto interno desta expressão com dx/dτ = V ν e observando que(
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

)
=

∣∣∣∣∣ ∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

∣∣∣∣∣n
pois este vetor é perpendicular a frente de onda, seque que

V νTn

∣∣∣∣∣ ∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

∣∣∣∣∣ = V νT det Pxs[(Pxs)−1]Tν0

∣∣∣∣∣∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

∣∣∣∣∣ . (3.54)
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Finalmente, observando que

dτ

dτ
= 1 = ∇T

xτ
dx

dτ
= sTV ν = nTν

V

c
,

segue que c = V νTn, consequentemente,

c

∣∣∣∣∣ ∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

∣∣∣∣∣ = V νT det Pxs[(Pxs)−1]Tν0

∣∣∣∣∣∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

∣∣∣∣∣ . (3.55)

Substituindo este resultado na equação (3.51), obtem-se aproximação da função de Green

através da Teoria do Raio para meios acústicos e anisotrópicos

G(x, ω; x0) =
(−iω)

4π

√
1

κ(x)κ(x0)V (x)V (x0)

eiωτ(x,x0)−iπ
2
σ(x,x0)√

νT det Pxs[(Pxs)−1]Tν0

, (3.56)

a função σ(x,x0), conhecida como ı́ndice KMAH é uma generalização da Teoria do Raio

em regiões de singularidade, em que det Pxs = 0. Estas regiões são chamadas de cáusticas,

e ocorrem onde a curvatura do frente de onda é singular. Em 3D o ı́ndice de KMAH é

incrementado de 1 cada vez que o raio atravessa uma cáustica em que det Pxs possui um zero

de primeira ordem, linha de cáustica; e de 2 se o raio atravessa um zero de segunda ordem de

det Pxs, cáustica puntual (CHAPMAN, 2004). Em 2D ocorrem apenas cáusticas de primeira

ordem.

A resposta para uma fonte dipolar impulsiva é obtida substituindo (3.56) em (2.13) e

retendo o termo de maior ordem na frequência,

Γk(x, ω; x0) = −(−iω)

4π
eTk ν0

√√√√κ(x0)V (x0)

κ(x)V (x)

eiωτ(x,x0)−iπ
2
σ(x,x0)√

νT det Pxs[(Pxs)−1]Tν0

. (3.57)

A velocidade da part́ıcula pode ser calculada a partir da equação de balanço de momento

linear (AKI; RIRCHARDS, 1980), em um meio acústico anisotrópico:

vi(x, ω) = −bij(x)
∂P (x, ω)

∂xj
. (3.58)

Para uma fonte dipolar impulsiva, a velocidade da part́ıcula, Γik, é

Γik(x, ω; x0) = −(−iω)

4π
(eTi ν) (eTk ν0)

√
κ(x0)V (x0)κ(x)V (x)

eiωτ(x,x0)−iπ
2
σ(x,x0)√

νT det Pxs[(Pxs)−1]Tν0

. (3.59)



32

3.7 FUNÇÃO DE GREEN EM MEIOS 2.5D

Para as implementações numéricas, considerei meios em que as propriedades f́ısicas são

invariantes ao longo da direção da coordenada x2 e em que o plano x1 − x3 é um plano de

simetria especular. Neste caso o tensor aij tem a forma:

A =


a11 0 a13

0 a22 0

a13 0 a33

 .

Nestas condições, a propagação de ondas no plano de simetria x1−x3 se reduz a integração

do sistema de equações

dx1

dτ
= a11s1 + a13s3 ,

dx3

dτ
= a13s1 + a33s3 ,

ds1

dτ
= −1

2

(
∂a11

∂x1

s1s3 +
∂a13

∂x3

s3s3

)
,

ds3

dτ
= −1

2

(
∂a13

∂x3

s1s3 +
∂a33

∂x3

s3s3

)
,

e

d

dτ



∂x1

∂qν
∂x2

∂qν
∂x3

∂qν
∂s1
∂qν
∂s2
∂qν
∂s3
∂qν


=



sl
∂a1l

∂x1
0 sl

∂a1l

∂x3
a11 0 a13

0 0 0 0 a22 0

sl
∂a3l

∂x1
0 sl

∂a3l

∂x3
a13 0 a33

−1
2
sksl

∂2akl
∂x2

1
0 sksl

∂akl
∂x1∂x3

sl
∂al1
∂x1

0 sl
∂al3
∂x1

0 0 0 0 0 0

−1
2
sksl

∂2akl
∂x3∂x1

0 sksl
∂akl

∂x3∂x3
sl
∂al1
∂x3

0 sl
∂al3
∂x3





∂x1

∂qν
∂x2

∂qν
∂x3

∂qν
∂s1
∂qν
∂s2
∂qν
∂s3
∂qν


.

Observando que
d

dτ

∂s2

∂qν
= 0 ,

segue que
∂s2

∂qν
(τ) =

∂s2

∂qν
(0) .

Consequentemente, a equação

d

dτ

∂x2

∂qν
(τ) =

∂s2

∂qν
(0)a22(τ) ,
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se desacopla do sistema linear acima. Nestas condição o sistema de equações se reduz a

d

dτ



∂x1

∂qν
∂x3

∂qν
∂s1
∂qν
∂s3
∂qν

 =


sl
∂a1l

∂x1
sl
∂a1l

∂x3
a11 a13

sl
∂a3l

∂x1
sl
∂a3l

∂x3
a13 a33

−1
2
sksl

∂2akl
∂x2

1
sksl

∂akl
∂x1∂x3

sl
∂al1
∂x1

sl
∂al3
∂x1

−1
2
sksl

∂2akl
∂x3∂x1

sksl
∂akl

∂x3∂x3
sl
∂al1
∂x3

sl
∂al3
∂x3





∂x1

∂qν
∂x3

∂qν
∂s1
∂qν
∂s3
∂qν

 .

Estas são as equações utilizadas para o cálculo da função de Green em 2.5D.

3.8 MODELAMENTO 2.5D

O modelamento 2.5D tem as mesmas caracteŕısticas que o modelamento 2D, com exceção

de que a fonte é puntual (CALLE OCHOA, 2003). Esta é localizada no plano vertical que

passa sobre a linha śısmica. Estas caracteŕısticas, quando combinadas, permitem dizer que

a propagação de ondas é tridimensional em um meio essencialmente bidimensional. Graças

a esta feição h́ıbrida, este modelamento é chamado de 2.5D.

Sendo assim, para que o modelamento seja considerado 2.5D são necessárias as seguintes

premissas:

a) supor, que para modelos geológicos, exista um eixo de simetria, ao longo do qual as

propriedades do meio não variam;

b) considerar uma fonte puntual sobre a linha śısmica, fazendo que a propagação de ondas

seja tridimensional;

c) considerar a linha śısmica ortogonal ao eixo de simetria do meio;
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Figura 3.2: Modelo 2.5D supondo um eixo de simetria perpendicular ao plano de propagação e fonte
3D.

3.9 O ALGORITMO DE MODELAGEM BORN-RAIO

A modelagem Born-Raio consiste em utilizar as aproximações para a função de Green,

obtidas através da Teoria do Raio na Aproximação de Born para o campo espalhado. Con-

siderando a expressão para o modelagem utilizando a Aproximação de Born,

PB(x, ω; x0) =

− (−iω)S(ω)
∫
V
δκ(x′)G(x′, ω; x0)G(x, ω,x′)dV (x′)

− 1

(−iω)
S(ω)

∫
V
δbij(x

′)
∂G(x′, ω; x0)

∂xi

∂G(x, ω; x′)

∂xj
dV (x′) ,

e substituindo as funções de Green pelas aproximações obtidas a partir da Teoria do Raio

G(x′, ω; x0) = A(x′,x0)eiωτ(x′,x0) ,

G(x, ω,x′) = A(x,x′)eiωτ(x,x′) ,
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e retendo apenas os termos de maior ordem na frequência, obtem-se a expressão para a

modelagem Born-Raio

PB(x, ω; x0) = (3.60)

−(−iω)S(ω)
∫
V

[
δκ(x′) + δbij(x

′)
∂τ(x′,x0)

∂x′i

∂τ(x,x′)

∂x′j

]
A(x,x′,x0)eiωτ(x,x′,x0)dV (x′) .

em que

A(x,x′,x0) ≡ A(x,x′)A(x′,x0) ,

e

τ(x,x′,x0) ≡ τ(x′,x) + τ(x′,x0) .

Esta equação é aproximada numericamente por quadratura para calcular o campo espa-

lhado por refletores e difratores.
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4 IMPLEMENTAÇÃO

Para simular a propagação do campo de ondas em meios acústicos e anisotrópicos, foi

implementado um programa em linguagem FORTRAN90. O programa de modelagem Born-

raio utiliza como dados de entrada, tabelas de tempo de trânsito e amplitude associadas a

posições de fonte e receptor e as perturbações das propriedades f́ısica em relação ao modelo

de referência. O programa avalia numericamente a integral da equação (3.60) e utiliza a

transformada de Fourier rápida (FFT) (PRESS ET AL., 1986) para obter o traço śısmico

no domı́nio do tempo. Para validar o código de modelagem utilizamos dois modelos de

referência. O primeiro consiste de um meio isotrópico homogêneo e, o segundo, um meio

anisotrópico homogêneo.

O modelo de heterogeneidades consiste de três refletores indicados na Figura 4.1. Este

modelo representa uma estrutura sinclinal no topo, refletores planos indicando uma falha e,

na base, uma estrutura anticlinal. O contraste de propriedades f́ısica foi especificado pela

variação fracional em relação as propriedades do meio de referência. O refletor anticlinal apre-

senta variação de +10.0% em relação a densidade do meio de referência; o refletor anticlinal

apresenta variação de −25.0% em relação a densidade do meio de referência; os refletores

planos apresentam variação de −25.0% em relação ao módulo de compressibilidade do meio

de referência.

0

2000Pr
ofu

nd
ida

de
 (m

)

0 2000 4000 6000 8000
Distancia (m)

Figura 4.1: Modelo geológico representando um canal, uma folha e um anticlinal. Meio de referência
homogêneo.



37

A modelagem simulou uma seção de tiro comum com a fonte localizada na superf́ıcie no

centro do modelo, xfonte = 5000 m. Os 360 receptores estão distribúıdos simetricamente em

torno da fonte em intervalos de 12.5 m e o menor afastamento entre fonte e receptor é de

12.5 m. Para efetuar a modelagem de Born-raio foram calculadas as tabelas de tempo de

trânsito e de amplitude para cada posição de receptor e para a posição da fonte. A Figura 4.2

apresenta uma tabela de tempo de trânsito para um receptor na coordenada xreceptor =100 m.

O meio de referência é anisotrópico e homogêneo, a velocidade de fase ao longo das direções

principais é de 2500 m/s e 2000 m/s, as direções principais formam um ângulo de 45◦ em

relação a horizontal. A tabela correspondente para a amplitude está na Figura 4.3. Note-se

claramente a variação do tempo de trânsito e da amplitude com a direção radial a partir da

fonte, indicando a anisotropia do meio.
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Figura 4.2: Tempo de Trânsito, em segundos, no meio anisotrópico de referência. A fonte está na
posição x =100 m.
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Figura 4.3: Amplitude relativa no meio de referência anisotrópico.

Para observar os efeitos da anisotropia no sismograma, efetuei inicialmente a modelagem

utilizando um meio de referência isotrópico, em que a velocidade de propagação é de 2250 m/s.

Os resultados da modelagem estão na Figura 4.4. Devido a simetria das estruturas sinclinal
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e anticlinal em torno para posição da fonte, observa-se a simetria dos eventos associados

a estas duas reflexões. Observa-se a triplicação produzida pela estrutura sinclinal e os dois

focos na reflexão produzida pela estrutura anticlinal causados pela forte curvatura nos flancos

desta estrutura. As reflexões nos refletores planos apresentam a mesma curva de tempo

versus afastamento e as difrações produzidas na borda dos refletores pela falha são modeladas

corretamente. Também observe-se a variação na amplitude destas reflexões em função da

variação da profundidade do refletor.

A Figura 4.5 mostra os resultados da modelagem Born-raio para o meio de referência

anisotrópico. Observa-se a perda de simetria das reflexões associadas a estrutura sinclinal e

anticlinal. Na ausência de informação adicional a falta de simetria na triplicação poderia ser

interpretada como uma estrutura não simétrica. Da mesma forma os focos nas bordas da es-

trutura anticlinal poderiam ser atribúıdos a uma forma não simétrica do refletor. As reflexões

associadas aos refletores planos não apresentam grande diferença em relação a modelagem

isotrópica. Entretanto, se o ápice das difrações for utilizado para localizar a posição da falha

o erro da estimativa será maior que 100 m. O erro no posicionamento na interpretação dos

eventos refletidos, em relação aos refletores em subsuperf́ıcie, aumenta com o comprimento

da trajetória dos raios no meio anisotópico. Por exemplo, a reflexão associada à estrutura

anticlinal na base do modelo. Observa-se que o ápice desta reflexão está deslocado de algu-

mas centenas de metros em relação a posição do ápice do refletor em subsuperf́ıcie. Estes

erros de posicionamento são cŕıticos para a śısmica de exploração.

Estes exemplos numéricos mostram que a modelagem proposta neste projeto, a Apro-

ximação de Born combinada com a Teoria do Raio para simular a propagação de ondas em

meios acústicos e anisotrópicos, permite simular reflexões e difrações primárias. Estes dois

tipos de eventos são os sinais utilizados para formar imagens śısmicas da subsuperf́ıcie. Este

método de modelagem é computacionalmente muito mais eficiente que a solução direta da

equação da onda, por exemplo, através do método de diferenças finitas (PRESS ET AL.,

1986).
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Figura 4.4: Sismograma sintético em meio acústico isotrópico calculado através da Aproximação de
Born.
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Figura 4.5: Sismograma sintético em meio acústico anisotrópico calculado através da Aproximação
de Born.
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5 CONCLUSÃO

Este trabalho teve como finalidade o estudo da propagação de ondas śısmicas em meios

acústicos e anisotrópicos fracamente heterogêneos, utilizando a modelagem por Aproximação

de Born. A Teoria do Raio foi utilizada para obter a função de Green em um meio acústico.

Desta forma, o meio de referência pode ser suavemente heterôgeneo. A formulação teórica

para modelagem Born foi feita em 3D e o algoritmo de simulação foi implementado em 2.5D.

A Aproximação de Born modela apenas reflexões e difrações primárias. Esta carac-

teŕıstica é conveniente para simular os eventos que são utilizados na śısmica de exploração

para formar as imagens em subsuperf́ıcie. Nestas aplicações reflexões múltiplas são conside-

radas rúıdo.

Outra vantagem da modelagem Born é o reduzido custo computacional em comparação

com métodos que calculam o campo de onda completo. O custo da modelagem Born depende,

quase exclusivamente, do cálculo das tabelas de tempo e amplitude. Este cálculo é efetuado

através da integração numérica de equações diferenciais ordinárias. Portanto não é necessário

a solução de equações diferencias parciais como ocorre com métodos numéricos de solução

direta da equação da onda.

A hipótese de anisotropia eĺıptica é apenas uma aproximação para a anisotropia em

meios elásticos. A qualidade desta aproximação eĺıptica é melhor para simular a propagação

de ondas qP que para simular ondas qS. Em aplicações da śısmica de reflexão em que o foco

é produzir uma imagem da subsuperf́ıcie, modelos com anisotropia eĺıptica são a alternativa

mais simples para corrigir erros de posicionamento e focalização da imagem decorrentes da

hipótese de isotropia.

Outra aplicação posśıvel do algoritmo descrito neste trabalho é a simulação de dados de

radar de penetração de solo (GPR), na presença de anisotropia. Neste caso a hipótese de

anisotropia eĺıptica não é uma aproximação.

O programa computacional implementado neste projeto, pode ser aplicado para estudar

a propagação de ondas em meios com anisotropia eĺıptica. Uma aplicação importante do

programa, que motivou este projeto, é gerar dados sintéticos de levantamentos śısmicos.

Estes dados são necessários para validar algoritmos de análise de velocidade e de imageamento

śısmico em meios anisotrópicos.
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=

APÊNDICE A -- EQUAÇÃO DO RAIO

Tendo a equação,

(−iω)2∂P = K(x)
∂

∂xi

(
bij
∂P (x)

∂xj

)
(A.1)

sugere soluções para a equação da onda na forma,

P = A(x)eiωτ(x) (A.2)

Substituindo o valor para o campo de pressão, temos,

(−iω)2Aeiωτ = K(x)
{
bij(iω)2 ∂τ

∂xi

∂τ

∂xj
A+ bij(iω)

[
2
∂τ

∂xi

∂A

∂xj
+ A

∂2τ

∂xi∂xj

]

+iω
∂bij
∂xi

∂τ

∂xj
A+ bij

∂2A

∂xi∂xj
+
∂bij
∂xi

∂A

∂xj

}
eiωτ (A.3)

Com isso organzando os termos,

(iω)2

[
K(x)bij(x)

∂τ

∂xi

∂τ

∂xj
− 1

]
A+ (iω)

[
2bij

∂τ

∂xj

∂A

∂xi
+ bij

∂2τ

∂xi∂xj
A+

∂bij
∂xi

∂τ

∂xj
A

]

+bij
∂2A

∂xi∂xj
+
∂bij
∂xi

∂A

∂xj
= 0 (A.4)

Temos, então, a Equação Iconal,

K(x)bij(x)
∂τ

∂xi

∂τ

∂xj
− 1 = 0, (A.5)

e a Equação de Transporte,
∂

∂xi

(
bij

∂τ

∂xj
A2

)
= 0. (A.6)

Um elemento de superf́ıcie orientado pode ser calculado pela expressão,

∆S =

∣∣∣∣∣ ∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

∣∣∣∣∣ dq1dq2, (A.7)

e tendo em vista que,

n̂//ŝ, (A.8)
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que é a vagarosidade e

ν̂//
dx

dτ
, (A.9)

que representa a velocidade de grupo. Podemos, de acordo com ae equações (A.8) e (A.9),

chegar ao termo,
1

c
|∆S|nibijnjA2 = Λ. (A.10)

Aplicando o termo acima na equação (A.6), obtive,

A2 =
Λc

ρ(n̂)

∣∣∣∣∣ ∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

∣∣∣∣∣ , (A.11)

onde ρ(n̂) = nibijnj. Uma forma altrrnativa aij = Kbij é,

A2 =
Λ2Kc

niaijnj
∣∣∣ ∂x
∂q1
× ∂x

∂q2

∣∣∣ =
Λ2K

c
∣∣∣ ∂x
∂q1
× ∂x

∂q2

∣∣∣ . (A.12)

A solução em um meio homogêneo para fonte puntual de injeção de volume,

G(x, ω) =
(−iω)K

4π
√
|A|

e
iω

√
(x−x0)T ¯̄A

−1
(x−x0)√

(x− x0)TA−1(x− x0)
. (A.13)

Para determinar Λ adota-se que,

xi(τ) = x0
i + aijs

0
j∆τ +O(∆τ)2, (A.14)

dxi
dτ

= aijs
0
j , (A.15)

e
∂xi
∂qν

= aij
∂s0

j

∂qν
∆τ. (A.16)

Assim, (
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

)
i

= εijk
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

= εijkajmakn
∂s0

m

∂q1

∂s0
n

∂q2

(∆τ)2 (A.17)

notando que,

A−1A = I = [δij] ⇀↽ (A−1)TAT = δij, (A.18)

e

A−1 = [dij] ⇀↽ dkiajk = δij, (A.19)
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efetuando-se as operações,

dpialpεljkajmakn
∂s0

m

∂q1

∂n0
n

∂q2

(∆τ)2, (A.20)

dpi|A|εpmn
∂s0

m

∂q1

∂n0
n

∂q2

(∆τ)2, (A.21)

Como a equação acima é perpendicular a superf́ıcie de vagarosidade, temos,

|A|(A−1)T
∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

(∆τ)2, (A.22)

obtendo a expressão,

∂x0

∂q1

× ∂x0

∂q2

= |A|(A−1)T ν̂
∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

(∆τ)2. (A.23)

Sabendo que A−1ν̂ = n̂/cV onde n̂ é um vetor unitário,termos,∣∣∣∣∣∂x0

∂q1

× ∂x0

∂q2

∣∣∣∣∣ =
|A|
cV

∣∣∣∣∣∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

∣∣∣∣∣ (∆τ)2n̂ (A.24)

Organizando os termos,

A2 =
Λ2K

c |A|(∆τ)2

cV
·
∣∣∣∂s0
∂q1
× ∂s0

∂q2

∣∣∣ (A.25)

No limite quando ∆τ → 0,

lim
∆τ→0

A =
Λ
√
KV

√
A∆τ

√∣∣∣∂s0
∂q1
× ∂s0

∂q2

∣∣∣ =
(−iω)K

4π
√
|A|

1

∆τ
. (A.26)

Isolando Λ,

Λ =
(iω)
√
K
∣∣∣∂s0
∂q1
× ∂s0

∂q2

∣∣∣1/2
4π
√
V

, (A.27)

Com isso, chego a equação,

A(x,x0) =

(iω)
4π

√
k0K
V0

∣∣∣∂s0
∂q1
× ∂s0

∂q2

∣∣∣1/2
√
c
∣∣∣∂x0

∂q1
× ∂x0

∂q2

∣∣∣1/2 . (A.28)
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Contudo, falta-nos econtrar o valor de ∂x
∂q1

e ∂x
∂q2

, para isso usei a seguinte notação,

∂x

∂q1

= ¯̄P
xs∂s0

∂q1

, (A.29)

e
∂x

∂q2

= ¯̄P
xs∂s0

∂q2

. (A.30)

Utilizando da expressão (A.17) nas equações (A.29) e (A.30), temos,

εijk

(
∂xj
∂q1

× ∂xk
∂q2

)
= εijkPlmPkn

∂s0
m

∂q1

∂s0
n

∂q2

=

Q ·
(
∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

)
= | ¯̄P xs|( ¯̄P

−1

xs )T
∣∣∣∣∣∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

∣∣∣∣∣ ν̂s. (A.31)

Organizando os termos,

cr

∣∣∣∣∣ ∂x

∂q1

× ∂x

∂q2

∣∣∣∣∣ = vrν̂
T
r | ¯̄P

−1

xs |( ¯̄P
−1

xs )T ν̂s

∣∣∣∣∣∂s0

∂q1

× ∂s0

∂q2

∣∣∣∣∣ , (A.32)

onde cr = Vr cos θ.

Substituindo (A.32) em (A.28),

A =
(−iω)

4π

√
KsKr

VsVr

1√
| ¯̄P xs|ν̂Tr ( ¯̄P

−1

xs )T ν̂s
(A.33)

Substituindo a expressão acima em (A.13), otitive equação para o meio homogêneo,

G(xr, ω; xs) =
(−iω)

4π

√
KsKr

VsVr

eiωτ(xr,xs)−iπ2 σ(xr,xs)√
ν̂Ts P

†
xsν̂s

. (A.34)


