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RESUMO

Este trabalho foi elaborado vislumbrando a contribui¢do para o conhecimento e compreensao
de uma parte da Matematica Aplicada. Esta pesquisa foi desenvolvida com base em referéncias
bibliograficas. Baseado nos estudos desenvolvidos, constatou-se que as técnicas mais populares de
solu¢do numérica de equacgdes diferenciais parciais (EDPs) sdo os seguintes métodos: Diferencas
Finitas, Elementos Finitos e Volumes Finitos. Para a Dindmica dos Fluidos Computacional
(DFC) o método de Volumes Finitos se destaca, pois tem a vantagem da conservacao dos fluxos
nas grandezas trabalhadas, em sua formulacdo, o que possibilita a utilizacdo de malhas ndo
estruturadas de uma maneira mais natural. O OpenFOAM € um software de c6digo aberto no
qual estdo implementadas varias bibliotecas para a discretizacdo de Equagdes Diferenciais Parciais
pelo método de Volumes Finitos. A sua utilizacdo de forma eficiente requer um estudo tedrico
prévio sobre as Equagdes Diferenciais, o proprio método de Volumes Finitos juntamente com as
técnicas de discretizacdo dos termos convectivo e difusivo presentes nas equagdes de conservacao.
A equacgdo de conveccdo-difusdo, em uma e duas dimensoes, € a EDP com a qual podemos fazer
os primeiros estudos dessa teoria, possibilitando entender as principais técnicas de uma forma
pratica e fazendo os estudos necessdrios para trabalhar com equagdes mais complexas da DFC.
Este trabalho tem como objetivos estudar EDPs de segunda ordem, estudar o método de volumes
finitos e sua utilizacdo para a discretiza¢do da equagdo de convecgdo-difusdo em duas dimensoes,

além de fazer a implementacao numérica das equacdes no OpenFOAM.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais. OpenFOAM. Equacdo de convecgdo e difusao.

Método de Volumes Finitos. Dinamica dos Fluidos Computacional.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Ao trabalhar com conceitos da Matemdtica Aplicada temos muitos topicos importantes,
dentre eles destacamos a dinamica dos fluidos. Esse topico possui grande relevancia devido a
sua variedade de aplicacOes, desde a estudos relacionados ao corpo humano, como a corrente
sanguinea, até os mais diversos, como o funcionamento de motores. Sendo assim, como afirma
White (2009) [11], a maioria das coisas ou sd@o um fluido, ou se movem em um ou estdo préximas

a um. Assim, tentamos mostrar a importancia deste objeto de estudo.

Dentro deste contetido, existem varios aspectos que podem ser abordados. Nesta pesquisa,
buscou-se estudar o movimento de uma propriedade em um fluido onde ocorre o fendmeno da

convecgdo e difusdo, fazendo a discretiza¢do da sua equagao.

Ao falar destes fenOmenos, convecgao e difusdo, precisa-se entender o que eles repre-
sentam. Sendo assim considere os exemplos nas imagens 1.1 e 1.2, onde tenta-se representar o
movimento que uma propriedade qualquer realiza em um fluxo, dependendo do fendmeno que
exerce maior influéncia naquele escoamento. Dessa forma, temos que na imagem 1.1 o fluxo é

convectivo e na imagem 1.2 o fluxo € difusivo:

11
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Figura 1.1: Movimento que uma propriedade faz em um fluxo convectivo
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Figura 1.2: Movimento que uma propriedade faz em um fluxo difusivo

Assim, € necessdrio estudar como a propriedade se comporta em um fluxo onde ocorre os dois
fendomenos citados. Além disso, a convecgdo e difusdo estdo presentes em muitos fenomenos da
natureza, como exemplo podemos citar a propagacao do calor. Por isso, € importante estudar este

fendmeno.

Dentre os métodos de discretizacdo de EDP’s, destacamos o Método de Volumes Finitos
(MVF), pois ele apresenta algumas vantagens. Fortuna (2000) [4] afirma que as equagdes obtidas
na utilizac@o desse método permitem interpretagdes fisicas diretas, além de possibilitar a utiliza¢do
de malhas ndo estruturadas que sao malhas onde os elementos nio sdo definidos de uma maneira
ordenada, ou seja, os espacamentos entre os elementos ndo sdo uniformes. Esse tipo de malha
permite trabalhar em geometrias mais complexas, entretanto sdo mais dificeis de construir. Nesse
sentido, 0 MVF permite trabalhar com essas malhas, ampliando a variedade de geometrias que o

dominio do escoamento pode apresentar.

Seguindo, o software utilizado nesta pesquisa foi o OpenFOAM [6], onde conseguimos
simular o comportamento do fluido nas condi¢des desejadas. A utilizacdo desse software se

mostrou muito eficiente e vantajosa, enriquecendo bastante este trabalho.
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A seguir, apresentamos a forma como esta monografia estd estruturada, citando de maneira
bem resumida os principais topicos que serdo abordados e como eles estdo organizados nesta

pequisa.

Neste trabalho, serd apresentado a solu¢do da equacao de conveccdo e difusdo utilizando
Meétodos de Volumes Finitos (MVF), mais especificamente, discorre-se sobre trés MVF que sao
utilizados para resolver esta equacdo, sendo eles o método de Diferengas Centrais, o Upwind e o
QUICK. Tem-se o intuito de explorar esse assunto pois esta equacdo rege muitos fendmenos que
acontecem na natureza, por isso ela possui grande importancia. Assim, ao pesquisar formas de
resolver esta Equacdo Diferencial Parcial (EDP), constatou-se que o MVF € vantajoso, pois pode
conservar o fluxo nas grandezas desejadas em sua formulacdo. Dessa forma, o presente objeto de

estudo mostrou-se relevante.

Destaca-se que que a metodologia utilizada no desenvolvimento deste trabalho consiste,
principalmente, em pesquisas bibliograficas vislumbrando mostrar e explicar os métodos de dis-
cretizacdo: Diferencas Centrais, Upwind e QUICK, além de implementar suas aplicacdes para o

melhor entendimento e visualizagdo dos problemas estudados.

Esta pesquisa, estd estruturada em capitulos, onde trabalha-se conceitos iniciais importantes
e a equagdo de convecgao-difusdo, com foco em sua solugdo, utilizando diferentes métodos e suas

implementagdes em um software que nos permite compreender melhor estas solugdes.

A principio, no capitulo inicial, pretende-se contextualizar os leitores, trazendo algumas
nogdes iniciais que sdo importantes para a compreensao e deste trabalho. Abordamos, os prin-
cipais conceitos de alguns contetidos importantes, como Equacdes Diferenciais Parciais (EDP’s),
Métodos Numéricos e sobre o software OpenFOAM [6], no qual simulamos resultados importan-
tes. Os temas sdo apresentados de maneira direta e resumida, pois ndo sdo eles o foco principal
desta pesquisa, mas sdo tidos como contextualizadores importantes para ter uma compreensao

mais completa do trabalho.

Prosseguindo, no capitulo dois, abordamos a principal parte tedrica do trabalho. Apresen-
tando os trés métodos: Diferengas Centrais, Upwind e QUICK, destacando suas caracteristicas
e seus meios de resolucdo para encontrar o valor do fluxo nas faces, pois sdo estes os valores
buscados para definir uma solugdo para a equagao de conveccao-difusdo. Neste capitulo, mostra-

se defini¢des importantes para entender as especificidades de cada método, além de uma breve
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avaliac@o sobre seus resultados e suas principais vantagens e desvantagens.

Finalmente, no capitulo trés, mostra-se a implementacdo de um problema em uma malha
bidimensional, utilizando o software OpenFOAM e € dissertado um pouco sobre o software e
sobre a solucdo do problema em malhas 2D. Além disso, sdo feitas algumas consideracdes finais

sobre 0s métodos.

As referéncias sdo apresentadas ao final do trabalho, destacando que a pesquisa foi desen-
volvida baseada nos estudos destas referéncias, com destaque ao livro do Versteeg e Malalasekera
(2007) [10], onde o estudo obteve grande enfoque. Finalizando, é apresentado o apéndice, onde
ficam os cdédigos desenvolvidos no Octave para apresentar graficamente a solugdo gerada pelos

métodos apresentados nesta pesquisa.



CAPITULO 2

NOCOES INICIAIS

Para comecar este trabalho, faz-se necessario entender alguns conceitos iniciais. Destaca-

mos 0s principais nas secoes a seguir.

2.1 Equacoes Diferenciais Parciais

Inicialmente, citamos que assim como € colocado em Cunha (2003) [3], podemos afirmar
que a maioria dos fendmenos fisicos podem ser descritos matematicamente por meio de equacoes
ou sistemas de equagdes, que envolvem as derivadas parciais da fun¢do incognita. Dai, a importan-
cia de estudar essas equacdes diferenciais, e em especial para este trabalho, equacdes diferenciais

parciais (EDP’s).

Sendo assim, fazendo um breve comentdrio sobre EDP’s, tomando como principal refe-
réncia, para esta se¢do, Fortuna (2000) [4], temos que, uma equagdo diferencial € aquela cuja
incégnita € uma funcdo de uma ou mais varidveis e envolve as derivadas dessa funcdo em relagdo
as suas varidveis. Nesse contexto, tratando-se de uma Equacdo Diferencial Parcial (EDP), temos
que uma EDP € uma equacdo que envolve as derivadas parciais de, no minimo, duas varidveis

independentes de uma fun¢do desconhecida qualquer.

15
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Por exemplo, a EDP com a varidvel dependente sendo a funcdo u e as varidveis indepen-
dentes x e y, € uma equagdo que pode ser posta na forma
ou du 0*u 0’u 0%u

F D) ) " a4 % a0 ) ) :O
%y, u(x,5) Ox” dy’ 0x2" dydx’ Oy?

onde F € uma fungdo das varidveis indicadas e pelo menos uma derivada parcial aparece nessa
expressdo, representando assim uma EDP. Neste caso, temos duas varidveis independentes, mas

podem aparecer mais, podendo ser generalizada da forma:

ou JOu ou 0%u 0%u 0%u 0%u

—_— ... =0
TO0x1 Oxy” U 0x, Oxy27 U 0x10x2” 7 0x10x,” 7 Oxyk

Flxi,x2, .., xn, u(x1,X2, ..., X)

Sobre esse tipo de equacdo, ela pode ser classificada de acordo com a sua ordem, podendo
ser de primeira ordem se sua derivada parcial de maior ordem for igual a 1, de segunda ordem se
sua derivada parcial de maior ordem for 2 e assim sucessivamente. Sendo assim, podemos dizer

que a ordem de uma EDP se dd de acordo com a sua derivada parcial de maior ordem.

Além disso, podemos classificd-la como linear ou ndo linear. Neste caso, uma EDP € tida
como linear se atua linearmente sobre a varidvel dependente e suas derivadas parciais. Caso isso

nao ocorra, a EDP € dita nao linear.

As EDP’s ndo possuem uma tnica solugdo, por isso, da-se a ela condi¢des de contorno
para garantir a existéncia e unicidade na solucdo. Assim, com as condi¢des de contorno podemos
afunilar a resposta para a que mais se encaixa naquela que se deseja. Pode-se dizer que as
condicdes de contorno definem uma regido na qual queremos resolver o problema, para isso ha

uma especificacao nos requisitos de resolugao.

Ao falar de EDP’s de segunda ordem, existem 3 tipos principais: Parabdlica, Eliptica e
Hiperbdlica. Sendo assim, a seguir destaca-se, de maneira resumida, as principais caracteristicas

de cada uma delas.

EDP Eliptica € aquela que simula a maioria dos problemas de equilibrio, que sdo aqueles

nos quais a propriedade ndo se altera com o tempo.

EDP Parabdlica e Hiperbdlica sdo aquelas que modelam a maioria dos problemas transi-

entes, que sao aqueles onde o fendmeno observado se altera com o decorrer do tempo. Entretanto



17

a diferenca entre essas duas equagdes € que a Parabdlica modela os problemas onde ocorre a dissi-
pacdo de energia, chamados de fendmenos dissipativos. Por outro lado, se ndo ocorre a dissipagao
de energia, ou se ela pode ser considerada infima, entdo a equacdo que modela o problema € a

Hiperbodlica.

De maneira resumida, podemos apresentar o modelo geral de uma Equacdo Diferencial

Parcial linear de segunda ordem, com duas varidveis, x e y, como sendo:

2 2 2

A%(X,yHB; (xy)+c(9 (xy)+D (xy)+E—(xy)+Fu(XY)—G(XY) 21

Assim, temos que:

» Se B> —4AC < 0, entio a equacdo é Eliptica.
» Se B> —4AC =0, entdlo a equacdo é Parabélica.
» Se B2 - 4AC > 0, entio a equacio & Hiperbdlica.

Destacando agora uma equacao Parabdlica de grande importancia para este trabalho, temos

a Equacdo de Convec¢do-Difusdo:

0 0 92
9¢ - —v—¢ F—¢ (2.2)
ot ox O0x?
d¢ . 2 . oy
Sendo V(')_ 0 termo convectivo € ﬁ o termo difusivo. Neste caso, temos um termo transitorio,
X X

ou seja, que depende da variacao de tempo, onde ¢ pode ser visto como uma varidvel y para atender
as condi¢des da equacdo parabdlica citadas anteriormente. Além disso, esta equacgado (2.2) € dita

parabdlica pois nela ocorre a dissipagcao de energia.

2.2 Discretizacao de uma EDP

Uma equagdo diferencial que simula um fendmeno € um algo continuo, portanto trazer um
resultado para uma distribuicao que € continua, ¢ uma impossibilidade. Assim, é necessario um
processo que transforme essa distribui¢do em algo calculdvel. Para isso, aplicamos a discretizacao,

que implica em transformar a equagao diferencial em um conjunto de equacdes algébricas lineares,
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agora independentes e resolviveis. Esse processo, torna possivel determinar valores da propriedade

de interesse dentro de pontos discretos do dominio do escoamento do fluxo.

Esse processo possibilita a andlise de fluxos em dominios com geometrias complexas,
utilizando malhas estruturadas ou ndo, dependendo do tipo de problema e o método de discretizagao
que mais se adequard. Além disso, facilita o processo de resolu¢do do problema, modelado por

uma equagao diferencial, que estd sendo trabalhado.

Nesse sentido, baseado em Silva e Freire (2020) [9], sabe-se que tratamento numérico de
uma equacao diferencial parcial sé € possivel quando elas sdo expressas na forma de expressoes
algébricas. Nesse contexto, destaca-se que essa discretizacdo ocorre através de um método
numérico. Existem vdrios tipos de métodos numéricos para discretizar equacdes diferenciais,
o que define qual método serd utilizado € a conveniéncia e o contexto do fendmeno que serd

analisado.

Sendo assim, € possivel entender que o método numérico tem por funcio discretizar essa

EDP, ou seja, transformar o seu operador diferencial numérico em expressoes algébricas.

Assim como afirmado por Marques, Pereira, Almeida e Franco (2014) [5], pode-se dizer
que o produto final de qualquer método numérico € a soluciao aproximada da varidvel em cada

ponto discretizado, resultando em um, ou mais, conjuntos numéricos.

2.3 Métodos Numéricos

Ao definirmos nosso objeto de estudo que € regido por uma equagdo matematica, € preciso
resolver esta equagdo para que possamos entender o comportamento do nosso fendmeno em
questdo. Entretanto, nem sempre resolver esta equacdo € tao simples. Portanto, € necessario
uma forma de simplificar, discretizar, esta equacdo para obter uma aproximacao satisfatoria do

resultado desejado, com esse propdsito aplicam-se os métodos numéricos.

Existem muitos métodos numéricos que geram aproximagdes para os mais diversos contex-
tos e problemas, alguns sdo mais simples e podem ser resolvidos normalmente, mas a maioria deles
resolve problemas muito complexos e longos, os quais ndao poderiam ser resolvidos de maneira

agil sem a utilizacdo de recursos apropriados.
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Devido a isso, como € colocado em Cunha (2003) [3], depois que o método numérico é
escolhido, visando sempre aplicar o mais adequado ao contexto do problema, torna-se necessario
sua implementacdo computacional. Isso ocorre porque a maquina possui mais recursos € veloci-
dade para resolver os problemas, principalmente aqueles mais complexos. Assim, considerando a
capacidade da maquina e a margem de erro que pode ocorrer, que geralmente € minima, utiliza-se

este recurso na resolu¢do do problema.

Para este trabalho, focamos em um método para resolver equacgdes diferenciais parciais,
mais especificamente a equacdo de convecgdo e difusdo. Para isso, utilizamos o Método de

Volumes Finitos.

2.3.1 Meétodo de Volumes Finitos

Baseado em Silva e Freire (2020) [9], pode-se dizer que o Método de Volumes Finitos
(M.V.E.) é o método numérico mais utilizado em problemas que envolvem fluxo de fluidos, pois
apresenta algumas vantagens, dentre elas, a interpretacdo fisica das equacdes e a sua aplicacao na

malha computacional.

Este método consiste em dividir o dominio da fun¢do em regides menores nas quais
sdo mais faceis de se trabalhar com a propriedade desejada. Isto € feito pela integracdo da
EDP trabalhada, nessas regides menores, chamadas Volumes de Controle (V.C.), para obter uma

equacao discretizada nesse volume menor.

De maneira direta e resumida, pode-se explicar o método da seguinte forma, o dominio do
escoamento € dividido em V.C.’s e no centro de cada um desses volumes de controle existe um no,
no qual sdo calculados os valores das varidveis. Dessa forma, calcula-se os valores na superficie

do V.C. através de uma interpolacdo dos valores nos nds central e adjacentes.

Definidos os volumes de controle, as equagdes de conservagdo, que sao as equagdes que
regem o fluxo, sdo integradas em cada um deles. Dessa forma, entra em aplicacdo o Teorema
da Divergéncia ou de Gauss, descrito abaixo, para converter integrais de volume em integrais de

superficie.

Teorema 2.3.1 Teorema da Divergéncia: Ao somar todos os pequenos pedacos de fluxo para

fora de um volume usando uma integral tripla de divergéncia, a soma resulta no fluxo para fora
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total desse volume, como medido pelo fluxo através de sua superficie.

Hf divF dV = HF - ndS (2.3)
\% S

onde, a integral tripla calcula partes do fluxo para fora no volume V e a integral dupla calcula o

fluxo para fora na fronteira de V

Dai, obtidas essas integrais, elas sdo aproximadas utilizando os métodos mais adequados.
Assim, resulta uma equagao algébrica para cada controle de volume, na qual sdo definidos valores
das varidveis do n6 central e de seus nds adjacentes. Essas equacOes geram um sistema que €

resolvido pelo método que mais se adeque.

Finalizando, vale destacar que uma das vantagens do Método de Volumes Finitos € a sua
versatilidade, podendo ser aplicado em qualquer malha que defina as fronteiras do volume de
controle. Dessa forma, o método ndo fica limitado a geometria do dominio do fluxo, que muitas

vezes pode ser mais complexo para se trabalhar.

24 OpenFOAM

Baseado em Cheng, Xiong, Morris, Paterson, Sergeev e Wang (2014) [2], podemos dizer
que mecanica e a matemdtica computacional fornecem métodos e ferramentas fundamentais para
simular processos fisicos. A computa¢do numérica pode oferecer percepcgoes e dados importantes
que sdo dificeis ou demasiadamente custosos financeiramente, para medir ou testar de forma
experimental. Assim, percebe-se a importancia da ciéncia computacional. Um dos focos principais
desta ciéncia € a Dindmica dos Fluidos Computacional (CFD), que é o objeto de estudo deste

trabalho.

Softwares capazes de calcular propriedades importantes e simular fenomenos da dinamica
dos fluidos, fazem-se muito necessarios para o desenvolvimento do estudo da Dinamica dos Fluidos
Computacional (CFD). Dentre as tecnologias disponiveis, destacamos o OpenFOAM [6], que é um
software de cédigo aberto gratuito, que tem sido utilizado em larga escala e consegue fazer uma
simulacao satisfatéria. Nesse sentido, Baseado em Cheng, Xiong, Morris, Paterson, Sergeev e

Wang (2014) [2] aponta que o fato de 0 OpenFOAM ser gratuito, facilita o seu acesso e utilizacao,
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tanto em ambientes académicos quanto industriais.

A sigla OpenFOAM significa Open Source Field Operation and Manipulation, traduzindo,
Operagdo e Manipulacdo de Campo de Cédigo Aberto.

Dados do OpenFOAM [7], mostram que este software, primeiramente foi langcado como
codigo aberto pela OpenCFD Ltd. em 2004. A partir de entdo, cresceu e tornou-se o principal
software de cédigo aberto para Dinamica dos Fluidos Computacional (CFD). A ampla base de
usudrios do OpenFOAM cresceu e produziu funcionalidades valiosas para complementar as versoes

oficiais, implementando em sua biblioteca de cédigos, funcionalidades uteis.

Sendo assim, neste trabalho, foi escolhido a utilizacdo deste software para simular os

métodos de volumes finitos que abordaremos no desenvolver deste projeto.



CAPITULO 3

O METODO DE VOLUMES FINITOS
PARA PROBLEMAS DE
CONVECCAO-DIFUSAO

A priori, ressalto que este capitulo foi desenvolvido com base no estudo de um capitulo da

principal referéncia tedrica deste trabalho, Versteeg e Malalasekera (2007) [10].

Em problemas onde o fluxo do fluido desempenha um papel importante, faz-se necessario
estudar os efeitos de convecgdo, que pode ser interpretado como a transmissao de matéria de
um lugar para outro no dominio em que ocorre o escoamento. No entanto, como este efeito, na
natureza, sempre aparece acompanhado da difusado, que € o movimento do fluxo para as diferentes
regides de concentracao no mesmo dominio, neste trabalho serd abordado esses dois objetos em

conjunto.

Sabendo que a equacdo do transporte de uma propriedade genérica ¢ é:

d(pg)

5 +V(pgu) = V(I'V ¢) +5¢ 3.1)

22
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salienta-se que a equacao que representa o estado estaciondrio da conveccao-difusao advém dessa
equacao (3.1), sendo que ¢ é uma propriedade geral e, na equacao de conveccao-difusao, o termo
transitério desaparece, pois estamos trabalhando com o caso estaciondrio, em que o decorrer do
tempo ndo altera o problema. Dessa forma, temos que a equagdo estaciondria de convecgdo e
difusdo é:

div (pgu) = div (I" grad @) + S¢ (3.2)

Sendo I' o coeficiente de difusdo de ¢ e p uma unidade relacionada a massa da propriedade.

Podemos escrever como:

V- (pgu)=V-(I'V ¢)+S¢ (3.3)
Nesta equacdo, V - (p¢u) € o termo convectivo, V - (I' V ¢) € o termo difusivo e S¢ é o
termo fonte .

Buscamos trabalhar com o método de volumes finitos, onde o dominio € dividido em partes

menores, chamadas de volumes de controle (V.C.):

Figura 3.1: Dominio unidimensional, dividido em partes menores chamadas Volumes de Controle

Ampliando uma parte da reta, que representa o dominio de um problema unidimensional,
podemos verificar os Volumes de Controle e os nés. Assim, temos um V.C., onde w e e sdo as

faces e P € o n6 central, com W e E sendo os nds adjacentes, ou vizinhos, a ele:

Figura 3.2: Volume de Controle



24

Portanto, a integracdo formal sobre um volume de controle resulta na equacio seguinte

(3.4), que € a equacao de equilibrio do fluxo nesse volume de controle:

/V-(p¢u)dV:/V-(FV¢)dV+/S¢dV (3.4)
|4 V 1%

Pelo Teorema da Divergéncia, de Gauss (2.3.1), podemos escrever esta equacao em termos da
integral de superficie, onde o volume da equacdo inicial pode ser colocado em termos de drea e

aparece um vetor n, que representa um vetor normal unitdrio em cada ponto da superficie:

/n-(p¢u)dA:/n-(FV¢)dA+/S¢dV (3.5)
A A \%

Estaequacgao € conservativa e o termo a esquerda da igualdade representa o fluxo convectivo,
enquanto o da direita representa o fluxo difusivo e a geracdo, ou dissipacdo, da propriedade geral
¢ dentro daquele V.C. em que houve a integracdo. Assim, pode-se entender que a interpretacao
fisica do produto presente na equagao (3.5) € a propriedade do fluxo nos termos convectivo e

difusivo indo na dire¢do do vetor normal n.

Durante o processo de discretizar os termos de conveccdo pode-se dizer que o valor da
propriedade ¢ € "guardado" no centro, ou seja, ¢ possui um valor definido nos pontos nodais.
Porém, nas faces do volume de controle o valor ndo é conhecido. Assim, encontramos a principal
dificuldade, que € calcular o valor da propriedade transportada, ¢, nas faces do V.C. e verificar o

seu fluxo nas fronteiras.

Nesse sentido, se pararmos para estudar métodos de discretizagdo para problemas apenas
de difusdo o método de diferengas centrais vai funcionar muito bem, por isso, utiliza-lo para
discretizar a equacao de convecgdo-difusdao de imediato parece ser uma boa estratégia. Entretanto,
no processo de difusdo a distribui¢cdo da propriedade transportada € influenciada em todas as
direcdes e no processo de convecgdo a propriedade se espalha apenas na dire¢ao do fluxo. Devido
a 1sso, seria necessario estabelecer um limite superior rigoroso, para que os cdlculos para os termos

convecgdo e para os termos de difusdo, sejam estdveis utilizando diferencas centrais.

Assim, buscar uma forma alternativa de discretizar a equagdo (3.5), permitindo calculos
estdveis com condi¢des menos restritivas torna-se necessdrio. Devido a isso, veremos alguns

métodos que podem ser usados para a discretizacao desta equacdo (3.5) de maneira mais satisfatoria,
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para isso, como uma andlise inicial, consideraremos o caso unidimensional.

3.1 Equacao de Conveccao e Difusao Unidimensional no estado
Estacionario

Podemos dizer que a equacdo que representa a convecgao e difusdo estaciondria da propri-

edade ¢ em um campo de fluxo unidimensional, onde u € a velocidade, é:

d _ 4 (pdé
——(pug) = — (F dx) (3.6)

O fluxo também deve satisfazer a equacdo de continuidade para problemas unidimensionais,

mostrada a seguir, que garante que nao haverd acimulo liquido ou esgotamento de massa.

d(pu)
dx

0 (3.7

Considerando o volume de controle unidimensional da figura 3.3, focaremos no n6 central,
que denominamos P, o qual tem como seus nds vizinhos W e E, a esquerda e a direita respecti-
vamente. Colocando de outra forma, considerando a direcdo do fluxo, podemos dizer que W esté
atrds de P (a montante) e E estd na frente de P (a jusante). As faces sdo w e e, a esquerda e a

direita respectivamente.

Figura 3.3: Volume de Controle ao redor do n6 P
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A integragdo da equacdo (3.6) sobre o volume de controle da Figura 3.3, onde as faces w e

e sdo os limites de integragao inferior e superior respectivamente, resulta em:

‘d [ d (e
/w 5(pu¢)Adx—/w o (Fdx)Adx

(puAe)e — (puAe), = (FAd—¢) - (FA%) (3.8)
dx |, dx |,

De forma andloga, a integracdo da equagdo de continuidade (3.7) leva a:

“d
/ —(pu)Adx =0
w dx

(puA)e — (puA), =0 (3.9)

Para obter o resultado desejado, que sdo as equagdes discretizadas para o problema de
conveccao e difusdo, deve-se aproximar os termos da equagdo (3.8). Para isso, por conveniéncia,

definimos duas variaveis F e D, onde:

r
F = D=— 3.10
pu e A (3.10)

Os valores de F e D nas faces das células podem ser expressos como:

Fy = (pu)y e F.=(pu). (3.11)
I, I, I, e
D, = =>D,=— e D,= =D,= (3.12)
A)CWP Ax AXPE

Prosseguindo, assumimos que A,, = A, = A, para que aconteca a divisao de ambos os
lados da equacdo (3.8) pela drea A. Assim, no lado direito da equacao, onde temos os termos de

difusdo, podemos utilizar as diferencas centrais para escrever a equacao como:

Fepo — Fyydyy = Do(dE — dp) — Dy (dp — dw) (3.13)

A equagdo de continuidade integrada (3.9) também pode ser expressa como:

F,—F,=0 (3.14)
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Assumimos também que o campo de velocidade € de alguma forma conhecido. Por isso,
os valores de F, e F,, sdo igualmente conhecidos. Dessa forma, para resolver a equacao (3.13), s
precisamos calcular a propriedade transportada, ¢, nas faces e e w, que s@o os valores que ainda
nao temos definidos em (3.13). Nesse contexto, serdo analisados 3 esquemas para esse proposito,

nas secoes a seguir, sendo eles: Método de Diferencas Centrais, Método Upwind, Método QUICK.

3.2 Meétodo de Diferencas Centrais

A aproximagdo por diferencas centrais € usada para representar os termos de difusdo
que aparecem no lado direito da equacdo (3.13) em problemas de convec¢do e difusdo em uma
dimensdo. Porém, os termos convectivos ainda ficam em funcdo de ¢, e ¢,,, os quais pretendemos
calcular. Para isso, utilizando a interpolacdo polinomial, por diferengas divididas, podemos
calcular os valores nas faces das células para os termos convectivos. Nesse sentido, podemos
calcular o valor dos termos convectivos utilizando uma interpolag¢do polinomial, podendo ser pelo
método de Newton, de Lagrange ou outro. Neste trabalho, utilizaremos o polindmio interpolador

de Newton, seguindo o esquema da figura 3.4:

Figura 3.4: Interpolacdo para Diferengas Centrais

Utilizando o método de Diferencas Divididas, descrito por Burden, Faires e Burden (2015)
[1] como sendo a interpolagdo iterada, usada para gerar aproximacdes polinomiais de graus
sucessivamente mais altos em um ponto especifico, o qual se procura determinar. Neste momento

nos limitaremos ao problema de grau 1.
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Queremos calcular ¢,, e ¢, para isso usaremos o método de interpolacio de Newton,

diferencas divididas, sendo Q(x) o polindmio interpolador de grau 1. Primeiramente, definimos

que: x; = Wixip1 = Py xio = E; fxi] = ¢is flxie1] = divts flxiz2] = diso.

O polindmio interpolador entdo, para ¢,,, ¢ dado por:

Q1(x) = ¢i + fxi, xir1] (x — x;)

calcularemos as diferencas divididas:

f[xl’-xl+1] ¢l+1 — ¢l
Xi — Xi+l
f[xtaxl+1] ¢I+IA; ¢l

substituindo no polindmio o valor de f[x;, x;+1], temos:

¢l+1

Q1(x) = ¢; + A

( _xl)

Com este polindmio podemos encontrar ¢,,, que € o valor da propriedade na face w. Para
isso, basta substituir o valor que se deseja encontrar no polindmio interpolador. Assim, seja x,, 0
ponto que usaremos para encontrar ¢,,, de forma que f(x,,) = ¢,,:

+1_¢i

O1(xy) = ¢i+T

(xw _xi)

O1(xy) = ¢ + Pirt — i (7)

Ax
Ql(xw) — ¢1+12 ¢l
01(x,) = 20

2
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Portanto, obtemos

_ Gi+ pixi
Pw=""7—
b = M, (3.15)

De forma andloga, calculamos ¢., o qual o polindmio interpolador € dado por:

O1(x) = dig1 + flxir1, X2l (x — xi31)

calcularemos as diferencas divididas:

¢‘+2 - ¢‘+1
flxiv1, xin2] = R
Xi+2 — Xi+1
Giv2 — ¢'+1
flxiv1, xiz2] = #

substituindo no polindmio o valor de f[x;.1,X;+2], temos:

¢i+2 - ¢i+1

01(x) = ¢ip1 + e

(* = Xit1)-
Com este polindmio podemos encontrar ¢., que € o valor da propriedade na face e. Para

1ss0, basta substituir o valor que se deseja encontrar no polindmio interpolador. Dessa forma, seja

X, O ponto que utilizaremos para encontrar ¢., de modo que f(x.) = ¢.:

Q1(xe) = Pig1 + W(xe — Xit+1)
i+2 — Qi+ Ax
Q1(xe) = div1 + % (7)
¢i+2 - ¢i+1

Ql(xe) = Pir1 + 5
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0,(x,) = it ;‘¢i+2.
Portanto, obtemos
i+1 + @i
¢e — (b +1 . ¢ +2
bo =27 N 2 (3.16)

Substituindo os termos (3.15) e (3.16) na equacgdo (3.13) podemos calcular da seguinte

forma:

F, (¢P;¢E) _F, (M) = Do(d - dp) — Do(dp — dw)

F, F,
7(¢P +¢E) — 7(¢W +¢p) = Do(¢r — ¢p) — Dy (dp — dw) (3.17)

Esta equagdo pode ser reescrita da seguinte forma:

F F,
(o5 ) (o)

D,+—|+|D,——= |+ (F.-F,)
2 2

F, F,
dp = (Dw+7)¢W+(De__)¢E

_(p Fy, D F,
¢P— w+7 ¢W+ 6_7 ¢E

Identificando os coeficientes de ¢w € ¢ como aw e ag respectivamente, a expressao da

equacao de convecgao-difusao discretizada, pelo método de diferencas centrais é:

appp = awdw + aedE (3.18)
onde
aw =D,, + % ;
ag =D, - % ;

ap=awy +aw + (Fe —Fw).

Para resolver um problema de conveccio-difusdo unidimensional estaciondrios, onde a
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direcdo do fluxo ndo se aplica, escrevemos equagdes discretizadas na forma (3.18) para todos os
nés da malha. Isso resulta em um conjunto de equagdes algébricas que € resolvido para obter a

distribui¢do da propriedade transportada ¢.

3.3 Avaliacao do Método de Diferencas Centrais

Para avaliar o método de diferencas centrais utilizaremos um exemplo, baseado em Verteeg
e Malalasekera (2007) [10], onde € fornecido as seguintes condi¢des de contorno em um problema
unidimensional com 5nés: ¢o = lemx =0ep; =0emx =L, u=0.1m/s,L = 1m,p = lkg/m>

el'=0.1kg/m.s.

G- 4 —

x=0 X

s |l
O

It
IE_..

Figura 3.5: Dominio do problema

Dessa forma, para calcular o problema de convecc¢ao e difusdo, utilizamos o Octave, que
¢ uma linguagem de programacao computacional. Este programa consegue solucionar problemas
lineares e ndo lineares, sistemas de equacdes algébricas, operacdes com matrizes e muitas outras
funcionalidades, além de conseguir plotar graficos 2D e 3D. Sua interface € baseada em linhas de

comando, onde se expressa o problema e como se deseja resolvé-lo.

Baseado nisso, para este trabalho, foi desenvolvido um c6digo no Octave (o cédigo se
encontra no apéndice deste trabalho) para resolver o problema e plotar um grafico do resultado,
para podermos analisar o comportamento da solucdo utilizando diferencas centrais. O c6digo
consiste em colocar as condi¢des iniciais e montar as etapas de resolu¢ao do problema seguindo

as etapas tedricas apresentadas.



A principio, para as condicdes iniciais dadas, a solucdo funciona muito bem:

1 T T T T
— Solugde
~fi- Dierengas Cantrais
0B F 1
u=0.1mjs
[N 1
04 r h
02r 1
O \ \ . \
a 0.2 0.4 0.8 0.8 1

m

Figura 3.6: Gréfico inicial gerado pelo Octave
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Mas ao mudar as condi¢des de contorno, aumentando o valor da velocidade nos termos do

codigo, a solugdo comeca a oscilar:

T T T T

25 — Solugdo

’ - Cilerengas Cenirais

u=2.5mjs

2 - -
15 71

! k\./ _
05 r b

a 0.2 0.4 0.8 0.8

m

Figura 3.7: Grafico gerado pelo Octave
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Mantendo a velocidade u = 2.5m /s, mas aumentando o nimero de n6s na malha, é possivel

aproximar mais a solu¢do. Seja agora o0 mesmo problema, mas com 20 nds:

12r u=2.5mjs —— Solugdo
—- Diferengas Cantrais

m

Figura 3.8: Gréfico gerado pelo Octave

Porém ao aumentar mais a velocidade, a instabilidade aparece novamente:

3 T T T T
— Solugao
u =10 mjs =i}~ Dierengas Cenirais

m

Figura 3.9: Gréfico gerado pelo Octave



34

Assim, percebe-se que, muitas vezes, aparecem oscilacdes no método de diferengas cen-
trais. Isso ocorre porque os efeitos da conveccdo estdo muito presentes, o que faz com que o
método de diferencas centrais apresente instabilidade, o que mostra que esse método nem sempre

sera muito eficiente.

Pode-se dizer que em problemas onde o nimero de Peclet (Pe) € alto, o método de diferencas
centrais apresenta muitas oscilacdes. Sendo que o niimero de Peclet pode ser entendido, de maneira
simplificada, como:

_convecgao

Pe =
¢ difusao

Nessarelacao percebe-se que quanto maior a difusdo, menor serd o nimero de Peclet, enquanto que,
quanto maior convec¢do, maior serd o numero de Peclet. Assim, quando os efeitos de convecgao

sdo altos ou a difusdo tem pouca influéncia, Pe € grande, o que faz a solucdo ser instdvel.

Mostramos também essa relacdo que se destaca quando a influéncia da difusdo for bem

baixa, verifique:

— Solugdo
—l}- Diferengas Cantrais
30 - ’ —
u=0.1my/s T I|
o |
20 l! I| II II | [ 1
| |
| |I | |I I| [ |I
fl f | f || [ || | |
ol fl I |1 | i
" ﬂ A AT AT I'. |II \ |I l' |I I| II
{p A\ Ill-' \ | II'. [ III | I|I \ | I| | Il [ 1 |
o lrll'lll II‘.I Il.'l | II|I |II IJ| lIi II| III IJ ll || |I |I | | || |
I \ .l'll ]I\' -'|I Il'u II II'lI III I' |II | |II II |I || |I ||
- \/ \ 1 A T A A O AR Y A
. - \ I|I / 'I II| I|I | || || |I | | | | |
ot L ' \ \ | |I [ II II II [
| [ [
ﬁ | |II II || |
|II |I |
20 + | p
i I
Gﬂ 1 1 ! 1 L
0.2 0.4 0.8 0B 1
m

Figura 3.10: Gréafico com I' = 0.0001 gerado pelo Octave
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Note que, apesar da velocidade ser a mesma da figura 3.6, onde a solugdo era estdvel, ao

diminuir a difusdo o nimero de Peclet aumentou, o que fez o grafico oscilar.

Portanto, percebe-se que a solu¢cdo dada pelo método de diferencas centrais € instdvel para
problemas com Pe muito alto. Assim, este método nem sempre ird fornecer uma aproximagao

satisfatdria, dependerd das condicdes do problema que serd trabalhado

3.4 O método Upwind

Além de ndo ter uma solucdo estdvel, uma das principais defici€éncias do esquema de
diferencas centrais € identificar a direcdo do fluxo. Nesse método, o valor da propriedade ¢ na
face recebe a mesma influéncia de seus dois nds vizinhos, independente da direcdo em que o fluxo

corre.

Assim, em um fluxo onde a influéncia € forte indo da esquerda para a direita (positiva),
o esquema de diferencgas centrais seria ineficiente, pois a face a esquerda, w deveria receber uma
influéncia muito maior do n6é a montante, W, do que do n6 a jusante, P. Da mesma forma que a

face e deveria receber uma influéncia maior do n6é a montante, P, do que do no a jusante, E :

pLan Me

[ J
L
L ]

Figura 3.11: Influéncia do fluxo na direcao positiva

De modo andlogo, o mesmo se aplica no direcdo oposta do fluxo, indo da direita para a
esquerda (negativa), onde a face w recebe mais influéncia do n6 P e a face e recebe mais influéncia

dond E:
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L ]
L J
[ ]

uJ £

Figura 3.12: Influéncia do fluxo na dire¢do negativa

Portanto, faz-se necessario estudar outro método de discretizacdo. Nesse contexto, abor-
damos o método Upwind que, fazendo uma tradugdo livre, podemos chamar de Método da

Interpolagdao & Montante.

O esquema Upwind leva em consideragdo a direcao do fluxo para calcular o valor da
propriedade na face da célula. Nesse sentido, temos que o valor da propriedade ¢ na face da célula
¢ considerado igual ao valor de ¢ no né atrds desta face (a2 montante). Por isso o nome Método
da Interpolagdo a Montante, pois serd tomado um ponto a mais para calcular o valor de ¢ na face,
o qual deve estar a montante da face, seja qual for a dire¢do do fluxo. Para melhor compreensao,

serdo apresentados exemplos a seguir.

Na figura abaixo (3.13) os valores da propriedade nos nds estdo sendo usados para calcular
o valor da propriedade nas faces do volume de controle, estando o fluxo na direcao positiva, ou

seja da esquerda para a direita.

\’\, (Y] e _
—_— P e E

Figura 3.13: Direcao Positiva do Fluxo no Upwind
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Nesta direcao, temos que u,, > 0, u, > 0 ou seja, F,, > 0, F, > 0, assim, este método

define:

bw=9¢w € ¢.=¢p. (3.19)

Dai, a equacao discretizada (3.13) fica da forma:
Fe¢p — Fwdw = De(dE — ¢p) — Di(dp — dw) (3.20)
podemos reescrever como:

Fe¢P - FW¢W = De¢E - De¢P - DW¢P +DW¢W
Fe¢P +De¢P +DW¢P = De¢E +DW¢W +FW¢W

(Dy + D, +Fe)pp = (Dy+ Fy)pw + DedE.
Assim, obtemos:

[(Dw +Fw) +De + (Fe - Fw)]¢P = (Dw +Fw)¢W +De¢E (3-21)

Na dire¢ao oposta, ou seja, na direcdo negativa do fluxo, temos como exemplo:

b %

—
|
dpu d?rp 1
| ' I
| I
! i
s ! ig
W i <— L
L& e

w

Figura 3.14: Direcao Negativa do Fluxo no Upwind

Onde, u,, <0, u, < 0, ou seja, F,, <0, F, < 0, assim € definindo:

¢w=0¢p € ¢.=¢E. (3.22)
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Com a equacdo discretizada (3.13), sendo:

Fepp — Fywdp = D.(¢g — ¢p) — D\ (dp — dw) (3.23)

Podemos escrever como:

Fe¢E - Fw¢P = De(bE - D€¢P - Dw(bP + DW¢W
D.¢p+ Dydp — Fyopp = Dodp + Dyodw — FePE
(Dw +D, - Fe)¢P =Dydw + (D, - Fe)¢E

[Dw + (De - Fe)]¢P = DW¢W + (De - Fe)¢E

Assim, temos:

[Dw + (De - Fe) + (Fe - Fw)]¢P = DW¢W + (De - Fe)¢E (3-24)

Identificando os coeficientes de ¢w e ¢ como sendo, respectivamente, ay € ag, podemos

substituir nas equagdes acima, (3.21) e (3.24), generalizando a férmula como:

appp = awdw + agpdg (3.25)

com coeficiente central sendo:

ap=aw+ag+ (F.—Fy)

e os coeficientes vizinhos sendo:

e Para o fluxo positivo, (F,, > 0, F, > 0):

¢ Para o fluxo negativo, (F,, <0, F, < 0):

aw=D,, e ag=D,-F,
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Uma forma de notagdo para os coeficientes vizinhos no método de diferenciagdo Upwind

que cobre as duas dire¢des do fluxo pode ser:

aw = D, + max(F,,,0) e ag=D,+max(0,-F,)

3.5 Avaliacao do Método Upwind

Seguindo o mesmo direcionamento da se¢do anterior, foi desenvolvido um c6digo no

Octave, para simular o comportamento da solu¢do de um problema utilizando o método Upwind.

O problema € mesmo da se¢do de avaliagdo anterior, com as condi¢des de contorno de um
problema unidimensional, utilizando 5 nés: ¢g = lemx =0e ¢; =0emx = L, u = 0.1m/s,

L=1m,p=1lkg/m>eTl =0.1kg/m.s. O dominio é o mesmo da figura 3.5. Analisaremos os

resultados:
1
— Solugao
T =i~ Upwind
=
=
"
=
=
08+ = u=0.1mjs
=
0.6
04F
.:|.2 -
a 1 1 1 1
o 0.2 0.4 0.6 0.8
m

Figura 3.15: Grafico inicial gerado pelo Octave
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A priori, os resultados sdo satisfatérios. Porém, assim como o método de diferencas
centrais parecia estdvel inicialmente, ¢ importante variar as condi¢cdes de contorno do problema
para verificar a confiabilidade da aproximacao gerada pelo método. Assim, seguiremos 0s mesmos
passos que usamos para avaliar o esquema de diferencas centrais, aumentando gradativamente a
velocidade e o nimero de pontos para analisar o comportamento da solucdo fornecida pelo método

e verificar se sua aproximagao € satisfatoria.

Por isso, testaremos agora para condi¢des de contorno diferentes, onde variamos a veloci-

dade para verificar se a estabilidade se mantém:

T T T T
— Solugdo

12 b Uu=2.5m/s - Upwind | -
= = | 1
08t -
06 [ 1
04 1

1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8
m

Figura 3.16: Grafico gerado pelo Octave

Nesse caso, a estabilidade se manteve, apesar da aproximacao ter sido um pouco menos
precisa. Pode-se resolver isso aumentando o nimero de pontos nodais, nesse caso aumentamos

para 20 nds, com intuito de tentar melhorar a aproximacao, obtendo:
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— Solugdo

1z Uu=2.5mfs - Upwind

m

Figura 3.17: Gréfico com gerado pelo Octave

Agora, aumentando mais a velocidade, para verificar a estabilidade em condi¢des de

contorno em que a conveccao € grande, ou seja, Pe € alto, temos:

T T T T
— Solugido
1ol u=10m/s - Upwind | |
-I -
(P 08t J
06 H
04
i 0z 0.4 0.8 08 1

m

Figura 3.18: Grafico com gerado pelo Octave
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Assim, percebe-se que a aproximacao € estdvel e quanto maior o nimero de pontos nodais
utilizados, mais préxima serd a solu¢do. Entretanto, apesar de a solu¢do nao oscilar, como foi no
caso de diferengas centrais, existe uma certa "suavizacao" do gréifico. Sendo assim, entende-se
que o Upwind, forneceu uma solu¢do estavel e mais proxima da resposta real do problema, porém
houve um "amortecimento" no resultado. Esse erro numérico é chamado de falsa difusdo, que é

um erro que deve ser considerado na solugdo ao utilizar este método.

3.6 O Método QUICK

Na secdo anterior, discorremos sobre o método Upwind, que apesar de representar uma
boa solug@o para problemas em que a dire¢ao do fluxo € importante, ele fornece uma precisao de
primeira ordem em termos de erro de truncamento da série de Taylor (3.6.1), o que faz com que esse
método esteja propenso a erros numéricos, como € o caso da difusdo falsa. Todavia, se usarmos
uma precisdo de segunda ordem, os erros sdo minimizados. Nesse contexto, apresentamos o
método QUICK, que significa Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinetics, fazendo

uma traducdo livre: "Interpolacao Quadratica a Montante para Cinética Convectiva".

Observacao 3.6.1 Paraficar mais claro, destacamos que a série de Taylor é de grande importancia
para o estudo de métodos numéricos, pois fornece um meio de aproximar uma funcdo f(x)
qualquer, por um polinémio de grau adequado nas proximidades de um ponto de interesse, o qual
se deseja encontrar. Em resumo, podemos dizer que a série de Taylor fornece um meio de achar
o valor da funcdo em um ponto. Isso nos permite, por exemplo, manipular o polinémio ao invés
de manipular a fungdo em si, resultando numa simplifica¢do dos cdlculos em troca de uma perda

de precisdo aceitavel.

2 Fn)
=Y D ay
n=0 ’

Esta é a série de Taylor centrada em a.

Definicdo 3.6.1 Erro de truncamento na série de Taylor: é a diferenga entre o valor real de uma
fungdo e o valor aproximado calculado utilizando um niimero limitado de termos na expansdo da

série de Taylor.
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Esquemas de ordem superior envolvem mais pontos adjacentes e assim, reduzem os erros
de discretizagdo ao incorporar uma influéncia mais ampla. O método de diferencas centrais,
estudado anteriormente, apesar de possuir uma precisao de segunda ordem, se mostrou instavel em
problemas onde a conveccao € forte. Normalmente, formulacdes que ndo levam em consideragao
a direcdo do fluxo, como a de diferengas centrais, sdo instaveis. Devido a isso, faz-se necessario
estudar um método de ordem superior mais preciso, que preserve a estabilidade e leve em conta
a dire¢do do fluxo, assim como o método Upwind. Assim, analisaremos o esquema QUICK de

Leonard, que é um esquema de ordem superior que possui essas duas propriedades.

O método QUICK de Leonard (1979 apud Versteeg e Malalasekera, 2007 [10], p.156),
utiliza uma interpolagdo de segunda ordem, considerando trés pontos para calcular o valor na face
da célula. Nesse método, o valor de ¢ € obtido a partir de uma fun¢do, que passa por dois nés,
um em cada lado da face, de modo que a face esteja entre esses dois pontos nodais, € um né a
montante, ou seja, considerando a dire¢do do fluxo, € o ponto que se encontra atrds do primeiro

7

no.

Explicando de outra forma, podemos dizer que para calcular o valor de ¢ na face leva-se
em consideracdo dois nés a montante, antes da face e um depois dela, sempre levando em conta a

direcdo do fluxo para entender onde € a montante e onde € a jusante.

e ° .
P E

Figura 3.19: Volume de controle com um no6 central e dois nds a montante € a jusante

Na figura 3.19, podemos visualizar os nés que serdo usados para calcular o valor da
propriedade na face, de modo que, considerando a direc@o positiva do fluxo (da esquerda para a
direita), temos que, para calcular ¢ na face w, usariamos dois nés a montante, WW e W, e um
a jusante, P. Usando a mesma ldgica, para calcular ¢ em e, usariamos W, P e E. Contudo,
se a direcdo do fluxo for negativa, os pontos usados para os cdlculos muda. Para melhorar o

entendimento, veremos exemplos a seguir.

Tomemos como exemplo, quando u,, > 0 e u, > 0. Dessa forma, € usada uma interpolagcao
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de ordem dois que passa por WW, W e P para avaliar ¢,,. Além disso, para calcular ¢, temos mais

uma interpolacao de segunda ordem que passa por W, P e E.

Figura 3.20: QUICK na direcao positiva do fluxo

Agora, para u,, < 0e u, < 0 os valores de ¢ em W, P e E sdo usados para calcular ¢,, e

os valores em P, E e E'E sdo usados para verificar ¢,.

Figura 3.21: QUICK na direcao negativa do fluxo
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Explicando sobre a interpolacdo, sejam os nés de indices i, i — 1 e i — 2, com i sendo o
indice no ponto P, i — 1 o indice no ponto adjacente W ou E e i — 2 o indice no ponto a montante,
que pode ser WW ou E'E, depende da direcao do fluxo e em qual face se deseja calcular o valor da

propriedade. Podemos calcular, pelo método de diferencas divididas, o valor de ¢ na face.

WW =2  wei-h Pot E-i-\ EE-L-2

-

Figura 3.22: Indices dos pontos nodais no QUICK

Assim como no método de diferencgas centrais, aplicamos novamente o método de diferencas
divididas de Newton, mas dessa vez, considerando mais um ponto, ou seja, procuramos um

polindmio interpolador de segunda ordem. Assim, calcularemos da seguinte forma:

Para calcular o polinémio interpolador, Q,(x), onde n é o grau do polindmio, que nesse

caso € 2, temos:

0>(x) = flxiza] + flxic2, xic1](x = x;2) + fxiz2, Xi—1, %] (x — xi—2) (x — x;_1)

onde, f[x;] = f(x;) e f[xi—2,x;—1] é calculado por:

flxim2, xi-1] = Slxizil - f[xi—z].

Xi-1 —Xj-2

e f[xi—2,Xi-1,x;] € calculado por:

flxicn,xi] = flxic2, xi-1]

Xi = Xj-2

f[xi—Z’ Xi-1,%i] =

Assim, sendo f[x;—2] = ¢i—2, flxi-1] = ¢i-1, f[xi] = ¢;, podemos calcular o polindmio

interpolador da seguinte forma:

02(x) = i+ flxi2, xi1](x —x;2) + fxi2, xi-1, %] (x — x;2) (x —x;-1)



Calculando as diferencas divididas, temos:

(1) Primeiramente,

flxio1] = flxi-2]

flxic, xiz1] =
Xi—1 — Xj-2
flxiz2, xiz1] = %
(i1) Ainda,
flxic,xi] = Slxil = flxi1]
Xi = Xi-1
f[xi—l,xi] = %

(i11) Por ultimo,

flxiot, xi] = flxiz2, xi-1]

Xi = Xj-2

f[xi—Z’ Xi-1,%i] =

$i—pi-1 _ $i-1—¢i—2
Ax Ax

2Ax

flxiz2, xi—1,xi] =

i — Pi-1 — pi-1 — Pi-2
2(Ax)?

f[xi—z,xi—l,xi] =

i —2¢i-1 — pi2
2(Ax)? '

f[xi—z,xi—1,xi] =

Assim, substituimos no polindmio:

O2(x) = ¢i—2 + flxi2, Xi1](x = xi2) + f[xi2, xi—1, %] (x — x;2) (x —x;-1)

i — 201 — ¢i2
2(Ax)?

$i-1 — Pi-2
Ax

(x —xj—2) + (x —x;2)(x —x;-1)

Q2(x) = ¢i2 +

46
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Para encontrar o valor de ¢ na face basta substituir o valor de x no polindmio por aquele
que desejamos encontrar. Dessa forma, sabemos que os indices dos nés adjacentes a face sdo i e
i — 1, e 0 n6 a montante tem indice i — 2. Portanto, o que pretendemos calcular € o valor de ¢ em

um ponto da face, o qual estd entre i e i — 1. Dai, obtemos:

i-1 = ¢i- i = 2¢i-1 — ¢i-
0(x) = dioa + P02 i) + MO () )
Pi-1 — ¢i2 ¢i —2¢i-1 -

Pi-2
l (xface - xi—2) (xface - xi—l)

QZ(xface) =¢i2+ (xface - xi—Z) +

Ax 2(Ax)2

0k pace) = b2 + bi-1 — di2 (3Ax) L9 2¢i-1 — ¢i2 (3Ax) (Ax)

Ax 2 2(Ax)2 2

3 i —2¢i-1 —¢i2 (3) (1
O2(Xface) = i + (i1 — di2) (5) +2 ¢21 o (5) (5)

R 3¢i2  3¢ia  3pi-1  64i-1 3¢
QZ(xjace)—¢l—2 2 + 3 + ) 3 + 3

8pio —12¢; 2 +3¢; 0 12¢;-1 —6¢i_1 3¢,

Q2(face) = 8 ¥ R e
i 601 3¢
QZ(xface) = —% + % + %

Dessa forma, mostramos que em uma malha uniforme, o valor de ¢ na face da célula é

dado pela seguinte férmula:

3 1

2 65—~ (3.26)

§¢ +
i-1 3 3

¢face = 3

Quando u,, > 0, os nds mais préoximos a face w sdo W e P, e 0 n6 mais a montante € WW,

entao temos:

6 3

1
Oy = §¢W + §¢P - §¢WW (3.27)
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Quando u, > 0, os nés mais proximos a face e sao P e E, e o né mais a montante é W,

entao:

6 3 1
be = §¢P + §¢E - §¢W (3.28)

Os termos de difusdo podem ser avaliados usando o gradiente de aproximacao da parédbola.
E interessante notar que, em uma malha uniforme, essa pratica fornece as mesmas expressdes que
o método de diferencas centrais para a difusao, uma vez que a inclinagao da corda entre dois pontos
em uma parabola € igual a inclinacdo da tangente a pardbola em seu ponto médio. Se F, > 0,
F, > 0 e se usarmos as equagdes (3.27) e (3.28) para os termos convectivos e diferencas centrais
para os termos de difusdo, a formacao discretizada da equagao de transporte de convec¢ao-difusao

unidimensional (3.13) pode ser escrita como:

=D.(¢g — ¢p) — D\(dp — dw).

F 6 3 1 r 6 3 1
P §¢P+§¢E_§¢W - Fy §¢W+§¢P_§¢WW

Rearranjando a equacao, obtemos:

6 3 1 6 3 1
Fe (§¢P) + Fe (§¢E) _Fe (§¢W) - Fw (§¢W) + Fw (§¢P) - Fw (§¢WW) =

D.¢pg —D.pp—Dyop — D, dw

6 3
F, (§¢P) +F, (§¢P) +De¢P +DW¢P =

3 1 6 1
D.¢pg—D,, ¢w — F, (§¢E) +F, (§¢W) +F, (gfﬁw) +F, (§¢WW)

1

3
D, - gFe] ¢ — sFvoww  (3.29)

6
DW+§FW+D3+—F6] op = 2

8 8

6 1
D, + ng + gFe] ow +

Agora, temos a equagdo discretizada da forma:

appp = awdw + apdr + awwdww (3.30)
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onde,

6 1
aW:DW+§Fw+§Fe 5

3
aE:De_gFe 5
1

aWW:_ng ;

ap =aw +ag +aww + (F, — F,)

Para F\, < 0e F, < 0, o fluxo através das fronteiras a esquerda e a direita € dado pelas

expressoes

6 3 1 6 3 1
by = §¢P + gfl’w - §¢E e ¢ = §¢E + §¢P - §¢EE- (3.31)

O processo para descobrir essas expressoes € andlogo ao mostrado anteriormente, porém como a
direcdo do fluxo mudou, os pontos tomados para fazer o cdlculo serao diferentes, mas os valores

permanecem.

A substituicao dessas duas formulas para os termos convectivos na equacao discretizada

de convecc¢ao-difusdo (3.13), juntamente com a diferenga central para os termos de difusao, leva,

=D.(¢g — ¢p) — D\ (¢p — dw)

F 6 3 1 F 6 3 1
p §¢E+§¢P_§¢EE - F, §¢P+§¢W_§¢E

ApOs o rearranjo, de forma andloga ao que foi feito acima para encontrar (3.29), temos a seguinte

equacao:

6 1
De - gFe=Fy

3
D,+-F,
8

6 3
[DW——FW+D6+—FE] ¢p = 2 dw +

1
2 2 ¢ + §Fe¢EE (3.32)

onde a equacdo discretizada é:

apdp = awdw + apPE + AEePEE (3.33)



com os coeficientes sendo:

50

3
aW:DW+§Fw ;

6 1
aE:De_gFe_ng 5
1
aEE=§Fe ;

ap:aW+aE+aEE+(Fe—FW)

Assim, temos um conjunto de duas equagdes discretizadas pelo método QUICK, porém,

uma expressao geral, vdlidas para direcdes de fluxo positivas e negativas, podem ser obtidas

combinando os dois conjuntos de coeficientes acima.

O esquema QUICK para problemas de convecgdo-difusdo unidimensional pode ser resu-

mido da seguinte forma:

appp = awdw + apde + awwdww + AEePEE (3.34)

com coeficiente central

e coeficientes vizinhos

ap =aw +ag +aww + agg(Fe — F,)

6 1 3
aw =D, + —a,F,, + —a.F, + §(1 -ay)F,

8 8

1

aww = —ga/wa ;

3 6 1
aE:De'l'ga’eFe_g(l_a'e)Fe_g(l_a'w)Fw 5

1
agg = g(l —a.)F,
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Onde
1, seF, >0
aw =
0, seF, <0
1, seF,>0
Qe = 3
0, seF,<0

3.7 Avaliacido do Método QUICK

O esquema QUICK possui maior precisao formal do que o método de diferencas centrais
e ainda mantém o peso das caracteristicas do Upwind. As solugdes obtidas, muitas vezes, sao

consideravelmente mais precisas que as do método Upwind.

No préximo capitulo, mostraremos uma solu¢do numérica, comparando o Upwind e o
QUICK, o que possibilitard perceber que o0 QUICK € mais préximo da solugdo real do que o
Upwind. Entdo, pode-se dizer que para problemas mais complexos, o método QUICK apresenta
as solugdes mais satisfatérias dentre os trés métodos estudados. Note que a avaliagdo do método
QUICK nao foi feita em uma dimensao utilizando o Octave como nos casos anteriores, pois 0O
cddigo seria bem mais complexo, entdo optou-se por realizar o teste apenas no OpenFOAM,

utilizando duas dimensoes.



CAPITULO 4

APLICACAO NO OPENFOAM

No capitulo anterior, analisamos a equacdo de convec¢do e difusdo para problemas unidi-
mensionais. Neste capitulo, mostraremos solu¢ao numérica para problemas bidimensionais, onde

a aplicacdo pode ser mostrada no OpenFOAM [6].

Primeiramente, dissertando um pouco sobre o OpenFOAM, destacamos que ele € um
software gratuito e open source, ou seja de cddigo aberto. Isso traz uma vantagem em relagdo
a este programa, pois ao permitir acesso ao seu codigo de execucdo, ele possibilita ao usudrio

customizar e entender o funcionamento do software de maneira mais completa.

De acordo com OpenFOAM [8], este programa teve sua primeira versao lancada em
dezembro de 2004 pela OpenCFD e desde entdo, ele tem sido trabalhado para aumentar suas

funcionalidades, que o permitem uma variedade de aplicagdes.

Além disso, ele utiliza a linguagem C++ em sua programacao, que ¢ uma linguagem bastante
usual para programas computacionais, o que o € um facilitador para sua utiliza¢io. Portanto, pode-
se perceber que este software apresenta varios beneficios, por isso, escolher utilizé-lo para este

trabalho foi algo simples.

52
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Além de vérias funcionalidades importantes, o fato do OpenFOAM ser gratuito e possuir
codigo aberto foi essencial para esta pesquisa, pois permitiu que, além de usa-lo sem custo, o
processo de resolucdo dos problemas fossem melhor compreendidos. Muitos softwares que nao
possuem c6digo aberto ndo permitem o acesso aos processos de resolucao. Assim, o OpenFOAM

ndo s6 permitiu enriquecer a pesquisa, como também a melhor compreensao do fendmeno estudado.

O OpenFOAM ¢€ capaz de simular o comportamento do fluido em malhas 2D e 3D, porém
para este momento do trabalho, estudaremos o comportamento somente em duas dimensdes. Para
isso, como ja falamos dos métodos, procurou-se fazer uma simulagdo de um problema, onde
construiu-se uma malha com determinadas condi¢des de contorno e fez-se a comparagdo dos

resultados utilizando o Upwind e o QUICK.

Como mencionado anteriormente, o0 OpenFOAM € um software de cédigo aberto, com
linguagem C++, onde podemos montar a estrutura do problema que queremos simular. Para isso,
€ necessdrio seguir alguns passos. De maneira resumida, pretende-se mostrar o que foi feito para

simular este problema.

Primeiramente, dentro do OpenFOAM, temos algumas pastas que contém suas informagdes
e condi¢Oes de aplicacdo, as quais podem ser copiadas e modificadas para atender as condicoes
do usudrio. Nesse sentido, Dentre essas pastas, temos os solvers, sdo eles que definem como o
problema serd resolvido. O solver utilizado para a simulacdo tratada neste trabalho é chamado de

scalarTranspotFoam. Assim, segue o cddigo do scalarTranspotFoam:



.
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int main(int argc, char *argv([])

{
#include "setRootCaselists.H"

#include "createTime.H”
#include "createMesh.H"

simpleControl simple(mesh);

#include "createFields.H"

SO K K ok ok ok ok ok ok ok K K K K K K K K Kk k Kk k Kk k K ok ok K K K K K K K Kk Jf

Info<e "\nCalculating scalar transport\n" << endl;
#include "CourantNo.H"

while (simple.loop(runTime))

{

Info<< "Time = " << runTime.userTimeName() << nl << endl;
fvModels.correct();

while (simple.correctNonOrthogonal())
{
fvScalarMatrix TEgn
(
fum: :ddt(T)
+ fvm::div(phi, T)
- fwm::laplacian(DT, T)

fyModels. source(T)
);

TEgn. relax();
fvConstraints.constrain(TEgn);
TEgn.solve();
fvConstraints.constrain(T);

}

runTime.write();

}

Info<< "Endyn" << endl;

return 8;

}

Figura 4.1: solver scalarTranspotFoam [1]
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Definido o solver, temos que escolher qual caso queremos simular e qual método vamos
utilizar. Para isso, precisamos adequar a malha, no blockMesh. Nesse arquivo, podemos definir
como serd a malha trabalhada, desde os vértices, os formatos, quais faces serdo mdveis e outras

funcionalidades necessdrias para a criagdo da malha.

e R T T %\
I / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox
[ / 0 peration | Website: https://openfoam.org
1V A nd | Version: 16
1/ M anipulation |
R R R R e LR e e */
FoamFile
{
format ascii;
class dictionary;
object blockMeshDict;
}

llll"llll" * ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ & X & ¥ X ¥ ¥ ¥ F ¥ ¥ F¥ X F¥ X F¥ F ¥ F ¥ ¥ F¥ X £ X X F X F X X llll"llll"

convertToMeters 1://0.1;

vertices

(
(8 8 8)
(10 8)
(118)
(@ 18)
(66 6.1)
(18 8.1)
(118.1)
(6 16.1)

)

blocks

{

hex (6 123456 7) (50 50 1) simpleGrading (1 1 1)

Figura 4.2: blockMesh [1]
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boundary
(
topLeftWall
{
type wall;
faces
(
(376 2)
(8 47 3)
);
}
botRightwall
{
type wall;
faces
(
5 1)
4 0)
);
}
frontAndBack
{
type empty;
faces
(
(83 21)
456 7)
)i
}
)i
[ FEFERERERRERFEREREEREREEEEERREEFEREEERERREEFEREREEFERERERREEEEREEFEFRREER /f

Figura 4.3: blockMesh [2]

O método € definido no arquivo fvSchemes. Onde podemos escolher o esquema de discre-
tizagdo que iremos usar para resolver o problema proposto. Para isso, observando a figura 4.4, na

linha 30 do cédigo, onde esta escrito upwind, pode-se trocar e colocar o método que se deseja.
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11 / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox
4 11 / 0 peration | Website: https://openfoam.org
5 17/ A nd | Version: 16
1/ M anipulation |
R e e e e e e */
& FoamFile
9 {
16 format ascii;
11 class dictionary;
12 location "system";
13 object fvSchemes;
14 }
T
16
17 ddtSchemes
18 {
19 default Euler:
260 }
21
22 gradSchemes
23 {
24 default Gauss linear;
25}
27 divSchemes
28 {
29 default none;
30 div(phi,T) Gauss upwind;//colocar o método aqui
31 }
33 laplacianSchemes
34 {
35 default none;
6 laplacian(DT,T) Gauss linear corrected;
37 }
39 interpolationSchemes
46 {
41 default linear;
42 }
43
44 snGradSchemes
45 {
46 default corrected;

Figura 4.4: fvSchemes

Além disso, podemos definir durante quanto tempo o problema vai correr e quantas etapas

queremos calcular, definimos isso no controlDict.



1| fGooooooooooooooooooooooooooaoaa55S o (@HL slooooooooooooooooooooooooooooooooss ®|
o mm======= |

31| / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD Toolbox

4 11 / 0 peration | Website: https://openfoam.org

5 1/ A nd | Version: 1@

6 (Y M anipulation |

1l |Goooooooooooooos5000005505 0000000000000 0999999990000 S NOOo00DDDDDD0000000DS ®/
2 FoamFile

9{

16 format ascii;

11 class dictionary;

12 location "system";

13 object controlDict;

14 }

lif{*i’*ﬂ-’********2************************;;

16

17 application scalarTransportFoam;
18

19 startFrom startTime;
28

21 startTime a;

23 stopAt endTime;
24

25 endTime 1;

26

27 deltaT 8.0001;
28

29 writeControl timeStep;
30

3l writeInterval  506;

32

33 purgeWrite 8;

34

35 writeFormat ascii;

36

37 writePrecision 6;

38

39 writeCompression off;

4@

41 timeFormat general;
42

43 timePrecision 6;

44

45 runTimeModifiable true;

Figura 4.5: controlDict
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Definidos estes aspectos, podemos simular o problema. Neste trabalho tomaremos como
exemplo o problema, retirado de Versteeg e Malalasekera (2007) [10], que € o seguinte: Em um
dominio onde a velocidade € uniforme, v = u = 2m/s, e é paralela a diagonal da malha. As
condig¢des de contorno sdo ¢ = 0 na face de baixo (sul) e na face a direita (leste) e ¢ = 100 na face

a esquerda (oeste) e na face de cima (norte).

X ? = 100

]

9 ©
o O

2-m/ A

\
X

> b-0o
=2 A

Figura 4.6: Dominio do fluxo

Neste problema, fazemos uma comparacao entre o esquema Upwind e o QUICK podendo

mostrar, sob essas condi¢des, um teste para um caso bidimensional em uma malha de 50 X 50.

Assim, geramos a malha, com o blockMesh e aplicamos o solver, scalarTransportFoam,
e para visualizar a malha, utilizamos o paraview, que é um visualizador que abre arquivos com
a extensdo .foam, o qual criamos com os comandos paraFoam -touch para gerar um arquivo
.OpenFOAM e depois usamos o mv .OpenFOAM .foam. Assim, podemos abrir a malha no
visualizador, pois ja temos a extensdo necessdria para abrir o arquivo. Assim, colocamos o

problema para rodar.

Temos assim, duas malhas geradas no OpenFOAM, sendo a primeira 4.7, gerada utilizando

o método Upwind e a segunda 4.8, gerada pelo método QUICK.

Primeiro, veremos a malha gerada pelos dois esquemas:



Figura 4.7: Malha gerada utilizando o método upwind

Figura 4.8: Malha gerada utilizando o método QUICK
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Agora, mostrando graficamente as solugdes, utilizando a ferramenta Plot Over Line do

paraview, temos:

Comparacao entre o Upwind e o QUICK

110+ = = =Upwind

QUICK

100 =

a0 \

B0+ ¥

70+

phi

S0

40 i

304 i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 | 12 14 16 18
Distdncia ao longo da diagonal (X - X)

Figura 4.9: Comparacdo da solucao bidimensional do QUICK e Upwind

Pelo gréfico, pode-se observar que o esquema QUICK coincide muito mais precisamente

com a solucdo exata do problema, do que o Upwind .

No upwind existe uma suavizacdo da solucao do problema. O Esquema QUICK € mais
préximo da solugdo real, no entanto, pode causar, minimas, falhas por subestimacao e superesti-
macao, como evidenciado na Figura 4.9, onde existe uma pequena elevacdo tanto acima (na linha
100) quanto abaixo (na linha 0) no grafico. Porém, ainda sim, o QUICK mostra-se uma aproxi-
macao mais exata. Mas, possibilidade de subestimacdes e superestimacoes deve ser considerada

ao interpretar as solu¢des dadas por este método.
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4.1 Consideracoes Finais

Neste trabalho, buscou-se entender e comparar as vantagens e desvantagens na utilizagao
de trés métodos de Volumes Finitos diferentes, sendo eles o de Diferencas Centrais, o Upwind e
o QUICK. Cada um desses métodos pode ser empregado dependendo do problema e do grau de
precisdo desejada, como foi visto o QUICK € o mais apropriado, entre os trés, para problemas
mais complexos. Por outro lado, para problemas mais simples, mas em que a dire¢cao do fluxo
faz-se importante, a utilizacdo do Upwind seria adequada. J4 em problemas onde a dire¢cdo do

fluxo ndo € relevante, o método de Diferengas Centrais pode ser aplicado.

Assim, mostra-se a importancia de estudar estes métodos, para entender onde emprega-los
da melhor forma para agilizar e facilitar a resolu¢do do problema, visando o menor erro possivel

ou a aproximacao mais satisfatria, dependendo do caso.

Além disso, tentamos mostrar o quanto os softwares, € mais especificamente o OpenFOAM,
sdo relevantes na resolucdo de problemas como esse (solu¢cdo da equacdo de conveccao e difusao)
em que os métodos para a solu¢cdo da equacdo podem ser implementados computacionalmente, o

que facilita sua compreensao e permite a visualizacdo de sua eficiéncia.
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APENDICE

Cdédigo do Octave, desenvolvido pela autora, utilizado para gerar as figuras: 3.6, 3.7, 3.8,

39e3.10

1 klear all:;
2 clec:
2
4 Condigfes iniciais do problema
2 L=1;
6 u=
7 rho=
g8 Famma= ;
8 N=20;
10 phi 0=1;
11 phi 1=0;
12
13 $tMontagem do cddigo para solugio
14 =xface=linspace(0,L ,N+1);
15 dx=xface(2)-xface(l):
16 for i=1:H
17 xnode (1)=(xface (i+1) +xface (1)) * H
18 endfor
19
20 D=Gamma/dx:
21 F=rho*u;
22
] for i=1:N
24 aw(i)=D+F/2;
B ak (i)=D-F/
2& SP(i)=0;
27 aP(i)=aW(i)+aE (i)-5P(1i):
28 Su{i)=0;
29 | endfor

Figura 4.10: Cédigo do Octave para Diferencas Centrais [1]
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30 L

31 aW(l)=0;

32 SP(l)=-2%({D+F/2):

33 Su(l)=2*(D+F/2)*phi_0:
34 aP(l)=aW(l)+aE(1)-SP(1);:
35

36 aE(M)=0;

37 SP(M)=-2%*(D-F/2):

38 Su(N)=2*(D-F/2)*phi L;:
39  aP (N)=aW (N) +aE (N) -5 (N) ;
40

41 phi=tdma(-aW,aP,-aE, 5u);
4z

43 Nex=300;

44 x ex=linspace|(0,L,Nex);
45 [F]for i=1:Hex

46 phi ex(i)=phi 0O+(phi_ L-phi 0)* (exp(rho*u*x ex(i)/Gamma)-1}/ (exp(rho*u*L/Gamma)-1);
47 | endfor

48

49 plot_bh=plot (x_ex,phi_ex, , xnode,phi, B A A A 1

50 xlabel h=xlabel | . 20 ;

51 ylabel h=ylabel('', p20) 2

52 legend h=legend(plot_h, " v v )z

Figura 4.11: Cédigo do Octave para Diferencas Centrais [2]

Cdédigo do Octave, desenvolvido pela autora, utilizado para gerar as figuras: 3.15, 3.16,

3.17,3.18

1 clear all:
2 clec;
3
4 2Condigdes iniciais do problema
2 L~1:
6 u=10;
7: rho=1;
8 Gamma=">.1;
8: H=20;
10 phi 0=1;
11: phi L=0;
12
12 3Cddogo para a solugdo
14 xface=linspace|(0,L,N+1);
15 dx=xface (2)-xface (1)
1l [-]for i=1:N
17 xnode (i)=(xface (i+1)+xface (i) ) *0.5;
18 | endfor
13
20 D=Gamma/d=x;
21 F=rho*u;
22
23 for i=1:N
24 aW(i)=D+max (0, F);
25 aE (i)=D4max (0, -F):
26 SP{i)=0;
27 aP{ij=aW(i)+aE(i)-5P (1)
28 Su{i)=0;
29 | endfor

Figura 4.12: Cédigo do Octave para Upwind [1]



30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
a5
46
)
48
49
50
3l
52

aW(l)y=0;
SP(l)=—(2*D+max (0, F)):
Su{l)=(2*D+max (0, F) ) *phi_ 0;
aP(l)y=aW(l)+aE(1)-5P(1):

akE (N)=0;
SP(N)=—(2*Dd4max (0, -F) )
Su(N)=(2*D+max (0, -F) ) *phi_L;

aP (N)=aW (M) +aE (M) -5P (H) :
phi=tdma (-aW, aP, —aE, Su) ;
Nex=300;

x_ex=linspace (U, L,Nex);
for i=l:Nex

phi ex(i)=phi 0+ (phi L-phi 0)* (exp(rho*u*x ex (i) /Gamma)-1)/ (exp (rho*u*L/Gamma)-1);

endfor

plot_h=plot (x_ex,phi ex,
xlabel h=xlabel| A
ylabel h=ylabel| B
legend h=legend(plot_h,

. xnode,phi, v r r
P20
f20) 2

r Vi

)

Figura 4.13:

Cédigo do Octave para Upwind [2]
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