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Resumo

Neste trabalho apresentaremos um breve estudo sobre equacgoes diferenciais ordinarias
de primeira ordem. Estudamos alguns métodos analiticos de determinacgao de solucoes e
importantes aplicacoes em determinadas areas do conhecimento humano; como na biologia,

quimica, fisica e matematica, envolvendo essas classes de equacoes e métodos.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais de primeira ordem, solucao, aplicagoes.



Abstract

In this paper we present a brief study of first order ordinary differential equations. We
study some analytical methods for determining solutions and important applications in cer-
tain areas of human knowledge; such as biology, chemistry, physics, and mathematics, in-

volving these classes of equations and methods.

Key-words: First order differential equations, solution, applications.
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1 Introducao

Newton e Leibniz, os criadores do célculo, foram uns dos primeiros matematicos que
deram inicio aos estudos das equacoes diferenciais. Para resolver problemas fisicos, era
necessario equacionar o fenomeno estudado e através do calculo de primitivas era possivel
encontrar a solucao do problema. Um dos métodos mais usados era a quadratura, este
método consiste em reduzir o problema para obter a solugao pelo célculo de primitivas.
Devido ao baixo numero de fungoes que poderiam ser resolvidas por funcoes elementares,
mesmo com a introducao de novas fungoes representadas por integrais como por exemplo as
funcoes elipticas, o método da quadratura entrou-se em desuso. Euler, o maior mateméatico
do século XVIII, desenvolveu em 1734 a Teoria do Fator Integrante, com essa teoria podia-se

indentificar a condi¢ao para equagoes diferenciais de primeira ordem sejam exatas.

No século XIX, surgiu o uso das séries de funcoes. Método este que surge através dos
estudos sobre as equacoes diferenciais parciais, onde a resolucao dessas equacgoes mostram
equacoes diferenciais ordinarias. Porém, algum tempo depois o método das séries de funcoes
foi sendo usado de uma maneira descuidada, para tentar sanar isso surgiram os teoremas
de existéncia e unicidade, que marcaram o inicio da fase moderna com Poincaré, no final
do século XIX. Através destes teoremas podemos analisar que dada a existéncia de uma
solugao, podemos utilizar metodologias analiticas ou informais para encontrar esta solucao,
assim, podendo ser verificado posteriormente que esta solucao é unica. Outros grandes
nomes da matemdtica como Laplace e Lagrange também contribuiram significativamente
para o desenvolvimento dos estudos das equacoes diferenciais, especialmente em calculos de
equacoes voltados para a mecanica. Na evolucao dos estudos das equagoes diferenciais de
primeira ordem foram surgindo métodos analiticos para a resolucao dessas equacoes que se

originaram de fenomenos fisicos, quimicos, biolégicos, matematicos, e entre outros.

Neste trabalho, no capitulo 2, apresentaremos uma breve teoria sobre equacoes diferen-
ciais de primeira ordem e alguns métodos analiticos de resolucao. O capitulo 3 versa sobre

aplicagoes envolvendo a teoria do capitulo 2.
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2 Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

Uma equagao diferencial é uma equagao que envolve uma funcgao incognita e suas derivadas.
A forma geral de uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem é designada por

dy

Neste capitulo estudaremos casos especiais.

2.1 Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem

A forma geral das equacgoes diferenciais ordindrias lineares de primeira ordem é a seguinte

T =p(t)r + q(t), (2.1)

onde p e ¢ sdo fungoes reais continuas definidas em um intervalo aberto [a, b] e @ é a notagao
de derivada para x em relagao a variavel t. Precisamos encontrar uma funcao diferencidvel
z : [a,b] — R para satisfazer a equacao (2.1). Para a solucao desta equagao, podemos
obter a sua solucao geral para encontrarmos todas as suas solugoes, ou obtemos a solugao

do problema de valor inicial

{ i = plt)a + (1) 22)

I’(to) = 2y,
onde ty € [a,b] e g é um ponto dado. Verificaremos que (2.2) possui apenas uma solugao,
mas antes vamos determinar a solugdo geral de (2.1). Podemos considerar a equagao de

crescimento exponencial para uma solugao da equagao (2.1), dada por
= kx(t), (2.3)

onde k ¢ uma constante. Considerando uma fungao x(t) = €* como uma solugao de (2.3),
os seus multiplos cef® também serdo solucoes de (2.3), onde ¢ é uma constante arbitraria.
Para provarmos tal afirmacio, vamos considerar a expressao z(t)e * = 1 e expressando sua

derivada em relagao a t, obtemos



podemos notar que voltamos para equagao (2.3), isto ocorre pois

—kt

logo z(t)e ™ = ¢, portanto ce* é uma solugao geral de (2.3).

Entao temos o seguinte problema de valor inicial:

T =k
ZL‘(to) = Xy,

como a solucio geral de (2.3) é da forma ce*, podemos determinar a constante c:
z(ty) = ceM = .

x
Entao, considerando ¢ = k_o e substituindo na solugao geral de (2.3), obtemos
e

= PO ke
x(t)—ekto e,

Portanto, a solucao do problema ¢ dada por
z(t) = woert=t),
para todo t € R.

A equagao (2.1) com ¢(t) = 0 é chamada de Equacdo Linear Homogénea. Logo, temos o

seguinte problema de valor inicial homogéneo:
T =p(t)r (2.4)
ZL‘(to) = X29-

Pelo método das equagoes separdveis (método este que serd estudado na sessdo 2.2), temos

como solugao geral do problema de valor inicial (2.4):

[ 5= [
considerando o intervalo de integragao de tq a ¢t determinada por uma funcao p(s), obtemos

t
Inx = / p(s)ds +C

to

x(t) _ eftto p(s)ds oC.

12



C

Utilizando a condicao inicial z(tg) = xg, teremos € = . Logo, a solu¢do do problema de

valor inicial homogéneo (2.4) é dada por
z(t) = zoeln PO % (2.5)

Com o objetivo de simplificar as expressoes, reescrevemos a equagao (2.5) da seguinte

maneira:

T(t, ty) = elo P, (2.6)
A seguir, mostraremos algumas propriedades da funcao 7T'.
(i) : T(to, to) = elig Ps)ds _ pto—to — (0 _ 1.
Portanto, T'(tg,to) = 1.
(1) : Tto, 1)L = (" PO ds) =1 = el P8 — g 1)
Logo, T(tg,t)™r = T(t, o).
(1ii) : T(t,to)T (Lo, s) = eftto Ps)ds o [10p(s)ds — efftop(s)Jrfsto ple)ds _ o[ p(s)ds — T(t,s)
Entao, T'(t,to)T (to,s) = T(t,s).

Concluimos que para a funcao T, teremos as seguintes igualdades:

T(to, to) = 1,
T(t,to) = T(tg, t)~1, (2.7)
T(t, to)T(to, S) = T(t, S).

Para determinarmos a solucao geral do problema de valor incial (2.2), utilizaremos um

fator integrante u(t), e multiplicaremos em ambos os lados da equagao:

p(t)(@ = p(t)z) = u(t)q(t).

Determinaremos p(t) igualando o primeiro membro da expressdo anterior a derivada do

produto de x por p, logo

(i plt)a) = 5 () = i+

13



Entao, podemos igualar as seguintes expressoes

—pp(t)z = [z
Logo,
ft = —pp(t)
[
= —p(t
. (t)

© in) = —plt),

integrando em ambos os lados, teremos

Inp = —/p(s) ds.
Logo, calculando uma primitiva de p obtemos para o fator integrante p(t):
u(t) — e ftto p(s)ds _ eftto p(s)ds _ T(tg, t)
. d
Entao temos de E('M;) = pu(t)q(t):

%(T(to, t)a(t)) = T(to, t)q(t),

integrando em ambos os lados de %y a t:
t
T(to, t)x(t) — x(ty) = / T(to, s)q(s) ds.
to

Portanto, podemos obter a solu¢ao do problema de valor inicial (2.2) e utilizando as pro-

priedades (2.7), multiplicamos a ltima expressao por T'(t, ) e vamos obter:

x(t) =T(t,to)wo + /t T(t,s)q(s)ds, (2.8)

to

a equacao (2.8) é chamada de férmula de variagdo de constantes, férmula esta que pode ser

escrita como soluc¢ao do problema de valor inicial (2.2).

Podemos concluir que a existéncia da equacao obtida é dada pela verificacao se ela é
solucao da equacao diferencial. A diferenciabilidade das expressoes acima sao dadas pela

condigao de p e ¢ serem continuas em [a, b].
Em particular, se o coeficiente p(t) for igual a uma constante k, teremos
T(t, ty) = eklt=to),

14



Entao temos o seguinte problema de valor inicial

{ & = kx4 q(t)

$(t0) = Xog,

e pela férmula de variagdo de constantes, dada na equagao (2.8), obtemos

t
x(t) = ety +/ =9 g(s)ds.

to

Dadas uma funcao z;(t) com a condic¢ao inicial z1(tg) = a e uma fun¢ao z5(t) com a
condicao inicial z5(t) = b, onde 1 (t) e x2(t) sdo solugoes de (2.1). Entao, explicitamos essas

solugoes através da solugao (2.5):

t
21(t) = aelo P

xo(t) = bedio P ds.

Logo teremos

z1(t) — xo(t) = aelo P ds _ poli p(s)ds

21(t) — 2a(t) = (a — b)elo PO

't
2(t) = zoeln PO

entdo podemos afirmar que z(t) = x1(t) — x2(t) é uma solu¢do do problema de valor inicial
(2.4), onde xy = a — b. Logo, todas as solugoes de (2.1) sdo obtidas somando uma solugao
particular com a solugao geral da equacao homogénea associada em (2.4). Logo, podemos

dizer que o termo da formula da variacao de constantes
t
/ H=9¢(s)ds
to

¢ uma solucao particular de (2.1). Assim verificamos a existéncia de um metédo mais rapido
para determinar uma solucdo de (2.1), considerando uma constante ¢(t) = qo, ,(t) = —qo/k

é uma solucao particular de

T = kx + qo, (2.9)
pois
. —qo
=k.— +
T 2 do
z=0.
Entao temos,
T =kr+q

15



Portanto,

serd a solucao geral de (2.9), tal que ¢ é uma constante qualquer que pode ser obtida através

da condigao z(ty) = xo.

2.2 Equacgoes Separaveis

Uma equagao diferencial da forma

é chamada de equacao separavel, onde y' = dy/dz. Consideramos f e g fungoes continuas
em intervalos abertos reais, tal que f : (a,b) — Reg: (¢,d) — R. Logo escrevemos (2.10)

da forma
9y = f(x). (2.11)

Seja uma funcao y : (o, 3) — R de classe C'. Se (o, 3) C (a,b) e y((o, 3)) C (c,d),
tal que g(y(z)) # 0, a funcdo y serd uma solugao de (2.10) para todo = € (o, 3). Como a
equagao (2.10) nao é linear, as solugdes nao necessariamente estarao definidas para todo x
no segundo membro definido. Considerando y(z) uma solugao e G uma primitiva de g, onde

G’ = g, teremos a partir de (2.11):

o) = f(x)

entao obtemos
G(y(z)) = F(z) + C, (2.12)

onde F' é uma primitiva de f.

Dado um ponto zg € («, 3), entao temos que y(xg) = yo € (¢, d). Logo a constante C' serd

determinada da seguinte maneira:
C=Gy(r)) - F(z)

16



C = Gly(xo)) — Plso)
C = G(yo) — F(xo),

substituindo C' na expressao (2.12):
G(y(z)) = F(z) + Glyo) — F(ao)

G(y(z)) — G(yo) = F(x) = F(xo).
Como G é uma primitiva de g e F' é uma primitiva de f, podemos escrever a tltima expressao

cOomo

[ awa= | o) (213)

Yo

O que mostramos acima foi que dada uma solugao de (2.10), esta solucao ird satisfazer
a expressao (2.12). Podemos concluir que dada uma relagao G(y) = F(z) + C e um ponto
(x0, Yo) que satisfaz essa relagao, onde G'(yo) = g(vo) # 0, dado também um intervalo aberto
(a, B) contendo g e uma fungiao de classe C!, através do Teorema das fungoes implicitas
podemos garantir que esse intervalo existe e que satifaz a relagdo (2.12), logo trata-se de

uma solucao de (2.1). Em seguida, analisaremos alguns exemplos de equagoes separdveis.
~ ’ X
Exemplo 1: Resolva a equacgao y' = —.
Resolucdo: Como yy' = x, obtemos y? = x? + C. Verificaremos algumas solucoes dessa
equacao variando a constante C. Por exemplo, quando C' = 0 teremos quatro solucoes:
yi(x) =z, = > 0;

yo(x) = —x, © > 0;
ys(x) =z, = < 0;

ys(z) = —x, = < 0.

Para C' = 1, temos duas solucoes:
y(x) =+Va2+1, —oo <z < o0,
Yo(r) = —Va?+1, —oo <z < 0.

E para C' = —1, vamos obter quatro solugoes:
yi(z) =+vVa2 =1, x> 1;

17



y2(x):_"x2_17 .CL’>1;

ys(x) = +va? — 1, x < -1

ys(z) = —va? -1, z > —1.
Através dos intervalos (a,b) e (o, ) podemos encontrar varias outras solugoes, porém
analisando cada ponto (zg,4), onde yy # 0, temos somente uma solu¢do y(z), tal que

algumas solucoes se estendem para todo x e outras apenas por uma semirreta. Entao a

solugao do problema de valor inicial para y(3) = 2 é dado por C' = 5, logo a solugao é

y(z) = +Vr2 =5, z > V5.

2

T
Exemplo 2: Resolva a equagao y' = —.
Y

Resolucao: Podemos escrever este exemplo na forma 3%y’ = 22, logo obtemos y* = 23 + C.

Analisando as solugoes, para C' = 0, teremos duas solucoes:
yi(x) =z, = > 0;

yo(z) =2, © < 0.

Para C' = 1, obtemos outras duas solugoes:
yi(z) = Va3 + 1, 2 < —1;
yo(z) = Va3 + 1, 2 > —1.

Para C' = —1, temos:
y1<513) = VS x? — 17 r < 1;
yo(z) = Vad — 1, o > 1.
Entao podemos concluir que a solucdo do problema de valor inicial 3%y = 2%, para

y(2) = —3, obtem-se que C' = —35, logo
y(z) = Va3 — 35, z < V/35.

Exemplo 3: Resolva a equacao y' = —2xy.

18



Resolugao: Podemos notar que g(y) = 1/y, logo a solugdo nao passard por y(z) = 0.

Escrevemos a equagao na forma
/

y_:_2x7 y#oa
Yy

entao obtemos

Iny = —2* + C.

Portanto, teremos duas solugoes para cada C' € R:

A seguir, apresentaremos algumas defini¢oes e teoremas.

Definicao 2.1: Uma equacao da forma

i = f() (2.14)

é chamada de equacao autonoma, pois a funcao f depende apenas de z e nao da variavel

independente t.

Uma propriedade dessas equagoes diz que se x(t) é solugao de (2.14), entdo uma fungao
y(t) definida por y(t) = z(t + ¢) também é solucao de (2.14), onde ¢ é uma constante. Entao

podemos afirmar através da existéncia e unicidade de solucao que a solucao do problema

{i:f@) (2.15)

l’(to) = 29

é dada por z(t) se e somente se, y(t) = x(t + to) for solucao de
{x:f@) (2.16)

Concluimos que para equagoes autonomas, consideramos apenas condigoes iniciais onde
to - O

Definigcao 2.2: Se # é um zero da funcao, ou seja, f(z) = 0, logo x(t) = T serd uma

solucdo de (2.14). Portanto, z(t) é chamada de solugao equilibrio ou estacionéria e o ponto

Z ¢ chamado de ponto de equilibrio ou singularidade.

19



Defini¢ao 2.3: Dado um indice £ > 0, existe outro indice 6 > 0, tal que |zg — Z| < 6.

Z sera um ponto de equilibrio estével, se a solucao do problema de valor inicial

¢ tal que |z(t) — | < € para todo t > 0.

Um ponto estavel z, serd chamado de assintoticamente estavel se existir um indice n > 0,
tal que tlim z(t) = z, onde |zog — z| < . Um ponto de equilibrio serd instavel quando ele
—00

nao for estavel.

Teorema 2.1: Se T é um ponto de equilibrio e f(Z) é uma solugao de (2.14), T é ass-
intoticamente estével se f'(Z) < 0 e T é assintoticamente instavel quando f'(z) > 0.
Demonstragao: Elevando a expressao x(t) —  ao quadrado e analisando a sua variacao
através da regra da cadeia, teremos

< alt) — ) = 2(a(t) - ),
se considerarmos & = f(x) e x como uma fungao dependente da varidvel ¢, temos a seguinte
expressao:
2(x(t) — ) f(2(1)).
Como Z é um ponto de equilibrio, consequentemente, pela definigdo 2, f(z) = 0. Através do

Teorema do Valor Médio, a ultima expressao pode ser obtida da seguinte maneira:

fx(t) — f(7)
x(t)—z

F'(&() =

onde f'(£(t)) é um valor entre x(t) e &, entao multiplicando o numerador e o denominador

da expressao acima por 2(z(t) — &), vamos obter

) _ f®) ~ f(z)  2(2(t) — 2)
PO ==—=8=7 2@ -2

20



Se analisarmos  como um ponto assintéticamente estével, ou seja, f'(Z) < 0, pela con-
tinuidade de f’ existe n > 0, tal que f'(z) < —n < 0 e existe um ¢ > 0 para todo |z —Z| < J.
Entao, para qualquer ponto tg, temos que |z(ty) — Z| < 6 é uma solugao para (2.14), conse-
quentemente a variacao de z(t) — 7 dada por a(t) = (z(t) — z)? é decrescente para t > to.

Podemos analisar também

d
aa(t) < —na(t) para t > to,

considerando uma solugao geral para (2.14), temos a(t) < ce™™, isto implica que z(t) tende a
z quando t — oo. Para f'(z) > 0, teremos que a solugao para (2.14) é dada por |x(ty)—z| > 0,

entao a(t) = (z(t) — 7)* é crescente para t > tg.

A seguir enunciaremos o teorema de Existéncia, Unicidade e Depedéncia Continua. Ver-
emos que este teorema nos permite encontrar a solu¢ao de um problema de valor inicial,

através da existéncia e unicidade desta solucao.

Teorema 2.2: Seja 2 um aberto no plano (z,y), neste intervalo estd definido a funcao
continua f : 2 — R. Supondo que a derivada parcial em relagao a y, dada por f, : @ — R
também seja continua, em cada ponto (zg, yo) € §2, existe um aberto I que contém x, e existe
também uma tnica fungao diferenciavel ¢ : I — R, onde (z, ¢(z)) € Q para todo z € I. Logo,

teremos que ¢ sera a solucao do problema de valor inicial dado por

{ y/:f(f,y)

y(o) = Yo
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3 Aplicacoes

3.1 Dinamica de uma Populacao e Nocoes de Estabilidade

Nesta sessao veremos a aplicacao dos conceitos de estabilidade e instabilidade vistos no
final da sessao 2, através de alguns modelos criados para andalise da variagao de uma pop-
ulacao com o tempo. Cada modelo leva em conta a influéncia de varios fenomenos biolégicos
e sociolégicos na evolugao da populagao, e cada modelo possui uma taxa de crescimento
da populagao p(t), onde t é o tempo, taxa essa definida por p(t)/p(t). Primeiramente,
apresentaremos a modelagem de crescimento populacional proposta pelo economista inglés
Thomas Malthus em 1798. Segundo Malthus, a taxa de crescimento de uma populagao em
um determinado tempo é proporcional a populacao total naquele instante. O segundo mod-
elo estudado, serd o modelo do matematico belga Pierre Verhulst proposto em 1838. Ao
estudar as limitacoes do modelo de Malthus, Verhulst propos que a populacao deve crescer
até um limite maximo, pois devido a inibi¢oes naturais, esse crescimento deve se estabilizar,

formando o grafico da curva que analisaremos posteriormente chamada de Logistica.

3.1.1 O Modelo Malthusiano

Este modelo basicamente assume que a taxa de crescimento de uma populacao é dado

por uma constante A, entao a equagao que rege o crescimento dessa populacao é dado por

D= Ap. (3.1)

Entao com base nos estudos feitos anteriormente sobre equacgoes lineares de primeira
ordem, vemos que (3.1) é um problema de valor inicial homogéneo, considerando p, como

populacao inicial, temos como solucao geral:

p(t) = poert=to),

e com a condigao inicial p(ty) = po, a solugao para (3.1) é dada por
p(t) = plte)e* =),

onde esta solugao apresenta um crescimento exponencial se A > 0, porém nao ¢é possivel

que este crescimento se mantenha para sempre. O modelo apresentado por Malthus gerou
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varias controvérsias no século XIX, pois ele afirmava que a populagao mundial crescia em
razao geométrica e os recursos para sobrevivéncia humana cresciam em razao aritmética.
Portanto a tendéncia da humanidade é ser controlada por fome, doencas, miséria, etc. Um
modelo desta natureza pode descrever o crescimento populacional de micro-organismos que

se reproduzem por mitose.

3.1.2 O Modelo de Verhulst - A Logistica

Neste modelo, a constante \ é a taxa de crescimento da populacao, dado pela diferenca
entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade, ou seja: A\ = A, — \,,. Este modelo
propoe que A seja constante, logo este modelo nao leva em conta certos mecanismos de
controle populacional, como hébitos sexuais e comportamento coletivo. Verhulst propos um
modelo em que a taxa de crescimento descresce linearmente com a populagao, modelo este
dado por: A = a — bp, onde a e b s@o constantes positivas. O modelo de Verhulst pode ser

escrito pela equagao diferencial separavel como

p = (a—bp)p. (3.2)

Podemos observar que ainda nao é um modelo ideal, pois nao leva em conta que a taxa
de producao de novos seres da espécie humana, depende da idade dos pais. Existem mod-
elos que levam este e outros fatores em consideracao através de equacgoes diferenciais com
retardamento e equagoes integro-diferenciais. A equagao (3.2) é conhecida como equagao de
Verhulst-Pearl, desenvolvida por Verhulst para estudar as populagoes da Franca e da Bélgica

em 1834, e em 1920 por Pearl e Reed para o estudo da populagao dos Estados Unidos.

Podemos analisar que os modelos acima sao funcoes que nao dependem da varidvel ¢ e sim
da varidvel p, logo as equagoes (3.1) e (3.2) sdo exemplos de equagdes auténomas, onde seus
pontos de equilibrio sdo dados por Z = 0 para (3.1), z = 0 e T = a/b para (3.2). Podemos
verificar também que para (3.1), z = 0 é um ponto assintoticamente instavel. Para (3.2),

T = a/b serd um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel e £ = 0 serd um ponto instével.

Verificaremos a seguinte decomposigao, para integrar a expressao (3.2):

i+ b _ala —bp) + abp
ap  a(a —bp) a*p(a — bp)

a? 1

a?p(a —bp)  pla—bp)’
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logo
1 1 b

T —

pla—0bp) ap ala—bp)

Multiplicando a ltima expressao por p, obtemos
p bp

£ 4
ap+a(a—bp)

Y
integrando em ambos os lados, teremos a seguinte expressao

1 1
—Inp — —In(a — bp) =t + C, C = constante
a a

1 1
—Inp=t+ C + —In(a — bp)
a a
Inp = at + aC + In(a — bp).

Entao temos

p| = |a — bple™ - €,

se considerarmos p(ty) = po, obtemos

= |a — bpole™™ - eC.
Do Po

Vamos obter a equacao (3.3) fazendo uma razao entre as duas tltimas expressoes

lp|  |a—bple - e

lpo]  |a — bpgleato - eaC

Pl _ |2t a-t0) (3.3)
Po a — bpg ’

onde py # 0 e py # %. Entao, vamos retirar os valores absolutos de (3.3):

p _a— bp . ealt—to)

po  a—bpo

pla — bpo) = pola — bp)e =10

pla — bpy) = poae =10 — pobpett=to)

a(t—to) (t—to)

p(a — bpo) + pobpe = poae”

pa — bpy + pebe 1)) = poaet=")

poaea(tfto)
a— bpo —+ pobe“(t—t()))’

T

—a(t—to)

multiplicando o numerador e o denominador por e , teremos:

poaea(t_to) e_a(t_to)

X .
a — bp() + pobe“(t—to)) e—alt—to)

P
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Portanto, podemos explicitar p(t):

apPo
t) = . A
plt) pob + (a — bpp)e—ali=to) (34)

Anilise da solugao: Analisando (3.2), podemos ver p(t) = 0, p(t) = a/b = po sao
suas solugoes. A notagdo ps é justificada da seguinte maneira: se em (3.4) t — oo, logo
p(t) — poo. Entao de (3.4) obtemos que p,, = a/b, esta solugao é chamada de populagao
limite e sera o valor assintético para uma populacao inicial, tal que pg > 0. Podemos anal-
isar dois casos: 0 primeiro se py > ps € 0 segundo se 0 < py < Po. No primeiro caso, p(t)
descresce exponencialmente tendendo para p.,. No segundo caso, a populagao ird crescer e
também tenderd a p..,, onde o grafico de p(t) serd uma curva em forma de S entre as retas

p =0 e p=pe, esta curva é chamada de logistica. Pois derivando (3.2):

p=(a—bp)-p+(a—0bp) p
p = —bpp + ap — bpp
p = (a—2bp)p.

a
Podemos concluir que a curva logistica tem um ponto de inflexdo quando p(t) = 2% pois

a

significa que a populagao cresce com derivada positiva e em seguida o crescimento se torna

mais lento, isto ocorre até a fungao atingir o valor p.,/2 como mostra a figura 1:

I) A

a/b

—=

v

Figura 1: Curva logistica.
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3.2 Resfriamento de um Corpo

Podemos analisar o fenomeno da variacao de temperatura em um corpo por perda de
calor para o meio ambiente através do seguinte modelo:

‘% — KT -T)) (3.5)
onde dT'/dt é o fluxo de calor através das paredes do corpo, T é a temperatura constante
por todo o corpo que depende apenas do tempo t, T, é a temperatura do meio ambiente
que é constante com o tempo e por dltimo, k é uma constante positiva determinada pelas
propriedades fisicas do corpo. Na situacao dada, o calor flui da fonte quente para fonte fria,
entao se T' > T,, a temperatura 1" descresce e o corpo se resfria, portanto isto justifica o
sinal negativo em (3.5). Agora, se T' < T,, a temperatura 1" cresce e o0 corpo ira se aquecer.
O modelo apresentado acima é chamada Lei de Resfriamento de Newton, Newton elaborou

este modelo estudando uma bola de metal aquecida.

Considerando a condigao inicial de temperatura 7'(0) = T, temos o seguinte problema de

valor inicial:

dr

— = KT -T,
o ( )

7(0) = T,

Através dos métodos do capitulo 2, a solugao do problema pode ser obtida da seguinte forma:

1
dl'= | —kdt
/ T — Ta /

In(T'—T,) +c1 = —kt+ o

In(T —T,) = —kt+C
T—T,=e ",

usando a condicao inicial 7'(0) = Tj, teremos
e“ =Ty —T,.
Logo, a solugao do problema sera dada por:

T =(Ty—T,)e ™™ +T,. (3.6)
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Anilise da solugao: Na expressao (3.5), podemos ver que T'(t) descrece monotonicamente
com t quando T' > T,, T(t) ird crescer monotonicamente quando T' < T;, e quando for T'(¢)
for constante teremos T = T,. Na expressao (3.6) temos a mesma conclusao, pois 7'(t)
tende monotonicamente para 7T, quando ¢t — +oo. Portanto, a temperatura T, é chamada

Temperatura de Equilibrio.

A lei da conservacao da quantidade de calor diz que o calor de um corpo é dada pelo
produto de sua massa, seu calor especifico e a variagao de temperatura. Considerando m e
m,, respectivamente, as massas do corpo e do ambiente, ¢ e ¢,, respectivamente, os calores
especificos do corpo e do ambiente, a Lei da Conservacao da Quantidade de Calor pode ser

escrita da seguinte forma para esta situacao:
me(Ty —T) = maco(Ty — Tap), (3.7)

onde sabemos pelas demonstracoes anteriores que 1" e T, sao, respectivamente, as tem-
peraturas do corpo e do ambiente em fungao do tempo t, mas nesta equacao, elas sao as
temperaturas finais de cada um. Ty = T'(0) serd a temperatura inicial do corpo e T, o = T,,(0)
é a temperatura inicial do ambiente. Em (3.7), temos T > T, isso se deve ao fato de o corpo

estar cedendo calor ao ambiente, logo a temperatura inicial do corpo serd maior que a final.

Isolando T}, em (3.7), vamos obter a seguinte expressao:

me(To —T)

MCa

T, = + Ta,O-

Vamos igualar (mc)/(mgc,) a uma constante A, logo
T,=A(Ty—T)+ Ty,

substituindo a expressao acima em (3.5), teremos

ar
— = —k(T = ATy —T) = Tup)
dt ’
(Z—f = —]{(T - ATO —|— AT — Ta,O)
dT
—r = k(T +A) = ATy — Too)
ar
—r = k(L + AT + k(ATy + T,0).
Portanto, obtemos a seguinte equagao diferencial:
dT
E —|— ]ﬂ(l —|— A)T - k(ATO —|— Ta,O)- (38)
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Logo, através da equacao (3.8) temos o seguinte problema de valor inicial:

dT
7 H L+ A)T = K(ATy + T, )
T(0) = Tp.

Para resolvermos o problema, precimos determinar o fator integrante dado por u(t) = el et

onde a(t) = k(1 + A), logo
M(t> _ efk(l—&-A)dt

N(t) _ ek(lJrA)t.

Entao, multiplicando por p todos os membros da equagao (3.8):

6k(1+A)t . d_T + k(l + A)T . ek(lJrA)t — k(ATO + Ta,O) . ek(lJrA)t’

dt
entao, p
(MT)E = k(AT + T p) - 0+
pT = / k(ATy + T,p) - X0t
uT = k(ATy + T,o) / gy
k(14+A)t

e resolvendo a integral, teremos

]{?(ATO +Ta,0) ek(l-i—A)t
ck(+A)t k(1 + A) Tl

substituindo pu = e

T =

Para determinar ¢, utilizamos a condigao inicial 7'(0) = Tj,

1
To = k(ATy + Ta,()) : (m + C) )

entao isolando ¢ na expressao acima,

(1+ A)Ty — (Tuo + ATp)
k(Tao + ATo)(1 + A)

Substituindo ¢ na solucao do problema, temos a seguinte expressao

r(p) = Teo 2T Do = oo e,

1+ A 1+A
Podemos analisar na expressao (3.9), que a temperatura do corpo decresce monotonicamente

(3.9)

quando Ty > T, o e cresce monotonicamente quando Ty < 7}, 9. Agora, chamaremos de T o
primeiro termo do segundo membro da expressao (3.9):

Too+ ATy

T =
1+A4 7
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substituindo A por (mc)/(mgc,), vamos obter a seguinte média ponderada:

'R aaTa T
T:mc 0 t+mc 0'

MyCq + McC

Portanto, dizemos que a temperatura 7' é chamada de temperatura de equilibrio, pois T, (t)

tende a 7" quando t tende ao infinito.

A seguir apresentaremos trés problemas envolvendo esse modelo.

Problema 1. Um Corpo a 100°C é posto numa sala, onde a temperatura ambiente se
mantém constantemente a 25°C". Apds 5 minutos a temperatura do corpo caiu para 90°C.
Decorrido quanto tempo estara o corpo a 50°C?

Resolucao: Primeiramente, analisaremos os primeiros 5 minutos de resfriamento. Entao,

utilizando a equagao (3.6) e sabendo que T'(5) = 90, determinamos a constante k:
T=(Ty-T)e ™ +T,
90 = (100 — 25)e =% + 25,

fazendo as operagoes, obtemos a seguinte expressao:

w15
13

k:lln E .
5 13

Analisando o segundo resfriamento, temos

e

Aplicando o logaritmo natural:

T=(Ty—T)e ™ +T,

50 = (90 — 25)e~3m(3)! 1 25,

entao vamos obter a seguinte expressao para determinar o tempo:

15\ 13
13) 5

o

Logo, aplicando o logaritmo

Portanto, o tempo necessario para o corpo estar a 50°C' é aproximadamente 34 minutos apds

o primeiro resfriamento.
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Problema 2. Um corpo a 100°C' é posto numa sala de temperatura desconhecida, mas
que é mantida constante. Sabendo que apdés 10 minutos o corpo esta a 90°C' e apds 20
minutos a 82°C), calcule a temperatura na sala.

Solugao: Analisando do instante de 0 a 10 minutos, temos
T=(Ty-T)e ™ +T,

90 = (100 — T,)e %% + T,

isolando o termo e'%*, obtemos
o 1001,

90 -T,
Agora, analisamos os proximos 20 minutos onde o corpo fica a 82°C:

T=(Ty-T)e ™ +T,

82 = (90 — T,)e 2% 4+ T3,

isolando o termo e?°* vamos obter
82 —1T,
90 — T,
10k\2 _ a
€ =%,
100 - T,\* 90T,
0-T,) 82-T,

Entao, encontramos a seguinte equacao do 2° grau:
127,% — 21007, + 91000 = 0,

cuja as raizes sao proximas de

T, = {79,96} .

Para o problema descrito, o corpo esta perdendo calor para o ambiente, isto significa que
T > T,, entao o resultado satisfatério para o problema é a temperatura da sala estar a

aproximadamente 79°C'.

Problema 3. Qual deve ser a temperatura da agua para que um corpo a 100°C" nela
imerso venha a uma temperatura de 30°C' em meia hora? Sabe-se que o corpo é de ferro
(calor especifico 0,113calg™' (°C')~! e tem massa de 500g, enquanto que a dgua (calor es-
pecifico 1) tem massa 4000g. Assuma k = 0, 05.

Resolucao: Primeiramente determinaremos o valor da constante A:

mc 0,113 - 500

A— _
M Cq 1-4000

= 0,015.
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Utilizando a expressao (3.9), determinaremos a temperatura inicial da dgua
(t) _ T(LO + AT() + TO - Ta70 . e*k(l%’A)t
1+ A 1+ A

Ta,O + O, 015 . 100 _I_ 100 _— Ta’o ] 8_0705(1_;'_0’015)30
1+0,015 1+0,015 ’

fazendo as operacoes e isolando T,

30 =

13,17

o= ~ 3 65.
Y36

Utilizando a Lei da Conservacao da Quantidade de calor, temos
me(Ty —T) = maco(Ty — Tap)

0,113 - 500(100 — 30) = 1 - 4000(T, — 3, 65),

logo, isolando T, 0113 .
113.5.-
T, = ++3,65 ~ 4 64.

Portanto, a temperatura da agua é aproximadamente 4, 64°C'.

3.3 Diluicao de Solucoes

Um resevatorio com capacidade de V' litros de agua pura, recebe uma solucao de agua
salgada que contém c kg de sal por litro de solugao, a uma vazao de a litros/segundo de forma
constante. O reservatorio possui um mecanismo de agitagao que torna a solugao homogenea,
entao ao mesmo tempo que se injeta agua salgada, se retira do reservatorio a solugao formada
na mesma vazao dita anteriormente (a litros/segundo). Portanto, seja z(t) a quantidade de
sal em kg no reservatério em funcao do tempo t, a concentracao de sal na solucao é dada por

x/V kg/l. Entao podemos descrever esta situagao através da seguinte equagao diferencial:

dz x
5 = ac—ag, (3.10)

e considerando a condigao x(0) = 0, temos o seguinte problema de valor inicial:

d—x+a£—ac
a Vo
z(0) = 0.
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Para encontrarmos a solugao do problema, precisamos determinar o fator integrante p(t) =
a(t)dt a

%

el , onde a(t) = —, logo

p(t) =el v

<l&

pu(t) =e

Entao, multiplicando todos os membros da equagao (3.10), por pu(t), obtemos

At o T u o
—€ a—e = acev.
dt V
Logo,
d

(,ux)a = aceV

UT = ac/eiftdt

pr = VeV +k
x=cV+ke V.

Para determinar k, utlizamos a condigao inicial z(0) = 0,
2(0) = ¢V + ke’

k= —cV.

Portanto a solucao do problema sera dada por:

at

z(t)=cV(l—e v). (3.11)

Analise da solugao: Podemos notar que quando t — 00, a concentracao de sal dada
por z(t)/V tende para ¢, assim como em resfriamento de um corpo em que a solu¢ao nos
dava uma temperatura de equilibrio, no caso de diluicao das solugoes podemos encontrar o
equilibrio entre a solucao salina injetada e a solugao no reservatério, pois em ambos os casos

a matemética é a mesma.

Agora, vamos supor que a solucao homogénea caia em um segundo reservatério que
também contém V litros de 4gua pura. E neste novo reservatoério também ha um mecanismo
de agitagdo, com a mesma vazao de a litros/segundo. A quantidade de sal no segundo

reservatorio é dada por y(t) e varia de acordo com a equagao:

dy Y T
g— GV+GV,
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substituindo x(t) da expressao (3.11) na expressao acima e considerando a condigao y(0) = 0,

obtemos o seguinte problema de valor inicial:

dy a ¢
%—l—vy—ac(l—e V)
y(0) =0

a
Utilizando o fator integrante (t) = ¢*®, onde a(t) = v teremos

p(t) = el ¥

at

u(t) =ev.

Multiplicando p(t) em todos os membros da solu¢do do problema, vamos obter

Wt | Lo ac(l— e ¥)et
—€ —ye = ac — € e
dt v ’
logo,
() = a1 = e
— = ac — € e
ny i

wy = ac/ (1— e_Vt)ethdt
wy = ac {%(eﬁft —t)+ k} ,
realizando as operagoes, podemos encontrar que a funcao y(t) é dada por
y(t) =V — Ve ¥ + acke™ V.
Para determinarmos k, usamos a condigao inicial y(0) = 0,
0 = cV + acke’
V

k=——.

a

Substituindo na fungao, obtemos que a solugao do problema, serd dada por
y(t) =cV — V(1 +t)e 7.

Da mesma forma para a concentragao z(t), a concentracao de y(t) também cresce monotoni-

camente para ¢ no segundo reservatorio quando ¢ — oo.
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3.4 Barco sustentado por uma corda enrolada em um poste

Imaginemos uma corda presa a uma superficie cilindrica vertical com coeficiente de atrito
estatico p. O contato da corda com a superficie gera um setor circular AB com angulo
a < 180°, geralmente o > 360° por conta de varias voltas que sao dadas pela corda no
poste, mas para melhor compreensao consideremos menor que 180°. Existe uma forca Ty
aplicada em uma das extremidades e na outra extremidade uma forca 77, onde essas forcas

estao em equilibrio como mostra a figura 2.

Figura 2: Corda amarrada a uma superficie cilindrica de forma vertical.

Agora consideremos a decomposigao dessas forgas como mostra a figura 3:

Figura 3: Decomposicao das forcas que atuam na corda.
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Sabendo que T'(#) é a tensao no ponto da corda que corresponde ao angulo 6 a partir do
segmento 0A no sentindo anti-horério, fazemos as seguintes anélises:

F é a tensao da corda no ponto C, o que implica

F5 é a soma da tensao no ponto D com a forca de atrito a partir de F3, logo
|Fy| =T (0 + %) + p| F3l.
F3 sera a reacao total da superficie ao longo do arco C'D, dado por
By = N(0)r,
onde N(0) é a reagao da superficie sobre a corda e rAf é comprimento do arco C'D.
Analisando as forgas Fy e F3, podemos notar que a forga de atrito é dada por uN(0)rA6,
onde sabemos pela anélise da forga F3 que N(0)rAf é a reagao total da superficie ao longo

do arco C'D e que possui comprimento rAf. Pelo fato do arco C'D estar em equilibrio, temos

Fi + F5 + F3 = 0, logo projetando a equagao sobre a direcao F3 como mostra a figura 4.

Figura 4: Diagrama de forcas.

Analisando o diagrama de forcas, temos as seguintes equacoes:

—Fy— Fyy+ F =0,
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Ad Ad

F, serd dado por T' | 6 — - ) sen—-
A6 Af A6
F,, sera dado por T (6 + 7) sen—- + uN(H)rAHsenT.

Portanto, temos a seguinte expressao:

N(O)rAO —T (9 - %) seng -T (6 + %) sen% — ,uN(H)rAHsen% =0. (3.12)

Na demonstracao acima analisamos as forcas na direcao do eixo y, agora na direcao do

eixo x:
Fl,a:_FQ,a::Oa
Af Af
F, , sera dado por T (9 - 7) 0057,
A A A
F5 , sera dado por T (9 + 79) 00379 + uN(@)rAHcosTH.

Portanto, obtemos a seguinte expressao:

T (0 - %) COS% -T (0 + %) cos% - /LN(@)TA@COS% =0. (3.13)

Dividindo as equagoes (3.12) e (3.13) por Af e aplicando o limite quando Af — 0, teremos

duas equagoes dadas por:

rN(6) — T(6) = 0, (3.14)
ar
@(0) + prN(0) = 0. (3.15)
Isolando N(6) em (3.14) e substituindo em (3.15), obtemos
ar
© L ur=o
70 + p 0

Considerando a condigao T'(0) = Ty, temos o seguinte problema de valor inicial:

dT
— T=0
ag
T(0) =T,
Resolvendo o problema, .
—dT = [ —
/ Td / df
InNT = —pub + ¢



T=ce"e

considerando a condicdo inicial 7'(0) = Ty,

Entao a solucao do problema ¢ dada por

T(0) = Tope ™.

Analise da solugao: Podemos concluir que a forga para a corda sustentar um barco en-
rolada num poste gerando um setor de angulo « é dada por T = Tye #*. Entao podemos
notar que quanto menor for o angulo «, menor sera T}, ou seja, menor serd a forca necessaria
para aplicar na outra extremidade como mostra figura 2. Entao, concluimos que quanto mais
voltas a corda fizer no poste, a forga T} sera tao pequena que apenas o peso da corda jogada

sobre o solo ¢ suficiente para manter o equilibrio.

A seguir, apresentaremos um exemplo.

Exemplo 1. Suponha que a corda da duas voltas completas em torno do poste, cujo coefi-
ciente de atrito é 0,4. Supondo que a forga Ty é 1000N, calcule T} para que haja equilibrio.

Resolucao: Utilizando a formula 177 = Toe ", temos
Ty = 1000e*44

Logo, T7 = 6,56N.

Anteriormente, vimos como uma corda sustenta um barco enrolada em uma superficie
cilindrica vertical, agora ver o caso em que superficie cilindrica esta posicionada de forma
horizontal como mostra a figura 5. Assim como no exemplo anterior, consideremos que ha
um atrito entre a corda e o cilindro, e vamos considerar que o peso da corda é dado por w.
Um objeto de massa m é mantido suspenso por conta do atrito da corda e a um pequeno

pedago da corda.
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Figura 5: Corda amarrada a uma superficie cilindrica de forma horizontal.

As equagdes de equilibrio sao as mesmas vistas para o cilindro vertical, porém, para o
somatoério das forcas tanto em x quanto em y, aparecera mais um termo dado pela tracao

da corda que obtemos da seguinte maneira:
Tya
sen(f) = — 2=
( ) T ?
Ta:,l
T

A tracao T sera dada pelo produto do peso da corda com o comprimento de arco, portanto

cos(f) = —

—wr(Af)sen(f) aparecera em (3.12) e —wr(Af)cos(d) aparecerd em (3.13).

Logo, reescrevemos as equagoes (3.14) e (3.15) como

rN(0) —T(0) — wrsen(d) =0, (3.16)
T
Ccil_Q + urN(0) — wrcos(0) = 0. (3.17)
Isolando N(f) em (3.16) e substituindo em (3.17), temos
T
20 + uT = wr(cos(0) — usen(0)). (3.18)
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Logo, considerando T'(0) = Ty, temos o seguinte problema de valor inicial:

C;_g + uT = wr(cos(0) — psen(0))
T(0) =Ty

Temos que o fator integrante é dado por 6 = e*?, logo
0T = /wr(cos(Q) — psen(0))etdo,

resolvendo a integral e passando § para o outro lado da igualdade obtemos a expressao:

T(6) = % [2uc0s(0) + (1 — p®)sen()] + Ce ™, (3.19)

utilizando a condicao inicial 7'(0) = Tj,

2
C=1T,— SHOT
14 p?
Portanto, a solucao do problema sera dada por
wr 2uwr
T(0) = E [2ucos(0) + (1 — p?)sen(8)] + ng 1 'j_ ,u2} e M. (3.20)

A seguir, apresentaremos um problema.

Problema 1. Determine T'(7) sabendo que apds o ponto A hda um pedago de corda de
comprimento ¢ onde pende uma massa m.
Solugao: Para a situacao dada, a tragao Ty serd contraria ao peso da corda e ao peso do

objeto de massa m, e como o peso da corda é dado por unidade de comprimento, logo
Ty = wl + mg.

Entao, utilizando a expressao (3.20), temos

. wr
I

T(r)

[2ucos(m) + (1 — p?)sen(m)] + lwﬂ +mg —

portanto teremos como resposta a expressao:
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3.5 A Tractriz

Considerando o plano (z,y), a tractriz é uma curva delimitada pela tangéncia entre um

ponto de tangeéncia e pelo eixo x de forma constante, como podemos ver na figura 6:

Y

Figura 6: Curva tractriz.

Uma particula ) de massa m, serd arrastada ao longo de uma corda Q)P, essa corda é
mantida de forma bem esticada e sua extremidade P esta sobre o eixo x, entao a tractriz é
formada ao longo da curva descrita pela particula ). Considerando as coordenadas Q(z,y),

P(z,,0) e R(x,0), temos a seguinte relagao pelo teorema de Pitdgoras:

QP® = QR* + RP?
a® =y’ + (v — z,)%,
isolando o termo = — x,,

x—1x, = t\/a®—y>
Para o problema vamos considerar —+/a? — 42, pois o trajeto da particula () forma uma reta
no sentido decrescente. Entao, lembrando da equacao da reta que passa por um ponto,

y—= y(xa) = y, ' ($ - ZL’a),

sabendo que y(z,) = 0, obtemos a seguinte equagao diferencial:

r_ Y
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onde a é o comprimento do segmento QP e z(y) serd a fungdo que descreve a curva feita

pela particula Q.

Sabendo que ¢’ = dz/dy, podemos rescreever a expressao (3.21) da seguinte maneira:
/a2 — 12
—dzr = —ydy,
Y
logo devemos encontrar uma primitiva de y/a? — y2/y, sabendo que y = a sen(f) temos

2,2 2 _ 2sen(0
/\/ay ydy: a asen()dy’

a sen(6)

e utilizando a mudanca de variavel,

/_Wy—y?dy:a/wdg:a/ i _a/sen(e)de.

sen(0) sen(0)

Para resolvermos a [ df/sen(f), devemos lembrar

=)

0 Y
1 2 (2

+tg (2>

0

2 p—

40 1+tg (2)

a/—:a/—de.
sen(0) o 0
I\2
o (0
1+tg 5 df, obtemos

0
Aplicando a mudanca de variavel u = tg (5), onde du =
21 ) ‘ '

tg (
Logo, a primitiva de y/a? — y?/y serd dada por

o (8)] s

entao

DO | —

2d
a —u:aln|u|:aln

oD

aln

Agora, precisamos voltar para a variavel y. Para isso, vamos utilizar a expressao abaixo

tg(0) = ﬁ,
-1 ()
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0
denotando x = tg (5) e fazendo as operacoes, teremos a seguinte equacao do 2° grau:

tg(0)z® + 22 — tg(h) = 0,

cuja as raizes serao dadas por:

_—2£/22 + 4tg(0)tg(0
o 2tg(0) '

Logo, retirando as raizes,

i 1 — cos(0) o —1 — cos(0)
YT sen() TP sen(6)

Como 6 é menor que 90°, entdao #/2 terda que ser positivo, logo a raiz utilizada serd a x;.
2

a2 — y?
Y
a
2
-y
a

Entao,

sen(f) = Ye cos ()

a

logo teremos de xy:

L V=
tg(€>::9;;y%3322,

Portanto, a solugao da expressao

a2 — y?
Y

a2 — 2
—z+c=aln (%>+\/a2—y?

Considerando o problema de valor inicial com a condi¢do y(0) = a, vamos obter que ¢ = 0.

—dx = dy

sera dada por

Portanto a solugao da equagao diferencial (3.21) serd dada por

_ 2 4,2
I:_am<&_%%_£)_

2 2
as —=y-,

onde esta solucao é a equacao da tractriz z(y), explicitada de maneira que y é a varidvel

independente e x sendo a varidvel dependente.

O estudo da tractriz é mais aprofundado em Geometria Diferencial, onde a rotacao da

tractriz em torno do eixo x gera uma superficie chamada pseudoesfera, onde essa superficie
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possui curvatura gaussiana negativa constante em todos os pontos, exceto dos pontos no

plano x = 0.

Existe uma aplicacao mecanica para a tractriz chamada pivot de Schiele. Essa aplicacao
consiste em determinar a forma de uma ponta de eixo vertical, onde essa ponta gira sobre
os rolamentos de modo que a reacao vertical V' dos rolamentos seja constante em todos os
pontos na superficie de contacto. Temos também que o desgaste da ponta do eixo de cada

altura seja uniforme. Podemos observar o grafico desta aplicagdao na figura 7.

W

Figura 7: Aplicacao da tractriz (Pivot de Schiele).

Podemos deduzir a equacao da curva da seccao longitudinal da ponta do eixo da seguinte
maneira: N serd a reacao dos rolamentos sobre o eixo em cada ponto na superficie lateral,
W sera o peso do eixo, logo o somatério das projecoes verticais de N sera igual a W. Seja
A a projecao horizontal na superficie lateral da ponta do eixo, como a projegao vertical de

N é constante em todos os pontos, temos que reacao vertical V' sera dada por

w
= —. .22
V=2 (3:22)

Pela hipotese de desgaste uniforme, o desgaste é constante com y, o estudo da mecanica

diz que o desgaste é proporcional ao trabalho da forca de atrito ©/N em uma rotagao completa
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do eixo. Logo
2ryuN = constante. (3.23)

Agora, analisando a semelhanca de triangulos teremos a seguinte igualdade
N PQ
Vo ooy
Logo podemos concluir através das expressdes (3.22) e (3.23), que o segmento PQ deve ser

constante. Com isso, a curva da seccao longitudinal da ponta do eixo serd uma tractriz, e

portanto, a ponta do eixo tera a forma de uma pseudoesfera.

3.6 A Catenaria

A catenéaria foi um problema proposto por Leonardo da Vinci, problema esse que consiste
na determinacao da forma tomada por um cabo flexivel (a tensao do cabo é sempre no
sentido da tangente) e inextensivel (pois nao se estende), onde este cabo esta suspenso em
dois pontos A e B, e o unico peso para ser considerado é o seu préprio peso. Este problema
foi resolvido incorretamente por Galileu, onde ele mostrou que a curva do cabo forma uma
parabola. Em 1960, James Bernoulli fez vérias resalvas sobre esse problema e um ano depois
o seu irmao Johann Bernoulli junto com Leibniz e Huyghens resolveram o problema da
catendria, o nome ”catenéria’foi dado por Leibniz. Em uma carta para um amigo, Johann
explicou que Galileu estava errado em dizer que a catenaria era uma pardbola, a pardbola
realmente serve para a construcao da catendria, mas sao coisas distintas, ele explicou que a
parabola é uma curva algébrica e a catenaria é uma curva transcendente. Podemos entender

melhor a resolucao de Johann e seus amigos na figura 8.

Figura 8: Representagoes da curva catendria.
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Seja um sistema cartesiano com origem no ponto mais baixo da curva, onde o eixo y
coincide com o eixo vertical. Considerando o equilibrio do trecho OP do cabo, temos |H| +
|T| 4+ |V]| = 0. Onde |H| é a tensao do cabo no ponto mais baixo, |T| é a tensao do cabo
no ponto P = (z,y) e |V| é o peso do segmento OP. Se considerarmos w como o peso por
unidade de comprimento e s o comprimento do arco OP, logo, |V| = ws. Entao as equagoes

de equilibrio projetadas sobre os dois eixos serao dadas por:

—|H| + |T|cos(#) = 0, (3.24)
—|V |+ |T|sen(f) = 0. (3.25)
Isolando |T'| em (3.24) e (3.25),
w
tg(0) = —s. 3.26
OR (3.26)

Como w e |H| s@o constantes, podemos considerar w/|H| igual a apenas uma constante c.

Considerando tg(6) =/, obtemos

Através de estudos da geometria diferencial, podemos escrever a funcao do comprimento

ds dy 2
— =4/1 — .
dx + (d:c)

Portanto, temos a seguinte equacao diferencial

de arco s com a seguinte equacao:

' =1+ (y)2 (3.27)

Para resolvermos (3.27), introduzimos a variavel p = ¢/, logo obtemos a seguinte equagao

separavel de primeira ordem
P =c\/1+p? (3.28)

Sabendo que p’ = dp/dz, teremos de (3.28) a seguinte expressao:

1
cdr = ————=dp,
1+ p?

considerando a mudanga de varidvel p = cotg(6), podemos calcular a primitiva de - =
+p

/\/7 /W 9)d6 =~ /ﬁ
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logo,

_ /csc(e)de _ —/ Senl(e)de — inltg (g) ' |

Para voltarmos para a variavel p, lembremos que no modelo da tractriz tinhamos a seguinte
0 1 — cos(6
() = 1=l
2 sen(0)

l—cos(d) 1 cos(f _ esel8) — co
8671(9) - S@n(@) sen(G) (9) tg(@).

expressao

desmebrando essa expressao,

Sabemos que p = cotg(f), para determinarmos csc(f), usamos a seguinte identidade
trigonométrica
1+ cotg®(0) = esc?(0),

logo vamos obter

1+ p* = csc®(6)
csc(f) = /14 p.

Entao, a primitiva procurada é dada por

—In(v/1+p? —p).

Portanto, a solugao da expressao

1
cdr = ———dp
1+p?

sera dada por

cx +k=—In(/1+p>—p).

Considerando o problema de valor inicial com a condigao p(0) = ¢/(0) = 0, vamos obter

que k = 0. Reescrevendo a solucao acima para eliminarmos o logaritmo natural,
e =1+ () —y. (3.29)
Elevando toda a expressao (3.29) ao quadrado, obtemos
2y) +1 -2y 1+ (y)? =7,

de (3.29), sabemos
L+ () =e "+,
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logo,
2(3//)2 11— 2y/(efca: 4 yl> —_ e*QCﬁ

1— 2y/e—cx — e—2cz

Fazendo as operacoes, e isolando o termo 3/,

Sabendo que y' = dy/dx, temos o seguinte problema de valor inicial:

cx —CT

d_y_e —e
dv 2

y(0)=0

Ccx —Cx

— €

5 = sinh(cz), entdao fazendo a integragao

/ dy = / senh(cz)dz
1

y = Ecosh(c:l:) + k,

Sabemos que

utilizando a condigao inicial y(0) = 0,

Portanto a solugao da equacgao diferencial (3.27), serda dada por

y(x) = %(cosh(c:v) —1).

(3.30)

Analise da solugao: Podemos concluir que a curva catenaria é um cabo flexivel e inex-

tensivel suspenso em dois pontos e que esta sujeita a seu proprio peso, onde a sua curva

forma o grafico de um co-seno hiperbélico.

Analisando a solu¢ao em (3.30), podemos ver que o valor de H faz parte da solucao e

apesar de nao ser constante, nao é um dos dados do problema inicial. Escrevendo os termos

dessa solugao em outros parametros geométricos, podemos fazer as seguintes andlises:
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1 - a é o afastamento horizontal entre os dois pontos extremos do cabo, dado pelos pontos
AeB.

2 - d ¢é a flexa da catenaria.
3 - £ é o comprimento do cabo.

Através da figura 9, podemos ver a descricao da curva catenaria pelos parametros a,d e

A 4

-a/2 a/2 X

Figura 9: Curva catenaria considerando os parametros a,d e £.

3.7 Espelho Parabédlico

Neste problema determinamos a forma de um refletor, onde todos os raios refletidos por
ele e os raios provenientes de uma fonte luminosa pontual, saem paralelos a uma direcao
fixada R como mostra a figura 10. No estudo da geometria elementar, a curva que possui
essa propriedade é o paraboldide de revolucao, gerado pela rotacao de uma parabola em
torno do seu eixo, onde coloca-se a fonte luminosa no foco da parabola geradora. Vamos
demonstrar que o paraboldide é a tinica superficie que possui essa propriedade, através da

unicidade e existéncia desse resultado dados pela geometria.
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Y

v

N

Figura 10: Curva representativa do espelho parabdlico.

Supondo que a fonte luminosa esteja na origem e que a dire¢ao R seja o eixo x. Usaremos
a notagao y(z) como a fungao que descreve a secgao longitudinal do refletor. Na figura 10,
podemos ver o raio luminoso saindo da origem e se refletindo no ponto P e temos que N
¢ a reta normal a curva no ponto P. Pela lei de reflexao da Otica Geométrica, o angulo
de inicidéncia ¢ é igual ao angulo de reflexao r. Para encontrarmos a equacao diferencial
que descreve a curva do espelho parabdlico consideremos a decomposicao da fonte luminosa

como mostra a figura 11:

v

Figura 11: Decomposicao da fonte luminosa.
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Considerando dy/dx como o coeficiente angular no ponto P = (x,y), vamos ter

_ 4

tg(0) = 0y

Podemos observar na figura que o angulo de reflexao é dado por 8 = 90 — r, logo
dy
— =tg(90 —
0y = (90 =),

temos também

e pelo angulo de incidéncia, v = 180 — (r 4+ 4). Como r = i, entao

<

= =1tg(180 — 2r),

T

onde
Yy
Z =1g(2(90 —
L = tg(2(90 1)

o (2229)

y _ 2tg(90 —r)

r 1—tg2(90 — 1)’
Lembrando que dy/dx = y' = tg(90 — r), vamos obter

entao teremos a seguinte expressao

y(y')? + 2z —y =0, (3.31)

Simplificando toda a expressao (3.31) por y,
() +—y -1=0,

calculando as raizes da equacao do 2° grau acima,

Yy .
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Logo, o par de equagoes diferenciais correspondentes a expressao (3.31) é dado por

2
y =24 (f> 41 (3.32)
v v

Agora, retirando as exatas raizes da equacgao (3.31),

2 TP 4y ()

Y

2y
, —r /2?4 y?
Yy = )
Y
logo, obtemos a seguinte equacao diferencial
yy +x = E£\/22 + 92 (3.33)
Introduzindo a varidvel dependente z = z(x), vamos ter que 2z’ = +1. Logo podemos
rescreever (3.33) da seguinte maneira
27 =%z,

sabendo que 2’ = dz/dz, vamos obter da equacao diferencial acima

[i=x [

z ==z +c,

2

considerando z(x), tal que 22 = 22 + y2, temos

y? = 22— g2

y? = (£x +c)® — 2°.

Portanto,

y? = +2xc + 2.

Analise da solugao: Este resultado corresponde a equacao de duas parabolas coincidentes
com o eixo x. Para +2zc, a equacao descreve uma parabola com a concavidade para a

direita cujo o vértice é (—5, O). Para —2zc, teremos uma parabola com a concavidade para

. 7’ . /7 C
a esquerda cujo o vértice é (5, 0).
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3.8 As Curvas de Perseguicao

Vamos imaginar que um gato persegue um rato no plano (z,y). O rato estava comendo
queijo na origem e o gato localizado no ponto G = (a,0), o gato faminto parte em diregao
ao rato e o rato por sua vez, foge do gato correndo ao longo do eixo y no sentido positivo
com uma velocidade constante v. O gato ao correr em dire¢ao ao rato com uma velocidade
constante w, forma uma curva, e o problema desta sessao consiste em determinar a curva
descrita pelo gato nos parametros a,v e w. Considerando que apdés um tempo t, o gato
estard em um ponto P = (x,y) e como o deslocamento do rato se da ao longo do eixo v,
logo a sua segunda coordenada sera dada por esse deslocamento, entao ele estarda no ponto
Q) = (0,vt) como podemos ver na figura 12. Olhando agora para o deslocamento do gato,
podemos calcular o seu deslocamento L através do comprimento de arco PG que vai de a

até x, entao
L= [ VIT@Pi,

sabendo que o deslocamento L é dado por tw, o tempo que o gato levou para chegar até o

ponto P sera dado por

- é/a\/u ()P da. (3.34)

v

0 G ='|j' a,0) X

Figura 12: Curva de perseguicao.

Agora, considerando o ponto P de coordenadas arbitrérias (x,y) temos pela geometria da
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figura:

,_0Q—y
00—z’
logo,
0Q=y~-yu,
e como OQ = vt,
vt =y —1y'x. (3.35)

Logo, de (3.34) e (3.35), obtemos

/

— 1 a
LV [V @
w T

v

v [ 5 ,
= | VIt (o)Pde =y -y,
w x
invertendo o intervalo de integracao da equagao acima e aplicando o teorema fundamental

do calculo,
2 [ VI WPl =y -y
entao,

v / VIT @ Pdr = e —y,
w a

derivando a expressao acima em relacao a variavel z,

VIt (@) =Wr+y) -y,

entao teremos a seguinte expressao

V14 [y ()] =zy”, (3.36)

onde ¢ = v/w. Introduzindo a varidvel p = v/, reecrevemos (3.36) como:

cy/1+p?2=ap. (3.37)

14
w

Sabendo que p’ = dp/dzx, temos o seguinte problema de valor inicial:

1
Sdr = ——dp
x 1+ p?

p(a) = 0.

Na sessao 2.5, sobre a catenéria, vimos que a primitiva de 1/4/1 + p? é dada por

—in(\/p*+1-p),
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logo a solucao geral do problema de valor inicial serd dada por
¢lnz+k=—In(y/p?+1—1).
Utilizando a condicao inicial p(a) = 0,
clna+k=—In(1)

k = —c Ina,

entdo vamos obter da solugao de (3.37):

clna—clnz =In(v/p>+1-1)

Vit 1-p=(2)". (3.38)

SHES

Da expressao (3.38), vamos obter

fazendo as operagoes, temos

e isolando a variavel p,
=3[ - ()]
P=351\q x/ 1
Sabendo que p =y’ = dy/dx, temos o seguinte problema de valor inicial:
1 c c
w=3|G) -(G) ]
2 L\a x

y(a) = 0.
Primeiramente, vamos resolver o problema acima para o caso ¢ # 1. Para isso, usaremos o

método da substituicao para resolver a integral do problema, onde

x
u=—; dr=adu,
a

v =

SHES]

a

; dr = ——dv.
2
v

Logo, fazendo as substuicoes na equacao do problema,

Jo-3[[ @ o [ @ o]
y = % (a/ucdu+a/vc_2dv)
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uc+1 Ucfl
Yy =

k.
c+1+c—11+

a
2

Voltando para a variavel z, temos

_CL 1 (I)c—i-l_'_ 1 <a>c—1 +k
Y73 c+1\a c—1\z ’

utilizando a condigao inicial y(a) = 0,

a 1 a\ ct+1 1 a\ c—1
=2 - = k
0 2L+1(a> +c—1<a> }—’_ ’

aplicando as operagoes, obtemos o valor de k:

ac

k=— .
c2—1

Portanto, a solugao do problema de valor inicial para ¢ # 1, sera dada por
a 1 T\l 1 a\c1 ac
_ ¢ d - — ) 3.39
y(@) 2[0—}—1(@) +c—1<x) } -1 (8:39)

Agora, para ¢ = 1, temos outro problema de valor inicial:

ir=3[(5)- ()]

Aplicando a integracao,

usando a condigao inicial y(a) = 0,

1 [a?
0—§<%—alna)+k‘,

logo obtemos que o valor de k serd dado por
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Portanto, a solugao do problema de valor inicial para ¢ = 1, serd dada por

1 [ 2? 1/a
=—(=——alnx ——(——alna). 3.40
Y75 (2a ) 2 \2 (340)
Analise da solugao: Se considerarmos ¢ > 1, consequentemente a velocidade do rato seria
maior que a do gato, ou seja, v > w. Porém, se analisarmos o caso para ¢ < 1, vamos ter

que a velocidade do gato sera a maior, ou seja, ¥ < w. Podemos determinar o instante e o

ponto da coordenada sobre o eixo y onde o encontro entre os dois aconteceria.

Para determinar o instante, utilizaremos a equagao (3.39), para y(0) = vt, onde vt repre-

senta o deslocamento do rato. Logo,

v
1 0 c+1 1 0 l—c a(—)
y(0) =5 I O B
21lc+1 \a c—1\a (K) 1
w
—av
Vt—lﬂfuﬂ,
W2

organizando a expressao acima, vamos obter que o instante que o gato encontra o rato é
dado por

= ——.
w? —v?

Ja o ponto de encontro entre os dois, também pode ser encontrado pela expressao (3.39),

agora considerando a condigao y(0) = F, onde F serd o ponto de encontro. Entao,

SO IOR

(&) -1

organizando a expressao acima, obtemos que o ponto da ordenada sobre o eixo y onde o gato

encontra o rato, é dado por

avw
E =

w2 — 2’
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